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ͳقدردان

رضا حضرت رئوف امام ͳوت΋مل بارگاه جوار در و ایزدی مهر پرتو در که اینک
از م�ͳدانم لازم خود بر رسیده�ام، تحصیلم دوران از دیΎر مرحله�ای پایان به (ع)

نمایم. ͳقدردان و تش΋ر نموده�اند، یاری مسیر این ͳط را اینجانب که ͳعزیزان
آقای جناب ویژه به مشهد ͳفردوس دانشΎاه در ارجمندم اساتید ͳتمام از ابتدا در
م�ͳنمایم. تش΋ر صمیمانه نمودند، راهنمایی مرا دلسوزی و صبر با که ͳارقام دکتر
گروه محترم استاد�یار سرمد دکتر آقای جناب از را خود خالصانه تش΋ر مایلم همچنین
دانش در مرا و داشتند عهده بر را رساله این راهنمایی که مشهد ͳفردوس دانشΎاه آمار
این مشاور سمت که شاه΋ار دکتر آقای از همچنین نمایم. ابراز نمودند، سهیم خود
پورسینا آقای و طالبی دکتر آقای از طور نمایم.همین ͳم تش΋ر داشتند عهده بر را رساله
ͳقدردان و تش΋ر مراتب مایلم و نمایم. ͳم تش΋ر گذاشتند اختیارم در که ͳوقت دلیل به
را رساله این داوری که رزمخواه دکتر و نوقابی جباری هادی دکتر آقایان از را خود
نمایم. اعلام ساختند بهره�مند خود راهنمایی�های از را اینجانب و داشتند عهده بر
آقای کتابخانه مسئولین و ͳسلیمان خانم سرکار آمار گروه محترم ͳمنش از است لازم
تش΋ر نیاز مورد مراج΄ تهیه و کمΈصمیمانه دلیل به ͳصادق خانم سرکار و داوودنژاد
دانش΋ده رایانه مسئول ͳنخع خانم و دوست وطن آقای از همچنین نمایم. ͳم ویژه
و راهنمایی که رمضانپور آقای و ͳشاهین آقای از مایلم م�ͳنمایم. ͳقدردان و تش΋ر
سایر و داشته�اند می΋ر تک محیط در رساله تایپ منظور به را لازم مساعدت�های

نمایم. تش΋ر نمودند Έکم مرا رساله این تهیه در نحوی به که ͳعزیزان
و مشوق همواره که همسرم مهربان مادر و گرانقدرم همسر عزیزم، مادر و پدر از
نموده�اند، یاری مسیر این ͳط در مرا نظیرشان بی بردباری و صبر با و بوده�اند من ͳحام

م�ͳنمایم. سپاسΎزاری خالصانه



چ΋یده
يافته تعميم Ͷخط هاي مدل در بهينه هاي آزمايش طرح به توجه اخير، هاي سال در
دودويي، هاي داده مدل روي تحقيقاتجاري بيشتر اين، وجود با است. يافته افزايش
پژوهشحاضر، است. متمركز اول مرتبه متغيره يك لجستيك رگرسيون مدل �مخصوصاً
اين Ͷاصل هدف است. داده تعمیم ͳشمارش هاي داده مدل روي را موضوع اين
پواسون رگرسيون مدل روي استوار و كارا هاي آزمايش طرح بسط و توسعه تحقيق

است. ͳسم�شناس مطالعات در
اثرمتقابل با ͳسم دو مدل و اول مرتبه ͳسم Έی مدل برای D-بهینه طرح�های
طرح کاربرد است. شده ارزیابی مدل پارامترهای به آنها ͳوابستگ و شده ͳبررس
به (ED) مؤثر دوز سطوح برحسب بهینه های طرح که این دلیل به D-بهینه، های
های طرح این از ͳبرخ بنابراین، است. محدود دارند، ͳبستگ مجهول پارامترهای
دوز سطوح برحسب که ͳشرط D-بهینه طرح�های و برابر فضای طرح�های مانند ͳعمل
ͳوقت ͳعمل های طرح این شده�اند. ͳبررس م�ͳباشند، پارامترها از مستقل و بوده مؤثر

هستند. کارا کاملا̈ ، باشد محدود طرح فضای که
عدم برابر در -بهینه Dطرح�های شبیه مژثر دوز سطوح برحسب شده تهیه های طرح
برای دنباله�ای های طرح مسئله، این ͳبررس برای نیستند. استوار پارامترها از اطلاع
قرار ͳبررس مورد دنباله�ای کاملا̈ طرح�های شدند. پیشنهاد پواسون رگرسیون مدل�های
استوار و کارا پارامترها، از اطلاع عدم به نسبت که شدند تهیه گونه�ای به و گرفتند

باشند.

تعمیم�یافته ͳخط مدل�های پواسون، رگرسیون طرح، کلیدی: واژه�های



پيش�گفتار
است. پیوسته متغیری ΁پاس متغیر ͳمهندس علوم در خصوص به موارد از بسیاری در
چنین برای است. برازش قابل خوبی به ͳخط مدل�های متغیرها این روی بر معمولا˦
طرح�های به م�ͳتوان جمله آن از که شده�اند ارائه تاکنون ͳگوناگون طرح�های مدل�هایی
صورت به ͳداروشناس علوم و صنعت در نیز دیΎری طرح�های نمود. اشاره کسری
نیست. برقرار آن�ها برای معمول طرح�های اولیه�ی فرضیات که م�ͳشوند استفاده ͳوسیع
این است. ͳشمارش متغیر Έی نهایی جواب که است ͳزمان مثال�ها مهم�ترین از ͳ΋ی
به نیاز آن�ها ͳبررس برای و نیستند بیان قابل ͳخط مدل�های به�وسیله متغیرها گونه

م�ͳباشد. تعمیم�یافته ͳخط مدل�های
علوم در خصوص به تعمیم�یافته ͳخط مدل�های از استفاده اهمیت به توجه با
روش و آن�ها ساختار تعمیم�یافته، ͳخط مدل�های ͳمعرف به دوم فصل در ،ͳداروشناس
سپس پرداخته�ایم. مدل�ها این در اطلاع ماتریس و پارامترها برآورد آوردن به�دست
است، برخوردار ͳشمارش داده�های در بیشتری کاربرد از عمل در که را پواسون مدل

ایم. داده قرار ͳبررس مورد
با ͳسم دو مدل و اول مرتبه ͳسم Έی مدل برای D-بهینه طرح�های سوم فصل در
مدل دو این برای ͳعمل طرح�های از ͳبرخ به سپس و ایم کرده ͳبررس را اثرمتقابل
این استواری نهایت در پرداخته�ایم. ͳشرط D-بهینه طرح و برابر فضای طرح مانند

کردیم. ͳبررس پارامترها بد�مشخص�سازی به نسبت را طرح�ها
ͳبهینگ تحقیق برای آن از و ایم داده شرح را ͳکل ارزی هم نظریه�ی چهارم فصل در
برای زیرا است، لازم کار این ایم. گرفته بهره سوم فصل در ͳموضع بهینه طرح�های

ت



ͳتحلیل به�طور و است شده استفاده عددی روش�های از بهینه طرح�های آوردن به�دست
است. سؤال زیر آن�ها ͳبهینگ لذا ایم، نیاورده به�دست را آن�ها

مقدار Έی با مدل مجهول پارامترهای ͳزینΎجای سوم فصل در شده ارائه راه�حل
ابتدای در م�ͳشود. منجر ͳموضع بهینه طرح�های به راه�حل این است. خوب اولیه�ی
روش این ایرادهای م�ͳپردازیم. سوم فصل در شده ارائه راه�حل ͳبررس به پنجم فصل

از: عبارتند عمده صورت به

پارمترها برای خوب اولیه�ی مقدار وجود عدم .١

پارامترها ناصحیح های انتخاب در طرح�ها این استواری عدم .٢

ͳوابستگ مش΋ل بر غلبه برای ͳراه�حل پنجم فصل در شده، ذکر ایرادهای به توجه با
دنباله�ای بهینه طرح�های ͳمعرف به ابتدا فصل این در م�ͳشود. مطرح ͳبهینگ معیارهای
ارائه با دهیم. ͳم توضیح پواسون مدل برای را طرح�ها این سپس م�ͳپردازیم.
م�ͳآوریم.(برنامه به�دست را دنباله�ای بهینه طرح تکراری، روش�های با و ͳوریتمΎال

م�ͳباشد). موجود نامه پایان ضمیمه در الΎوریتم این

ث
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مقدمات تعاریفو

مقدمه ١.١

م�ͳپردازیم. حاضر تحقیق انگیزه و پیشینه مرور و موضوع اهمیت به فصل این در
مراج΄ داشت. خواهیم تعمیم�یافته ͳخط مدل�های در بهینه طرح�های بر مروری سپس

هستند. فصل این ͳاصل منابع از [۵۶] [۴٠]و ،[٢]

نمادگذاری ٢.١

داشت. خواهیم را استفاده مورد نمادهای از خلاصه�ای ͳمعرف ابتدا
وسیله به ͳتوضیح متغیرهای از مجموعه Έی و م�ͳدهیم نشان Y با را ΁پاس متغیر

م�ͳباشد: زیر صورت به پیوند معادله م�ͳشود. داده نشان xp, . . . , x٢, x١

g(E(Y )) = β٠ + β١x١ + . . . + βpxp.

م�ͳآید: در زیر ͳماتریس ش΋ل به پیوند معادله ،Yn, . . . , Y٢, Y١ ΁پاس متغیرهای برای

g(E(Y)) = Xβ,

١
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آن در که

Y =

Y١...
Yn


است. ΁پاس متغیرهای بردار

g[E(Y)] =

g[E(Y١)]...
g[E(Yn)]

 (١.١)

است ی΋سان عناصربردار تمام برای g تابع که م�ͳباشد E(Yi) توابع بردار نشان�دهنده�ی
و

β =

β١...
βp


متغیر ΀سط نشان�دهنده�ی آن عناصر که است ͳماتریس X و است پارامترها بردار

است. پیوسته ͳتوضیح متغیر مقدار نمایانگر یا و رسته�ای ͳتوضیح
β پارامتر که است βx جمله�ی شامل مدل وزن) (مانند x ͳمتغیرتوضیح Έی برای

است. x متغیر در واحدی Έی تغییر ازای به ΁پاس متغیر در تغییر نشان�دهنده�ی
Έی مختلف سطوح که دارد وجود پارامترهایی رسته�ای، ͳتوضیح متغیر برای

م�ͳدهند. نشان را عامل
ͳتصادف بردار y آن�گاه باشیم، داشته مشاهده n و باشد p مدل پارامترهای تعداد اگر
های ثابت از n × p ماتریس Έی X و است پارامترها از p × ١ بردار β م�ͳباشد، n × ١

م�ͳشود. مدلنامیده ͳمؤلفه�یخط Xβ و ماتریسطرح اغلب X م�ͳباشد. معلوم

تابع م�ͳسازد مربوط x′
iβ ͳخط مؤلفه�ی به را E(Yi) = µi که ͳتابع .١.٢.١ تعريف

مانند م�ͳشود. نامیده پیوند

g(µi) = x′
iβ (٢.١)

م�ͳشود. نامیده پیوند تابع g آن در که

بΎیرید: نظر در را زیر ͳخط مدل�های
E(Yi) = µi = x′

iβ ; Yi ∼ N(µi, σ
٢) (٣.١)
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iامین نشان�دهنده�ی x′
i بردار و م�ͳباشد مستقل ͳتصادف متغیرهای Yn, . . . , Y١ آن در که

م�ͳشود: نوشته زیر ͳماتریس صورت به معمولا˦ مدل این است. X طرح ماتریس سطر
y = Xβ + e, (۴.١)

آن در که

y =

Y١...
Yn

 ,X =

x′
1...

x′
n

 , β =

β١...
βp

 , e =

e١...
en


م�ͳباشند. i = ١ . . . n ، ei ∼ N(٠, σ٢) با هم�توزیع و مستقل ͳتصادف متغیرهای eiها و

مادر ͳΎحامل سن و نوزاد تولد زمان وزن میان رابطه م�ͳتواند مورد این در ͳمثال
رابطه یا و نباشند نرمال توزیع دارای Yiها که بΎیرید نظر در را ͳحالت اکنون باشد.
ͳبررس مثلا̈ نباشد. (٣.١) مدل صورت به ͳتوضیح متغیرهای و ΁پاس متغیرهای میان
(متغیر سم از ͳمشخص مقدار استفاده��ی مقابل در (΁پاس (متغیر ماهیان مرگ�ومیر
است. دوجمله�ای متغیر Έی و نیست پیوسته ΁پاس متغیر مثال این در ،(ͳتوضیح
مدل فرضیات از غیر به ͳفرضیات با دیΎری مدل�های به نیاز ͳمسائل چنین ͳبررس برای
متعلق ΁پاس متغیرهای توزیع که داریم ͳمدل به نیاز مثال این در داریم. (٣.١) ͳخط
ͳغیر�خط ͳتابع که م�ͳدانیم تجربه به بنا این بر علاوه و باشد دوجمله�ای توزیع به
دوجمله�ای مدل به م�ͳتوان مدل�ها این جمله�ی م�ͳسازد.از مربوط x′

iβ به را E(Yi) = µi

نمود. اشاره م�ͳباشد، g(µi) = ln(µi) آن در که پواسون مدل و g(µi) = ln
pi

١− pi
آن در که

تعریف است، ͳخط غیر پیوند تابع یافته تعمیم ͳخط مدل�های ویژگ�ͳهای از ͳ΋ی
م�ͳاندازیم. تعویق به موضوع پیشینه بر مروری تا را مدل�ها این دقیق

ͳسم مقدار یا دوز عنوان به ،ED اختصار به یا مؤثر دوز ،ͳبه�طور�کل تعريف٢.٢.١.
به م�ͳشود. بقاء یا میر و مرگ از مشخص نسبت Έی به منجر که م�ͳشود تعریف
م�ͳشود. ومیر مرگ به٧٠% منجر که است A سم از دوزی A سم ED٣٠ مثال عنوان
چند آزمایشات برای است. روشن و صریح تعریف، این ،ͳسم Έی آزمایشات برای
برای داریم. تنهایی به سم هر ترکیب و سموم تمام ترکیبی اثر تشخیص به نیاز ،ͳسم
تمام عنوان به و م�ͳکنیم تعریف را MED اختصار به یا مدل مؤثر دوز منظور این
بقای یا مشخص ومیر مرگ Έی به منجر که سموم تمام دوزهای مم΋ن ترکیبات
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،ͳسم دو آزمایش Έی در نمونه، عنوان به گیریم. ͳم نظر در م�ͳشوند، مشخص
ͳم ایجاد را %٧٠ ومیر مرگ که است ͳسم دوزهای مم΋ن ترکیبات تمام ،MED٣٠

که است سم از دوزی سم، Έی IED اختصار به یا انفرادی مؤثر دوز هرچند، کنند.
ͳسم تک آزمایشات برای است روشن است. مشخص بقای یا ومیر مرگ به منجر

هستند. ی΋سان IED و MED

تحقیق انگیزه و موضوع پیشینه ٣.١

و م��ͳکند ͳبررس و مطالعه سرطان ضد داروی روی بر که بΎیرید نظر در را ͳمحقق
پواسون متغیر Έی معمولا˦ ،ͳسرطان کلون�ͳهای تعداد که م�ͳداند ͳقبل تجربیات به بنا
مدل م�ͳخواهد نظر مورد داروی از صحیح استفاده�ی برای م�ͳشود. گرفته نظر در
توصیف را دارو دوز یا غلظت و کلون�ͳها تعداد میان رابطه�ی که را پواسون رگرسیون
فرضیات در مسأله که است ΀واض ،(٣.١) مدل به توجه با نماید. مشخص م�ͳکند،
از است. تعمیم�یافته ͳخط مدل�های مسائل از ͳ΋ی و نم�ͳکند صدق ͳخط مدل�های

است. فراوان ͳسم�شناس و ͳدارو�شناس در مسائل نوع این
مقالات و کتاب�ها در ،ͳشمارش و دودویی داده�های برای تعمیم�یافته ͳمدل�هایخط
دودویی، داده�های مدل برای آزمایش�ها طرح اخیراً، .[۴٠] شده�اند ͳبررس بسیاری
ͳشناس زیست علوم در ͳفراوان کاربرد که ،Έلجستی رگرسیون مدل برای مخصوصاً
و کتاب�ها از بسیاری و ساخته معطوف خود به را زیادی توجه دارد، ͳشناس دارو و
آزمایش�های طرح روی بر ͳکم کار این، وجود با اند. پرداخته مبحث این به مقالات،
در است. شده انجام پواسون رگرسیون مدل داده�هایشمارشͳمانند مدل برای کارا
استوار و کارا آزمایش�های طرح توسعه وسیله به را ش΋اف این داریم ͳسع تحقیق، این

پر�کنیم. پواسون رگرسیون مدل برای
و ارگانیزم�ها روی بر مختلفسموم غلظت�های اجرای شامل ͳسم�شناس ͳبررسΈی
و... تناسل و تولد به صدمه و رشد و ومیر مرگ همچون شاخص�هایی اثر گیری اندازه
متغیرهای عنوان به مناسبی به�طور نم�ͳتواند پاس�΁ها این (معمولا˦ م�ͳگیرد. بر در را
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دودویی پاس�΁های میر، مرگ�و همچون شاخص�هایی شود). مدل�بندی نرمال ͳتصادف
چنین در دارند. شمارا پاس�΁هایی وتناسل تولد به صدمه همچون شاخص�هایی و
ͳخط مدل�های معمولا˦ و نیست ͳعمل Έکلاسی ͳخط مدل�های موقعیت�هایی،
کتاب�ها در ͳفراوان مشابه مثال�های م�ͳشود. کار�گرفته به تحلیل برای تعمیم�یافته

.[٣۵] دارد وجود

ͳمدل�هایخط در طرح بر مروری ۴.١

ارتباط بتواند خواننده تا م�ͳپردازیم ͳخط مدل�های در طرح�ها ͳمعرف به بخش این در
ͳخط مدل�های با آن�ها تفاوت و آن�ها آمدن به�دست طریقه و طرح�ها این بین مؤثری
: گیریم ͳم نظر در را زیر ش΋ل به مدل�هایی قسمت این در کند. برقرار تعمیم�یافته

y = Xβ + e, (۵.١)

آن در که

y =

y١...
yn

 , X =


١ x١١ x١٢ · · · x١p

١ x٢١ x٢٢ · · · x٢p... ... ... ...
١ xn١ xn٢ · · · xnp

 , β =

β٠...
βp

 , e =

e١...
en

 ,

از م�ͳباشند. i = ١, . . . , n , ei ∼ N(٠, σ٢) توزیع با و مستقل ͳتصادف متغیرهای eiها که
م�ͳآید: به�دست زیر صورت به β ماکسیمم درستنمایی برآوردگر که م�ͳدانیم رگرسیون

β̂ = (X′X)−١X′y. (۶.١)

واریانس- ماتریس میان زیر رابطه هستند، نااریب آمده به�دست برآوردهای که آنجا از
است: برقرار اطلاع ماتریس و کوواریانس

cov(β̂) = σ٢(X′X)−١ = I−١(X,β). (٧.١)

است. اطلاع ماتریس I آن در که
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طرح ͳبهینگ ۵.١

مدل کشف دنبال به او بΎیرید، نظر در دادیم توضیح قبل قسمت در که را ͳمحقق
برای و بود ͳسرطان کلون�ͳهای تعداد و دارو دوز میان پواسون رگرسیون صحیح
که آن�جا از نماید. برآورد ͳآزمایشات بر��اساس را مدل ضرایب ͳبایست هدف این
کشف برای دارد نظر در او است؛ زمان و هزینه صرف مستلزم آزمایشات انجام
برآوردهای که دهد انجام را ͳآزمایشات کمتر، هزینه صرف و صحیح مدل تر سریع
نزدیΈباشند، مدل ضرایب ͳواقع مقادیر به بسیار آزمایشات این بر��اساس آمده به�دست
دارای برآوردگرها که است بهتر مدل ضرایب مورد در ͳفرضیات آزمون برای همچنین
در ͳبهینگ دارای ͳرگرسیون ضرایب برآوردهای ͳعبارت به و باشند واریانس کمترین
است، آن دنبال به آزمایشΎر که برآوردگرها واریانس در ͳبهینگ باشند. واریانس
با ابتدا هدف این به رسیدن برای است. ͳبهینگ-D معیار� با بهینه طرح�های ͳویژگ

م�ͳشویم. آشنا طرح ͳبهینگ معیارهای و بهینه طرح�های
١٩۵٩ سال در م�ͳکنیم. ارائه طرح ͳبهینگ معیار از ای خلاصه ͳمعرف نخست
به کردند تهیه طرح ͳبهینگ معیار برای نظری چارچوب Έی [٢٣] ولفوویتز و کیفر
طرح نقطه�ی هر به کردند،که بیان احتمال، اندازه عنوان به را طرح که صورت این
طرح ͳبهینگ به آن�ها نظری ͳدسترس م�ͳدهد. تخصیص را ͳمشاهدات طرح، فضای در
برای پایه�ای به منجر ͳخط رگرسیون مدل برای ͳبهینگ E و D معیار از آن�ها ͳمعرف و
معیار هر گردید. ͳبهینگ-A F-و ،-G ،-Q معیارهای مانند دیΎر ͳبهینگ معیارهای
اجرا آن به رسیدن �منظور به آزمایش که است ویژه�ای هدف نشان�دهنده طرح، ͳبهینگ
وجود نهایی یافته�ی برازش رگرسیون مدل در که مخصوص ͳویژگ Έی یا م�ͳشود

دارد.
�یکمیت�های درباره آماری استنباط استکه این طرح ͳبهینگ نظریه�ی ͳاصل ایده�ی
کند. پیدا بهبود م�ͳتواند کنترل متغیرهای سطوح انتخاب ͳبهینگ وسیله به نظر مورد
ͳپیش�بین معیار یا برآورد معیار صورت به م�ͳتواند طرح ͳبهینگ معیار ،ͳبه�طور�کل
به است، بهینه ،ͳبهینگ-D مانند برآورد معیار حیث از که طرح Έی شود. مشخص
م�ͳکند. ماکسیمم را پارامتر اطلاع پارامتر، برآوردگرهای تغییرات کردن مینیمم وسیله
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ی درباره اطلاع است، بهینه ،ͳبهینگ-Q مانند ͳپیش�بین معیار نظر از که طرح Έی
م�ͳکند. ماکسیمم یافته برازش مدل ͳپیش�بین کمیت روی تمرکز وسیله به را ΁پاس رویه
های معیار اکثر دنو[۴] و اتکینسون ،١٩٩٢ سال در و [۴٧] سیلوی ،١٩٨٠ سال در
تحقیق، این در .[۵۶] دادند شرح م�ͳشد، استفاده معمول به�طور که را طرح ͳبهینگ
جزییات با اینجا در ͳبهینگ -D لذا شد، خواهیم متمرکز D-بهینه طرح�های روی بیشتر

م�ͳشود. ͳمعرف
م�ͳکند اشاره ͳبهینگ-D شود، داده نشان β وسیله به مدل، پارامترهای بردار اگر
تعمیم�یافته واریانس کردن مینیمم به�وسیله را β مورد در اطلاع باید طرح انتخاب که
در β برآورد برای معمول روش�های که م�ͳدانیم کند. ماکسیمم ،β برآوردگرهای
β̂ اگر است. (MLE) ماکسیمم درستنمایی برآورد ،ͳخط غیر مدل�های از بسیاری
با متناسب ،β̂ مجانبی واریانس ماتریس آنگاه باشد، β ماکسیمم درستنمایی برآورد
معیار برای را پایه�ای اطلاع، ماتریس این .[٢٧] است فیشر اطلاع ماتریس وارون

است. شده تعریف (٨.١) در که آورد ͳم وجود به طرح ͳبهینگ

اطلاع ماتریس باشد، p × ١ ،β بعد و باشد برقرار نظم شرایط اگر .١.۵.١ تعريف
است: p × p ماتریس Έی I(X, β) فیشر

I(X,β) = −E[
∂٢ log(L(X, β))

∂β∂β́
], (٨.١)

است. طرح Xماتریس و داده�ها درستنمایی تابع L(X,β) آن در که
شود. ͳم محاسبه Y تحت ͳریاض امید که کنید توجه

م�ͳکند، مینیمم را β̂ها تعمیم�یافته واریانس که ͳبهینگ-D معیار .٢.۵.١ تعريف
ͳبهینگ-D معیار م�ͳکند. ماکسیمم را فیشر اطلاع ماتریس دترمینان معادل به�طور

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به ͳکل

max
X∈D

I(X, β)
n

, (٩.١)

اکثر در است. نمونه اندازه n و مم΋ن طرح�های تمام از ای مجموعه D آن در که
کردن ماکسیمم طریق از D-بهینه طرح بنابراین، است، ثابت نمونه اندازه مواق΄،

م�ͳآید. به�دست فیشر، اطلاع ماتریس دترمینان



٨ مقدمات و تعاریف .١ فصل

ماکسیمم را فیشر اطلاع ماتریس دترمینان D-بهینه، طرح که آنجا از تعريف١.۵.٣.
کنیم: تعریف چنین را X دلخواه طرح D-کارایی که است ͳطبیع م�ͳکند،

EffD =

( I(X, β)
I(X∗, β)

)١

p
, (١٠.١)

است. مدل پارامترهای تعداد p و است X اندازه همان با D-بهینه طرح X∗ آن در که

عموماً (١٠.١) در شده تعریف D-کارایی م�ͳشود، برده کار به ͳبهینگ-D ͳوقت
در ها دترمینان نسبت گرفتن م�ͳشود. استفاده متفاوت طرح�های مقایسه�ی برای
نمونه حجم با متناسب که را کارایی اندازه Έی آن�ها، رساندن ١

p
توان به و (١٠.١)

م�ͳدهد. نتیجه م�ͳباشد، مدل بعد از نظر صرف و است
ثابت واریانس با ͳخط مدل�های در شد، داده توضیح این از پیش که همان�طور
رابطه به (بنا م�ͳباشد -کوواریانس واریانس ماتریس با متناسب اطلاع ماتریس ،σ٢
ماتریس که ناچاریم ͳخط مدل�های در برآوردگرها واریانس کاهش برای ((٧.١)
ماتریس وارون کردن مینیمم برای نماییم. مینیمم را I−١ معادل به�طور یا و (X′X)−١

اطلاع ماتریس چون و نماییم، ماکسیمم را اطلاع ماتریس دترمینان ͳبایست اطلاع،
هایی x ͳیعن نماییم. ماکسیمم را X′X دترمینان است ͳکاف است، X′X با متناسب
در بنابراین نماید. ماکسیمم را نظر مورد دترمینان که نماییم پیدا طرح فضای از را
م�ͳتوان ͳآسان به و ندارد ͳبستگ مجهول پارامتر به اطلاع ماتریس ،ͳخط مدل�های
ماتریس دیΎر، عبارت به نمود. ماکسیمم xها بر��اساس را اطلاع ماتریس دترمینان
طرح نتیجه در ندارد. ͳبستگ β به ͳخط مدل ثابت واریانس برای فیشر اطلاع
ͳخط غیر مدل Έی برای ل΋ن، شود. اجرا و تعیین β از مستقل م�ͳتواند D-بهینه

دارد. ͳبستگ مدل پارامترهای به معمولا˦ اطلاع، ماتریس تعمیم�یافته، ͳخط مدل مانند
است: زیر صورت به تعمیم�یافته، ͳخط مدل برای اطلاع ماتریس

I(X, β) = X
′
WX (١١.١)

دارد ͳبستگ مجهول پارامترهای به که است هسین١ وزن�دار ماتریس W آن در که
Hessian١
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رابطه Έلجستی رگرسیون مدل مانند ͳکانون تعمیم�یافته ͳخط مدل Έی برای .[٢]
م�ͳشود: تبدیل زیر صورت به (١١.١)

I(X, β) = X′VX (١٢.١)
متغیر iامین واریانس آن، عنصر ,i)امین i) و است قطری ماتریس Έی V آن در که
وابسته β به نیز اطلاع ماتریس لذا و دارند ͳبستگ β به واریانس�ها این اما است.
پارامتر به وابسته تعمیم�یافته ͳخط یΈمدل برای D-بهینه طرح بنابراین، بود. خواهد
این باشند. معلوم مدل، پارامترهای باید D-بهینه، طرح اجرای و یافتن به�منظور است.
تعمیم�یافته ͳخط مدل�های برای آزمایش�ها طرح مسأله که پارامترهاست به ͳوابستگ
که شده پیشنهاد کتاب�ها در مش΋ل این حل برای روش، چندین م�ͳکند. پیچیده را

داشت. خواهیم آن�ها بر مروری بعد قسمت در

Έلجستی رگرسیون مدل برای بهینه طرح�های ۶.١

م�ͳخواهد و م�ͳکند کار سرطان ضد داروی روی که آزمایشΎری مسأله حل برای
پیدا به نیاز آورد، به�دست واریانس کمترین با را پواسون مدل ضرایب برآوردگرهای
طرح دیدیم که همان�طور داریم. پواسون رگرسیون مدل برای D-بهینه طرح کردن
دارد ͳبستگ مجهول پارامترهای به تعمیم�یافته ͳخط مدل�های برای بهینه آزمایش�های
است. Έکلاسی ͳخط مدل�های از تر پیچیده لزوماً آن�ها، ساختاری مسأله لذا و
شده�اند، پیشنهاد مش΋ل این بر غلبه برای که را روش�هایی از ͳبرخ بخش، این در
برای آزمایش�ها طرح روی رایج تحقیق بیشتر مقالات، و کتاب�ها در م�ͳکنیم. ͳمعرف
بنابراین، است. شده محدود Έلجستی رگرسیون مدل به تعمیم�یافته، ͳخط مدل�های

م�ͳکنیم. صحبت Έلجستی رگرسیون زمینه در بیشتر روش�ها، این توضیح در

ͳموضع بهینه طرح�های ١.۶.١

قبول تعمیم�یافته، ͳخط مدل�های برای آزمایش�ها طرح مسأله ساده�ی شیوه�ی Έی
معیار تابع که است ͳنقاط کردن پیدا سپس و پارامترها برای حدس بهترین کردن
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به منجر شیوه این کند. ماکسیمم نظر، مورد حدس در را طرح شده انتخاب ͳبهینگ
ͳمعرف چرنوف[٩] وسیله به و م�ͳشود نامیده ٢ͳموضع بهینه طرح که م�ͳشود ͳطرح
از است مم΋ن م�ͳشود، استفاده ͳموضع بهینه طرح در که حدس بهترین گردید.
یا شده، انجام هدف این برای مخصوصاً که ͳآزمایش از یا بیاید، ͳقبل آزمایش�های
را آن پارامتر، حدس آمدن به�دست نحوه�ی در بحث بدون باشد. حدس Έی صرفاً

نامید. خواهیم اولیه، حدس یا اولیه برآورد
Έلجستی رگرسیون مدل برای ͳموضع بهینه طرح�های بر خلاصه مروری اکنون،
Έی اول مرتبه Έلجستی رگرسیون مدل عنوان روی بر مطالعات بیشتر م�ͳکنیم. ارائه

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به که است متمرکز متغیری

y ∼ Bernoulli(P ), P =
١

١+ exp(−(β٠ + β١x))
(١٣.١)

را Έی مقدار p احتمال با که است، (١ یا ٠) دودویی ΁پاس y ،(١٣.١) مدل در
[٢١] رزنبرگر و کالیش مدل، این برای است. x متغیر از مستقل ͳتابع p و م�ͳگیرد
تعیین را ED۵٠ نقطه حول تقارن آن�ها آوردند. به�دست را ͳسطح دو بهینه طرح Έی
احتمال با که است xای مقدار بیانگر ED١٠٠p و است مؤثر دوز مخفف ED) کردند
قرار وسیله به ͳسطح دو D-بهینه طرح است). Έی ΁پاس دارای و م�ͳشود تولید p

به�دست ED٨٢٫۴ نقطه در دیΎر ͳنیم و ED١٧٫۶ نقطه در ͳآزمایش اجراهای از ͳنیم دادن
به�طور یا باشد، معلوم ED٨٢٫۴ و ED١٧٫۶ مقادیر باید D-بهینه طرح تکمیل برای م�ͳآید.
مجهول ذاتاً پارامترها عمل، در باشیم. داشته β١ و β٠ مورد در ͳاطلاع باید معادل،

م�ͳباشد. اولیه حدس چندین تهیه�ی به نیاز و هستند
ماکسیمم که دادند توسعه را G-بهینه ͳسطح دو یΈطرح ، رزنبرگر[٢١] کالیشو
در [۵۴] ویلیامز م�ͳکند. مینیمم نظر مورد ناحیه روی را P̂ ͳپیش�بین احتمال واریانس
برآوردهای بر��اساس را اطمینان بازه طول که دیΎری ͳبهینگ معیار روی ١٩٨۶ سال
ͳموضع بهینه طرح�های روی دیΎر کار کرد. کار م�ͳکند، مینیمم ماکسیم، درستنمایی
طرح�های آن�ها است، [١٩] هیز و مایرز کار شامل Έلجستی رگرسیون مدل برای
اگر کردند. ͳبررس متغیری دو Έلجستی رگرسیون مدل برای را Q-بهینه و D-بهینه

locally optimal design٢


