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 :تقدیر و تشکر

سزاوار است مراتب بندگی خود را  ،رساله نصیبم شد اینک که به فضل و لطف خداوند توفیق اتمام این

امید است که مقبول ذات احدیت بیفتد و با درود بر وجود نازنین  .در پیشگاه خداوند اعلام و اقرار نمایم

 .نزول باران رحمت پروردگار را خواستارم ،پیامبر رحمت

هاي هاي بی وقفه و راهنماییتلاش ،نگارنده بر خود لازم و واجب می داند که از زحمات بی دریغ

در راستاي انجام این پروژه در ر رضا ملاپور اصل حمید مسگرانی و دکت آقایان دکتر ارزشمند اساتید گرامی

 .طول این مدت تشکر و قدردانی نماید

نیز به جهت خواندن این   (داور داخلی) فرامینیدکتر خانم  ,(داور خارجی) آزادنیک دکتر از آقاي

 .کنمشان تشکر میپیشنهادات ارزنده ورساله 
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 چکیده

با نگاهی گذرا به جهان اطراف خود می توانیم انبوهی از مسایل و پدیده هایی را مشاهده کنیم که به 

دیفرانسیل  –معادلات انتگرال  .مربوط می باشنددیفرانسیل  –معادلات انتگرال گونه اي به مسایل 

غیرخطی در زمینه هاي مختلفی از جمله دینامیک سیالات، فیزیک پلاسما، زیست شناسی و شیمی 

. در عمل تحلیلی براي چنین معادلاتی وجود نداشته و یا حصول آن بسیار سخت است. استفاده می شود

ونه معادلات پیشنهاد هاي اخیر، تکنیک هاي مختلف عددي براي دستیابی به جواب این گ بنابراین در سال

دیفرانسیل غیرخطی  –این روش ها به دنبال حصول پاسخ تقریبی براي معادلات انتگرال . شده است

روش آدومیان، روش هوموتوپی، روش اسپلاین، روش چند جمله : ها عبارتند از بعضی از این روش. هستند

در این پایان نامه، از . بالا و پایین روش آدومیان و روش پاسخ حد ،اي هاي تیلور، ترکیب تبدیل لاپلاس

وجود آوردن دو دنباله از پاسخ هاي حد بالاي در  یک روش کارآمد بر پایه پاسخ هاي حد بالا و پایین در به

 .کنیم همگراست، استفاده می معادله ها  حال کم شدن و حد پایین در حال زیاد شدن است که به پاسخ

مورد استفاده یاضی را بیان کرده و به معرفی برخی از چند جمله اي ها مقدماتی از آنالیز ردر فصل اول، 

و ویژگی هاي آنها را مطرح  را معرفی کردهروش هاي انتگرال گیري عددي در فصل دوم،   .می پردازیم

در فصل سوم، مقدماتی از معادلات انتگرال و معادلات . ت عمده آنها را بررسی می کنیمکرده واشکالا

: هاي حل آنها از جمله کنیم، به انواع این معادلات می پردازیم و روش فرانسیل را بیان میانتگرال دی

پاسخ هاي حد بالا و در فصل چهارم،  .هاي تصویري و هم مکانی و گالرکین را بیان می کنیم روش

ایه همچنین مراحل در حال افزایش پاسخ هاي حد پایین براي یک دسته از معادلات بیضوي  غیر خطی ار

و بر پایه پاسخ هاي حد بالا یک الگوریتم براي حل  یکنواختی هر دو مرحله اثبات شده است. شده است

یک الگوریتم کارآمد بر پایه یک روش یکنواخت  علاوه بر این .معادلات دیفرانسیل خطی ارایه شده است

و قضیه هایی که نشان از وجود  6براي حل یک دسته از معادلات انتگرال دیفرانسیل غیرخطی از مرتبه 

نتایج عددي الگوریتم جدید فراهم شده ، در فصل پنجم  .چنین دنباله هایی را می کنند ارایه شده است

 .است

روش یکنوا،  اصل ماکزیمم، معادلات انتگرال غیرخطی،  انتگرال دیفرانسیل غیر خطی، :کلید واژه ها

 هاي بالا و پایین جواب
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 :فصل اول

مقدماتی از آنالیز ریاضی و معرفی برخی از چند 

 جمله اي ها
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 تعاریف و قضایای مقدماتی  -1-1

در بخش اول مقدماتی از آنالیز ریاضی را بیان می کنیم که شامل تعاریف . این فصل دو بخش است

بخش دوم مشتمل بر مقدماتی از چند جمله . اولیه و قضایاي پایه اي مورد نیاز در فصل هاي آینده است

 . است 3و برنشتاین 1، چبیشف6، لژاندر8لوراي هاي تی

 مقدماتی از آنالیز ریاضی  -1-2

Czرا در نقطه ي fتابع  (.تابع تحلیلی) 1-2-1تعریف    تحلیلی گوییم هر گاه مشتقf  در یک

 Dدر دامنه ي  fگوییم  ،تحلیلی باشد Dدر هر نقطه از دامنه ي  fاگر . وجود داشته باشد zهمسایگی از 

 . تحلیلی است

D=C  باشد آنگاهf می نامیم 1را یک تابع تام. 

تحلیلی نباشد ولی در هر نقطه از هر  zدر نقطه ي  fاگر تابع  (. نقطه منفرد) 2-2-1تعریف 

 . می شود fنقطه اي منفرد تابع  zتحلیلی باشد آنگاه  zهمسایگی 

یک فضاي باناخ است هر گاه به ازاي هر دنباله ي کوشی مانند  X (. فضای باناخ) 3-2-1تعریف 

{xn}  درX  عنصري مانند ،xX  وجود داشته باشد به طوري که


xxlim n
n

. 

)b,a[L[فضای ) 4-2-1تعریف  p  فرض کنید),(p   گردایه ي تمام توابع ،f  حقیقی مدار

|f|می نامند هر گاه  b,a[Lp[را فضاي  [a, b]در 
Pانتگرال پذیر باشد ، . 

PPbهم چنین نرم این فضا را با رابطه ي 

aP
dx)x(ff

1









   تعریف می کنیم و آن راL

P –  نرمf 

 . می نامند

را که نسبت به نرم القا شده  9هر فضاي با  حاصل ضرب داخلی (. فضای هیلبرت) 5-2-1 تعریف

 . وسیله ي حاصل ضرب داخلی خود کامل باشد یک فضاي هیلبرت می نامیمبه که 

6 [a, b]در این پایان نامه فضاي هیلبرت مورد استفاده 
L است . 

,












  dt)t(x)t(x]b,a[L
b

a

2
2 

                                                
1 . Taylor  
2 . Lagrange  
3 . Chebyshev 
4 . Bernstein  
5 . Entire Function 
6 .Singular Point  
7 . Banach Space  
8 . Hilbert Space 
9 . Inner Product 
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 : که در آن حاصل ضرب داخلی ذیل مورد استفاده قرار می گیرد

. )(  )(),( dttytxyx
b

a 

b,a[Lw[فضاي 
4نیز فضایی است که مربع قدر مطلق توابع نسبت به تابع وزن  2

1
21


 )x()x(w 

 : انتگرال پذیر است یعنی

 

 

با تابع وزن  gو  fحاصل ضرب داخلی دو تابع  (.حاصل ضرب داخلی وزن دار)  -2-1تعریف 

)x(w  در بازه ي[a, b] به صورت ذیل تعریف می شود : 

dxxwxgxfgf
b

a
w  )( )()(),(  

برابر  w(x)هر گاه حاصل ضرب داخلی دو تابع نسبت به تابع وزن  (.توابع متعامد)  -2-1تعریف 

 . د می نامندمصفر شود، دو تابع را عمود بر هم با متعا

 . را متعامد ساده می گویند gو  fباشد آنگاه  w(x)= 8در تعریف فوق اگر 

))x,h، حاصل ضرب داخلی nرا کامل گویند، اگر براي هر  {hn}دنباله ي متعامد  n  نتیجه دهد

 . xکه 

 fمی گوییم و با  fدر خودش را نرم  fریشه ي دوم حاصل ضرب داخلی . (نرم)  -2-1تعریف 

 : نشان می دهیم

 (.دنباله ی متعامد کامل) 9-2-1تعریف 

dx)x(w)x(f)f,f(f
b

a
  2

2  

12هر گاه  f باشد، تابع را نرمال شده می گوییم . 

 ، تابع xبه ازاي هر  (.1تابع گاما) 11-2-1تعریف 

(8-6-8)   R),(:;dtet)x( tx  

 


 1
 

 . را تابع گاما می نامیم

 تابع  (.2تابع بتا) 11-2-1تعریف 

(8-6-6)   R),(),(:B;dt)t(t)y,x(B yx  
 


 1 111 

 . را تابع بتا می نامیم

                                                
1 . Gamma 
2 . Beta 







   dttxxwtxbaL

b

a
w

22 )()()(],[
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 : توابع گاما و بتا داراي ویژگی هاي ذیل هستند

)x(x)x(داریم،  <  xبه ازاي هر ( الف  ، nدر حالت خاص، به ازاي هر عدد صحیح . 1 

!n)n(  1 ، 

به ازاي هر ( ب  x,)x(   ، 

11( پ  )( 

  b>aو  <p> ،8- q -8با فرض ( ت

(8-6-1)  )q,p(B)ab(dx)xb()ax( qpqpb

a
111  

 

 داریم  yو xبه ازاي هر ( ث

(8-6-3)   
)yx(

)y()x(
)y,x(B




 

  y ،B(x, y) = B(y, x)و  xبه ازاي هر ( ج

 . را بیان می کند که در فصل دوم مورد استفاده قرار می گیرد 8قضیه زیر، قضیه ي درونیابی هرمیت

b,a[Cf[هر گاه  .12-2-1قضیه  1  و نقاط متمایزx,x..., یکی باشد، از رابطه ي ذیل به  xnو  1 

 . دست می آید

)x(H)x(f)x(H)x(f)x(H j,nj

n

j

j,nj

n

j

n
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 که در آن 

  )x(L)x(L)xx()x(H jj,njj,njj,n
221  

),x(L)xx()x(H jj,njj,n
2


 

b,a[Cf[علاوه بر این، اگر . می باشد nام درجه ي jچند  جمله اي لاگرانز  Ln,jکه در آن  n 22  به ،

baکه ازاي نقطه اي چون داریم ، : 

)(f
)!jn(

)xx...()xx(
)x(H)x(f )n(n

n 
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 چند جمله ای های مهم  -1-3

در این بخش به معرفی چند جمله اي هاي تیلور، لژاندر، لاگرانژ، چبیشف و برنشتاین می پردازیم، که 

 . شامل تعاریف اولیه و قضایاي پایه اي و ویژگی هاي مورد نیاز در فصل بعد است

  چند جمله ای های تیلور -8-3-1

در این صورت یک و فقط یک . داراي مشتق باشد nتا مرتبه ي  x= در نقطه  fفرض کنید تابع 

 :شرط ذیل صدق می کند( n+8)وجود دارد که در  nاز درجه ي حداکثر  Pچند جمله اي مانند 

                                                
1 . Hermite 
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)(f)(P),...,(f)(P),(f)(P )n()n(  
 : این چندجمله اي به صورت ذیل است

k
)k(n

k

)x(
!k

)(f
)x(P 


 



 

، چندجمله (8811 -8718)8رگ انگلیسی، بروك تیلوراین چند جمله اي را به افتخار ریاضی دان بز

 . اي تیلور می نامند

)(fاست اگر و تنها اگر  nمساوي  Pواضح است که درجه ي  )n( . تابع در تقریبf  به وسیله ي

لذا . نمایش می دهیم En(x) = f(x) – P(x)، خطا را به صورت چند جمله اي تیلور آن در نقطه ي 

 : باشد، می توانیم بنویسیم nداراي مشتق تا مرتبه ي  x = در نقطه ي  fاگر تابع 

(8-1-8)    )x(E)x(
!k

)(f
)x(f n

k
)k(n

k




 


 

 . دستور تیلور با باقی مانده می گویند( 8-1-8)به تساوي 

ام nداراي مشتق مرتبه ي  (a,b)در بازه ي  fفرض کنیم تابع (. قضیه ي سري تیلور) 8-1-8قضیه 

(n+ 8)پیوسته بوده، 
f  بر بازه ي بسته ي[a, b]  موجودc  [a, b]  باشد، در این صورت به ازاي هرx  از

[a, b]  کهx  c  نقطه اي بینx  وc  8مانند  موجود است، به طوري که 

11
1

1 1










  n

)n(
k

)k(n

k

)cx(
)!n(

)(f
)cx(

!k

)c(f
)c(f)x(f 

  چند جمله ای های لژاندر -8-3-2

این جمله اي ها یک نوع از چند جمله اي هاي متعامدند که در آن ها تابع وزن 

1 1 1  )t(w]),[t( است . 

 : مشهور است، به دست آورد 6چندجمله اي هاي لژاندر را می توان با فرمول زیر که به فرمول رودریگز

(8-1-6)    .)x(
dx

d

!n
)x(P n

n

n

nn 1
2

1 2  

شش جمله ي اول . نمایش داده شده است 8-8در شکل  منحنی نمایش شش چندجمله اي اول،

 : لژاندر عبارتند از

                                                
1 . Brook - Taylor 
2 . Rodrigues 
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)xxx()x(P

)xx()x(P

)xx()x(P

)x()x(P
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,)x(P
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335
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چندجمله اي هاي لژاندر کاربرد فراوانی در شاخه هاي مختلف علوم دارد و داراي خواص جالبی 

 . هستند که در این جا به برخی از آن ها می پردازیم

 : متعامدند w(x)= 8با تابع وزن [ -8، 8]چند جمله اي هاي لژاندر در بازه ي 












 nm;

n

,nm;
dx)x(P)x(P nm

12
2

           
 

1
1


 

 
 چند جمله اي هاي لژاندر -8-8شکل 

 

، بنابراین با توجه به فرمول m<n، فرض کنیم مسالهبراي اثبات تعامد، بدون کاسته شدن از کلیت 

 : داریم( 6-1-8)رودریگز 
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n

n

n

mn

n

n

n

mn

n
n

n

mnnm

n

n

n

mn

n

n

n

mn

n

n

n

mnnm

1
  2

1   
1

1
1

  2
1

1
  2

1 

1
  2

1   
1

1
1

  2
1

1
  2

1 

2
2

21
1

2
1

1

21
1

1
1

2
1

11
1

2
1

1

21
1

1
1































































 

 : با ادامه ي انتگرال گیري به روش جزء به جزء خواهیم داشت

(8-1-1)  dx)x)(x(P
!n

)(
dx)x(P)x(P nn

mn

n

nm 1
2

1 21
1

1
1




  
 

برابر صفر است، از این  Pm(x)ام چند جمله اي nام تا m، آنگاه از مشتق m < nبا توجه به این که 

 : رو نتیجه می شود

 dx)x(P)x(P nm  
1
1

 

 : به صورت ذیل می باشد( 1-1-8)باشد، در این صورت رابطه ي  m = nحال اگر 

dx)x(
)!n(

)!n(

dx)x(
)!n(

)!n(
dx)x(

!n

)!n(

!n

)(

dx)x)(x(P
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 : ، بنابراین در انتگرال فوق خواهیم داشت dx= cos () dxداریم  x= sin ()با تغییر متغیر 
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 : بنابراین به دست می آید
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)!n(

d)cos(,...,
n

n
.

n

n

)!n(

)!n(
dx)x(P

n

n

n

n

nn 

 

x)x(P)x(Pبا استفاده از ویژگی بالا از چند جمله اي هاي لژاندر و با توجه به این که   ، 1   و    1

 می توانیم رابطه ي بازگشتی 

(8-1-3)   )x(Pn)x(Px)n()x(P)n( nnn 11   121   

به کمک این رابطه ي بازگشتی نیز می توان چند جمله اي هاي لژاندر را به دست . را به دست آوریم

 . آورد

 چند جمله ای های چبیشف  -1-3-3

این نوع از چند جمله . قدیمی ترین چند جمله اي هاي متعامد، چند جمله اي هاي چبیشف هستند

در این جا از چند . شد ارایه( 8168 -8193)اي ها نخستین بار به وسیله ي ریاضی دان بزرگ چبیشف 

 .جمله اي هاي چبیشف نوع اول و دوم استفاده می کنیم

است که  nاز درجه ي  xاي هاي چبیشف نوع اول، یک چند جمله اي برحسب چند جمله 

)ncos()x(T)cos(x n   : بنابراین به دست می آید. است   و  

,...xx)x(T,x)x(T,x)x(T,)x(T 3412 1 3
3

2
21  

n)(x(T)x(Tx)x(T,(...,رابطه ي بازگشتی  nnn 32 2 21    را بین چند جمله اي هاي چبیشف

 . ، پنج جمله ي اول چند جمله اي چبیشف نوع اول نمایش داده شده اند6-8در شکل . نوع اول داریم

است که  nاز درجه ي  xچند جمله اي چبیشف نوع دوم، یک چند جمله اي بر حسب 

)sin(

))nsin((
)x(Un






 : بنابراین داریم. است x = cos ()و  1

,...xx)x(U,x)x(U,x)x(U,)x(U 48 14 2 1 3
3

2
21  
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 چندجمله اي هاي چبیشف نوع اول -6-8شکل 

 

x(U)x(Ux)x(U(( n=  6،1)...رابطه ي بازگشتی  nnn 21  2    را بین چند جمله اي هاي

، پنج جمله ي اول چند جمله اي چبیشف نوع دوم نمایش داده 1-8در شکل . چبیشف نوع دوم داریم

 . شده اند

 
 هاي چبیشف نوع دومچند جمله اي  -1-8شکل 

 

 : روابط ذیل بین چند جمله اي هاي چبیشف نوع  اول و دوم برقرار است


