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:تقدیم به

.اي از مهربانی و فداکاري هستندپدر و مادرم ، که اسطوره
.استکه اقیانوس بی کران محبت و دوستی همسرم

:تقدیم بهو
چرا که مقصود این . هاي خود در مسیر تعالی هستندکلیه کسانی که جستجوگر آروزها و اندیشه

.نیستجهان چیزي جز تکامل و تعالی 

هاي وهم و گرامیم دار به نور فهمدایا، درآور مرا از تاریکیخ
هاي دانشت راخدایا بگشا بر ما درهاي رحمتت را و نشر کن بر ما خزینه

الهی اداي شکر تو را هیچ زبان نیست . اندستایش خداوندي را که آفریدگانش به وجود او راهنماینده
.هدایت کن بر ما راهی که بهتر از آن نیست.نیستو دریاي فضل تو را هیچ کران 



ه

چکیده

هاي پارامتري و مطالعه خصوصیات آنها یکی از موضوعات دیرین در تحقیقات هاي توزیعخانواده

با توجه به اهمیت خانواده توزیع . آماري بوده و در این زمینه مطالعات وسیعی صورت گرفته است

نماییم نامه توجه خود را به توزیع نرمال چند متغیره معطوف میپایاننرمال در مباحث آماري در این 

ي هاي آن بر اساس توزیع کوچکترین آمارهو در ادامه به بررسی و شناسایی این توزیع و پارامتر

. پردازیمترتیبی می

ي هاباشد، اگرچه برخی پارامتردر بسیاري از مسائل آماري، توزیع اصلی اغلب شناخته شده می

گیري درست و منطقی بر اساس اطلاعات داده به منظور نتیجه. مشخص باشندتعریف شده در آن نا

زمانی که . شده اولیه، دانستن و یافتن توزیع یکتایی که نتایج اولیه را تأیید نماید، ضروري خواهد بود

هاي کین با پارامتر، متغیره نرمال با ماتریس کوواریانس ناتتابع چگالی متغیر مینیمم از توزیع 

هاي این توزیع مجهول، معین باشد، دانستن و دستیابی به تابع چگالی یکتا یا به عبارت دیگر، پارامتر

. اولیه باشد، ضروري استي ترتیبی کوچکترین آماره، متغیره که تأیید کننده تابع چگالی  

:به شرح زیر استگیرندنامه مورد توجه قرار میکلمات کلیدي که در این پایان

. توزیع نرمال چند متغیره، ماتریس کوواریانس ناتکین، توزیع متغیر مینیمم، ضریب همبستگی
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مقدمه1-1
)م و یعلت از مرگ روبرو هستmک موضوع با یکه از یان زمانیدر محاسبه تابع ز....... زمان (

)باشد ویرها موجود میمم متغینیباشد و تنها مین علت میامiک در معرض یهر یزندگ در (

. مم خواهد بودینیجه استنباط مسئله بر اساس میباشد در نتیدسترس نم

باشند و یبا هم در ارتباط مي، به صورت سریبیترکmستم یاست که سیگر زمانیمسئله مشابه د

يها همه مواردنیا. میباشیک از اعضاء به صورت جداگانه میهر ییزمان نهایمند به بررسعلاقه

هاي توزیع تنها براساس دهند در برخی از مسائل کاربردي ملزم به شناسایی پارامترهستند که نشان می

.  باشیممتغیر مینیمم می

ده توزیع گردد که آیا در حالت کلی تابع توزیع متغیر مینیمم مشخص کنندر اینجا این سؤال مطرح می

اولیه در حالت یکتا خواهد بود؟

بررسی یک حالت خاص1-2

F1هاي ، دو متغیر مستقل به ترتیب با توزیع2و 1.  یک تابع توزیع باشدFفرض کنید 
F2و 3

را در 3

F1، دو متغیر مستقل و هم توزیع با توزیع 2و 1حال اگر .  نظر بگیرید
باشند، آنگاه توزیع متغیر 2

−}مینیمم  1, − −}و {2 1, − .  به صورت زیر محاسبه خواهد شد{2

( {− 1, − 2} ≥ − ) = (− 1 ≥ − ) (− 2 ≥ − )
با ساده کردن رابطه فوق خواهیم داشت

( − 1, − 2 ≥ − )= ( 1 ≤ ) ( 2 ≤ )=F1
2 × F1

2=F
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همچنین به طور مشابه خواهیم داشت

( {− 1, − 2} ≥ − ) = (− 1 ≥ − ) (− 2 ≥ − )
توان نشان داد کهبنابراین با محاسبات مشابه می

( − 1, − 2 ≥ − )= ( 1 ≤ ) ( 2 ≤ )=F1
2 × F2

2=F
از تساوي طرف راست دو عبارت فوق واضح است که توزیع متغیر مینیمم در هر دو حالت یکسان 

F1به عبارت دیگر توابع توزیع .  (اندهاي اولیه یکسان نبودهکه توزیعمحاسبه شده است در صورتی
3

F2و 
F1ممکن است متفاوت از تابع توزیع 3

.  )باشند2

در مثال بعدي حالت سه متغیره را مورد بررسی .  مثال فوق مسئله را در حالت دو متغیره نشان داد

.قرار خواهیم داد

حالت سه متغیره1-3

فرض کنید

~ ( ) = 1,2,3
ها مستقل باشند، آنگاهxکه به طوري

( { 1, 2, 3} ≥ ) = ( 1 ≥ ) ( 2 ≥ ) ( 3 ≥ )
eبنابراین رابطه فوق برابر خواهد بود با 1
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( { 1, 2, 3} ≥ ) = ( 1 ≥ ) ( 2 ≥ ) ( 3 ≥ )= 1 1 1= ( 1 2 3)
حال در صورتی که داشته باشیم

~ ( ) = 1,2,3
به طور مشابه خواهیم داشت

( { 1, 2, 3} ≥ ) = ( 1 2 3)
با مقایسه دو رابطه فوق واضح است که توزیع متغیر مینیمم با شرط تساوي زیر در هر دو حالت 

یکسان خواهد بود

1 + 2 + 3 = 1 + 2 + 3

که ممکن استدر صورتی

∃ = 1,2,3 ≠
هاي ها و توزیع متغیربنابراین باید توجه داشت که همواره با دانستن تابع چگالی متغیر مینیمم، پارامتر

.  توان تعین نموداولیه را به صورت یکتایی نمی

اهداف و دورنما1-4

هاي بعدي نشان خواهیم داد که تحت چه شرایطی قادر خواهیم بود با استفاده از تابع چگالی در فصل

قبل از آن لازم است اشاره نماییم که به طور .  متغیر مینیمم توزیع اولیه را به صورت یکتا تعین نمود
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هم در ارتباط بايم که به صورت موازیب روبرو هستیترکmستم شاملیک سیکه با یمشابه زمان

.مم مورد توجه خواهدیر ماکزیمتغیهستند بررس
و 3باسو)1977و1978(2يوریو گ1د به مقالات اندرسنیتوانیشتر موضوع میبیبررسيبرا.  بود

.دییمراجعه فرما)1986(5و موخرجا)1980(4گوش

Anderson
Ghurye
Basu
Ghosh
Mukherjea
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فصل دوم

ر یره با استفاده از متغیع نرمال دو متغیتوزیبیترتيهاع آمارهین توزییتع
ممینیم



7

مقدمه2-1
ره مرتب شده یع نرمال دو متغیاز توزییهاگر خانوادهیو دیانس پر رتبه ستونیس کواریماتريبرا

در یعیوسيکاربردهايع داراین توزیا.ده استین گردیمم معینیر میله متغیع پارامترها بوسیتوز

.باشدیخاص مياقتصادیونیرگرسيهامدل

انس یس کواریع،در حالت ماتریمستقل هم توزیتصادفيرهایمم متغیع بوسیله متغیر ماکزین توزییتع

.ده استیذکر گرد) 1977(2يوریو گ1، در مقاله اندرسنیپر رتبه ستون

گر یاست و دیانس پر رتبه ستونیس کواریکه ماتریم داد در حالتیدر این فصل نشان خواه

)يبر اساس پارامترهایر تصادفیع متغین دست، توزیاز ایهایخانواده , )و ( , ن یمع(

.خواهند شد

شناسایی توزیع نرمال دو متغیره با توجه به تابع چگالی احتمال متغیر مینیمم2-2

,U)د یفرض کن V)يره با پارامترهایع نرمال دو متغیتوزيدارا(v, τ) و(μ, σ) باشد، آنگاه تابع

.ر خواهد بودیتوأم به صورت زیچگال

( , )= 1
2π σ0τ(1 − ρ2) e _1

2(1 2) ( )2 ( )2

.ف نماییدیر تعریرا به صورت زVوUریمم دو متغینیمیر تصادفیمتغ

= ∧ V
Anderson
Ghurye
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:میریگیر در نظر مین پس پارامترها را با شرایط زیسهولت در اثبات از ايبرا > یا = و ≤
ين پارامترهاییمحدود شده معادل با تعيهان دسته از خانوادهیدر او ، ،، يپارامترهان ییتع(

).باشدینامحدود ميهادر خانواده) ,(و ) ,(
:دیریر را در نظر بگیط زیره با شرایع نرمال دو متغیتوزيهااز خانوادهيار مجموعهیز

π0: τ > 0 , |ρ| < 1
π1: σ > = 0
π2: τ > 0 , ρ = −1
π3: σ > > 0 , ρ = 1
π4: σ = τ ≥ 0 , ρ = نشده)1 تعریف (یا

π از یکیراπدیریها در نظر بگ.(1≤i≤4).

π0د وینمایمیباشد معرفیانس پر رتبه ستونیس کواریرا که ماتری، حالتπيهار خانوادهیاز زیکی

πخواهد بود.

که يخواهد بود، به طورxع ینشان دهنده توزFباشد،یمFع یتوزيدارا) U,V(که یدر حالت

X=U∧V
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1-2ه یقض

نشان دهنده تابع توزیع متغیر مینیمم باشد، با فرض Fو)U,V(تابع توزیع توأم دو متغیر Fاگر 

Fآنگاه در صورت تساوي.باشندπ0از خانواده FوGاینکه =Gتوان گفتمی.

=G
2-2هیقض

Fد یفرض کن:الف  , G π وF = G آنگاه،

, G π ( = 0, … ,3)
اگر: ب

, G π ( = 0, … ,3)
آنگاه

=G
Fکه یدر صورت: ج , G π4 آنگاهFو Gکسان یر یمقاديداراμ وσ خواهد بود وتنها به صورت

.باشندیم≤µریدلخواه مقاد

.دیریر را در نظر بگیا روابط زیسهولت در اثبات قضايبرا

σ=σ1 τ =σ2μ=μ1 ν =μ2
(1.2)
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)j=1,2.(نماییمف مییر تعریرا به صورت زωو xن یهمچن

= −(1 − 2)1
2ω −μ > 0̒ | |> 1 )2.2                               (

=j̒که یدر حالت .خواهند بودj=1,2بر این اساس jر یباشد مقاد2,1

:1ه یاثبات قض

Fکه یدر صورتXیتابع چگال) 1.1(با استفاده از رابطه  π0ر خواهد بودیباشد به صورت ز

( ) = σ 1ϕ( )Φ(ω ) −∞ > < +∞2

1
(3.2)

ع احتمال متغیر استاندارد یاحتمال و تابع توزیب تابع چگالیبه ترتو د که یدر نظر داشته باش

.باشندیم

يااز رفتار دنبالهیدهد بر اساس مثالیرا نشان مρو μ1،σ1،μ2،σ2ییکتایبه صورت fنکه یاثبات ا fیج زمانینتا.) اندن امر ناموفق بودهیاثبات اها در ها و دنبالهگر شامل بسطیديبهایتقر.(خواهد بود

.حاصل خواهد شد∞±→xکه 

−2 2log − 1
2 (4.2)

1 log − + 2

2 2 2 (5.2)
).1968فیلر،(واضح است که 

lim Φ(− )∼ ϕ( )
)6.2(
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.میینمایف میر تعریبه صورت زj=1,2يرا براβوαحال

(1 −ρ)1
2α = ρσ − 1σ(1 −ρ)1

2β =ρμσ −μσ
)7.2(

=.توان نوشتیم) 21.(با توجه به رابطه (8.2)
بنابراین

(1 − ρ2)ω = ρ − ́́= − 1 ́ × − − ́ ́ (9.2)
داریم) 7.2(حال با توجه به رابطه 

(1 − ρ2)ω = (1 − ρ2)α × −(1 − ρ2)β (10.2)
ωدر نهایت خواهیم داشت =α −β (11.2)

>αجه یدر نت xکه یخواهد بود، در صورت0 .م داشتیخواه∞± ω ∼α ±∞ (12.2)
≠αکه همچنین در صورتی ≠α2خواهد بود و اگر ω2∼α2xباشد، 0 آنگاه0 ω2∼−β2 (13.2)
f)xدر ابتدا، دنباله چپ  :توان نوشت می) 13.2(با استفاده از رابطه .را بررسی می نماییم)∞−
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f(x)~ 2σ1 1ϕ(x1) σ1 = σ2 و μ1 = μ2

2σ1 1ϕ(x1) سایرنقاط در
(14.2)

خواهد μ2>μ1باشد آنگاه σ1=σ2توان بررسی کرد که زمانی که در حالت دوم از رابطه فوق، می

logبود و همچنین بررسی  ( 2)( دهد کهنشان می(1

( 2)( 1) → 0 (15.2)
معین خواهد شد که اگر ) 5.2(و ) 4.2(و با استفاده از روابط ) 14.2(با لگاریتم گرفتن از طریق رابطه  x→−∞2−آنگاهx 2log f(x) → σ1 2 (16.2)

و همچنین

1 log ( )+1
2σ1 2 2 →μ1σ1 2 (17.2)

گردند و براي ارائه اثبات قضیه، به عنوان معین میfبه صورت یکتایی به وسیله μ1وσ1در نتیجه

.پارامترهاي شناخته شده در نظر گرفته خواهند شد

xنشان خواهیم داد در حالتی که .نماییمرا بررسی میfحال دنباله سمت راست  آنگاه∞± f(x)∼Sx 1ϕ(x2)ϕ(ω2)f(x)∼σ2 1ϕ(x2)ϕ(ω2) α2< 0α2> 0 (18.2)
S:که به طوري =−(α1σ1) 1 −(α2σ2) 1 (19.2)

xرا در حالتی که ω1وω1)18.2(براي محاسبه رابطه براي .نماییمبررسی می)13.2(در رابطه∞±

.، تساوي زیر را در نظر بگیرید)1.2(از رابطهϕ(x1)حذف عبارت  ϕ( 1)ϕ(ω1)=ϕ( 2)ϕ(ω2) (20.2)


