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د



سپاس

که آنͽاه و مͬ�کند عطا بخواهم، چیزی او از هرگاه که را خدای ستایش و سپاس نخستین

نمͬ�کند. دریغ را مهربانͬ�اش داشته�ام او به امیدی

لازم خود بر است، رسیده انجام به حاضر نامه پایان نوازی�هایش بنده سار سایه در که اکنون

انجام به پایان�نامه این نبود، یاریͽرشان دست اگر که بزرگوارانͬ از را سپاس مراتب تا مͬ�دانم

آورم. جا به نمͬ�رسید

با و صدر سعه کمال در که مومنایͬ حسین دکتر آقای جناب گرامͬ�ام راهنمای استاد از ابتدا

دارم. را سپاس کمال ننمودند، دریغ من بر عرصه این در ͬͺکم هیچ از خلق حسن

داشته�ام را ایشان شاگردی افتخار که موسوی شاهین سید دکتر آقای جناب قدرم عالͬ استاد از

مͬ�کنم. تشͺر صمیمانه شدند، متحمل را نامه پایان این ویرایش و بازخوانͬ زحمت و

در حضورشان وامدار را هستم اکنون آنچه هر که دارم، پدرم و مهربانم مادر از را آخر سپاس

هستم. زندگیم

ه



چͺیده

(S, ·) و ٠ همانͬ عنصر با جابجایͬ تͺواره (S,+) که است (S,+, ·) جبری سیستم نیم�حلقه

s ∈ S هر ازای به همچنین و توزیع�پذیری خاصیت است، ١ همانͬ عنصر با دیͽری تͺواره

،S نیم�حلقه به متعلق a, b عنصر دو هر ازای به اگر است. برقرار ٠ · s = s · ٠ = ٠ رابطه

است. پادحلقه S آنͽاه ،a = b = ٠ مͬ�کند ایجاب a+ b = ٠

پوچ�توان و خودتوان ماتریس�های و وارون�پذیر ماتریس�های از کاملͬ توصیف پایان�نامه این

نیز جابجایͬ پادحلقه برای کرامر روش همچنین �است. داده ارائه جابجایͬ پادحلقه روی

ماتریس�های از یافته�ای توسعه تعمیم ارائه پایان�نامه این دستاورد مهم�ترین است. شده آورده

است. اینͺلاین ماتریس�های و مشبͺه�ای ماتریس�های فازی، ماتریس�های بولͬ،

جهت�دار. گراف خودتوان، وارون�پذیر، پادحلقه، نیم�حلقه، کلیدی: کلمات

و



پیش�گفتار

(S, ·) و ٠ همانͬ عنصر با جابجایͬ تͺواره (S,+) که است (S,+, ·) جبری سیستم نیم�حلقه

توزیع�پذیری خاصیت با ها حلقه مانند تͺواره دو این است. ١ همانͬ عنصر با دیͽری تͺواره

است. برقرار ٠ · s = s · ٠ = ٠ رابطه s ∈ S هر ازای به همچنین شده�اند. متصل هم به

بͬ�نقص S نیم�حلقه باشد. جابجایͬ تͺواره ͷی (S, ·) اگر مͬ�گوییم جابجایͬ را S نیم�حلقه

S نیم�حلقه .a = b = ٠ کند ایجاب ab = ٠ ،a, b ∈ S هر ازای به اگر مͬ�شود، نامیده

کتاب در پادحلقه . a = b = ٠ کند ایجاب a + b = ٠ هرگاه مͬ�شود، نامیده پادحلقه ͷی

ی�ͷدار حلقه�های تمام است. شده آورده صفر مجموع فاقد نیم�حلقه�های عنوان تحت [٨]

نیستند. پادحلقه لزوما اما هستند نیم�حلقه

ها نیم�حلقه شده�ایم، مواجه آن با روزمره زندگͬ در که ریاضͬ های ساختار ابتدایͬ�ترین

اعداد همین�طور و معمولͬ ضرب و جمع با Z+ نامنفͬ صحیح اعداد مجموعه هستند.

غیر نیم�حلقه اولین اما هستند. جابجایͬ پادحلقه R+ مثبت حقیقͬ اعداد ،Q+مثبت گویای

توسط ١٨٩۴ سال در که بود. ددکیند نیم�حلقه شد ارائه محض ریاضیات در که بدیهͬ

شد. ارائه جابجایͬ حلقه ایده�آلهای جبر در آلمانͬ ریاضیدان

اینͺلاین و کراندار توزیعͬ مشبͺه�های و است -نرم T ،t که (I,∨, T ) جبرفازی ،B بولͬ جبر

نیز (R ∪ {−∞},min,+) و (R ∪ {−∞},max,+) به�علاوه هستند. جابجایͬ پادحلقه

هستند. جابجایͬ پادحلقه

از شدند. ظاهر محض) و (کاربردی ریاضیات گوناگون زمینه�های در پادحلقه�ها سایر

ز



حلقه�های نظریه احتمال، نظریه اقلیدسͬ، هندسه گراف، نظریه توپولوژی، تابعͬ، آنالیز جمله

،ͬͺدینامی سیستم�های مجزا پیشامدهای نظریه سازی، بهینه نظریه جابجایͬ، غیر و جابجایͬ

غیره. و کوانتوم ͷفیزی ریاضͬ مدل�سازی رمزی، زبان�های نظریه ماشینها، نظریه

آنها، روی نیم�مدول�های و نیم�حلقه�ها است. مدرن جبر حقیقͬ بخش نیم�حلقه�ها جبری نظریه

جبری دیدگاه از آیند. مͬ شمار به کامپیوتر علوم و کاربردی ریاضیات در ابزار مهمترین

هستند، کراندار توزیعͬ مشبͺه�های و حلقه�ها نظریه از مشترکͬ طبیعͬ تعمیم ها نیم�حلقه

است. شده برگرفته حوزه دو هر از آنها آنالیز در رفته کار به ͷنیͺت

رادرفور١ ١٩۶۴ سال در دارد. مفصلͬ تاریخچه جابجایͬ نیم�حلقه روی ماتریس�ها مطالعه

داد. ارائه دترمینان از استفاده بدون جابجایͬ نیم�حلقه برای همیلتن کیلͬ قضیه از اثباتͬ

١٩۵٢ سال برخوردارند. زیادی اهمیت از جابجایͬ، �پادحلقه روی وارون�پذیر ماتریس�های

متعامد ماتریس اگر هستند، وارون�پذیر بولͬ جبر روی ماتریس�های که داد نشان ٢ لوسͬ

باشد. جایͽشتͬ اگر است وارون�پذیر فازی مربعͬ ماتریس که داد نشان ٣ ژئو باشند.

هستند. پوچ�توان ماتریس�های جابجایͬ پادحلقه روی ماتریس�های انواع مهترین از دیͽر ͬͺی

از خاصͬ انواع روی ماتریس�ها این مطالعه به بسیاری پژوهشͽران ١٩۶٠ دهه آغاز از

است، پوچ�توان An مشبͺه�ای ماتریس که داد نشان گیون۴ ١٩۶۴ سال پرداختند. پادحلقه�ها

به�دست را پوچ�توان فازی ماتریس�های ویژگͬ�های از برخͬ ل۵ͬ . An = On اگر تنها و اگر

داد. ارائه پوچ�توان ای مشبͺه ماتریس�های برای تان را ویژگͬ�ها این تعمیم آورد.

بیزل٨ͬ و ٧͹یان و ۶͹کن توسط اینͺلاین خودتوان ماتریس�های و بولͬ خودتوان ماتریس�های

یافت. توسعه پاد�حلقه�ها روی ماتریس�های نظریه ترتیب این به گرفتند. قرار مطالعه مورد

پادحلقه و نیم�حلقه�ها عنوان تحت اول فصل است. شده تشͺیل فصل چهار از پایان�نامه این
١Rutherford
٢Luce
٣Zhao
۴Give’on
۵Li
۶Kang
٧Yang
٨Beasley

ح



پرداخته پادحلقه و نیم�حلقه معرفͬ به اول بخش در است. بخش چهار شامل است شده آورده

همریختͬ سوم بخش است. کرده معرفͬ را مهم های پادحلقه دوم بخش است. شده

روی نیم�مدول�ها از مختصر توصیفͬ آخر بخش در سپس است. کرده بررسͬ را نیم�حلقه�ای

است. شده ارائه نیم�حلقه

پادحلقه روی ماتریس�های نیم�حلقه معرفͬ به اول بخش است. بخش پنج شامل دوم فصل

ماتریس�های AB)از = I ⇒ BA = I) مهم ویژگͬ دوم بخش در است. پرداخته جابجایͬ،

آن ویژگͬ�های و پایداری مفهوم به سوم بخش در است. کرده بیان نیم�حلقه�ها روی مربعͬ،

A ∈ Mn(S) ماتریس هر برای را D(A) جهت�دار گراف چهارم بخش است. شده پرداخته

ارائه دارند، زیادی کاربرد بعد فصل در که آن�را به مربوط مفاهیم برخͬ است. کرده معرفͬ

جابجایͬ پادحلقه روی وارون ماتریس ابتدایͬ ویژگͬ�های آخر بخش در نهایتا است. داده

است. شده ذکر

جابجایͬ پادحلقه روی ماتریس ͷی وارون�پذیری برای وکافͬ لازم شرایط شامل سوم فصل

شیوه�ای به است. شده پرداخته نیز خودتوان و پوچ�توان ماتریس�های شرایط به همچنین است.

توصیفͬ سپس مͬ�آمیزد. هم در گراف نظریه و جابجایͬ پادحلقه روی جبرخطͬ ظرافتمندانه

مͬ�دهد. ارائه دلخواه جابجایͬ پادحلقه هر روی خودتوان و پوچ�توان ماتریس�های از زیبا

کرده�ایم. ارائه را جابجایͬ پادحلقه ͷی برای کرامر روش چهارم بخش در سرانجام

ط
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١ فصل

پادحلقه و نیم�حلقه�ها

ل



مͬ�پردازیم. نیم�حلقه�ها به مربوط اولیه تعاریف ارائه و نیم�حلقه��ها مطالعه به فصل این در

از برخͬ دوم بخش در سپس مͬ�آوریم. مقدماتͬ قضیه چند و مͬ�کنیم تعریف را پادحلقه

نیم�مدول�ها و نیم�حلقه�ای همریختͬ به راجع مختصری و مͬ��کنیم. معرفͬ را مهم پادحلقه�های

و نمادها است. [٨] کتاب نیم�حلقه برای ما اصلͬ منبع مͬ�پردازیم. بحث به نیم�حلقه روی

باشد. شده ذکر صریحا آن منبع اینͺه مͽر است شده گرفته کتاب این از اکثرا اصطلاحات

نیم�حلقه�ها بر مقدمه�ای ١.١

هرگاه: مͬ�گویند، یͷنیم�حلقه١ را (S,+, .) جبری ساختار .١.١.١ تعریف

باشد. ٠ همان٣ͬ عنصر با آبلͬ تͺواره٢ ͷی (S,+) الف)

باشد. ١ همانͬ عنصر با تͺواره ͷی (S, .) ب)

یعنͬ: باشد. توزیع�پذیر S در ضرب روی جمع عمل ج)

∀ r, s, t ∈ S, (r + s) · t = r · t+ s · t .

. ٠ · r = r · ٠ = ٠, ∀ r ∈ S د)

. ٠ ̸= ١ ه)

. a · b = b · a ،a, b ∈ S هر ازای به هرگاه است، جابجای۴ͬ نیم�حلقه ͷی S
١semiring
٢monoid
٣identity
۴comutative

١



زیرا: است. S = {٠} حالت از اجتناب برای ه) شرط

١ = ٠ =⇒ r = r · ١ = r · ٠ = ٠ ⇒ S = {٠} .

تفریق! عمل بدون اما است حلقه همان دقیقا نیم�حلقه

که هستند جبری ساختارهای اولین واقع در نیستند حلقه که نیم�حلقه�هایͬ مثال�های بیشتر

مثبت، حقیقͬ اعداد مثبت، صحیح اعداد مثلا هستیم. مواجه آنها با روزمره زندگͬ در ما

کارهای در ١٨٩۴ سال نیم�حلقه�ها از غیربدیهͬ مثال اولین اما غیره. و مثبت گویای اعداد

نیم�حلقه از تعمیمͬ بعدها شد. ارائه حلقه� ایده�آلهای جبر در ددکیند١ ریچارد آلمانͬ ریاضیدان

شد. پایه�ریزی لورنزن٣ و اوبرت٢ توسط جابجایͬ حلقه ͷی ایده�آل�های

تمام مجموعه ،ideal(R) و باشد حلقه ͷی R کنید فرض ددکیند) (نیم�حلقه .٢.١.١ مثال

ضرب و جمع با همراه ideal(R) این�صورت در باشد. R خود با همراه دوطرفه ایده�ال�های

است. ضربͬ همانͬ R و جمعͬ همانͬ {٠R} دهد. مͬ نیم�حلقه ͷی تشͺیل ایده�آل�ها معمولͬ

تعداد است بهتر نیم�حلقه ͷی تشخیص برای کامپیوتری برنامه�های ساختن منطور به

این از نمونه�ای زیر قضیه در کنیم. کمتر ممͺن حد تا گردد، بررسͬ است لازم که شرایطͬ

است. شده ارائه سازی ساده

ضربتشͺیل و جمع عمل دو با همراه ١ و ٠ متمایز عضو دو شامل S مجموعه .٣.١.١ قضیه

باشد. برقرار زیر شرایط a, b, c, d, e ∈ S هر ازای به اگر تنها و اگر مͬ�دهد، نیم�حلقه ͷی

. a+ ٠ = ٠ + a = a (١)

. a · ١ = a (٢)
١Richard Dedekind
٢Aubert
٣Lorenzen

٢



. ٠ · a = ٠ (٣)

. [(a · e+ b) + c]d = d · b+ [a(e · d) + c · d] (۴)

مͬ�کند. صدق (۴)-(١) شرایط در باشد جابجایͬ نیم�حلقه ͷی S اگر که است واضح برهان.

داده S به متعلق a, b, c, d, e عناصر و باشد برقرار فوق شرط چهار کنید فرض برعͺس

داریم: باشند. شده

bd = [(٠ · ٠ + b) + ٠]d = db+ [٠ · (٠d) + ٠d] = db .

همچنین است. جابجایͬ ضرب عمل بنابراین

a+ b = [(a١ + b) + ١[٠ = ١b+ [a(١ · ١) + ٠] = b+ a .

زیرا: هستند. شرکت�پذیر ضرب و جمع عمل است. جابجایͬ عملͬ جمع لذا

(ae)d = [(ae+ ٠) + ٠]d = a٠ + [a(ed) + ٠d] = a(ed) .

(a+ b) + c = (b+ a) + c = [(b١ + a) + c]١ = ١a+ [b(١ · ١) + c١] = a+ (b+ c) .

است. جابجایͬ نیم�حلقه ͷی S بنابراین

ساخت جدید نیم�حلقه�های قبلͬ، نیم�حلقه�های از مͬ�توان چͽونه که موضوع این شاید

زیر گزاره در جمله از مͬ�شود. پرداخته آن به تاحدودی فصل این در که باشد. توجه جالب

است. شده ارائه قدیم نیم�حلقه�های از جدید نیم�حلقه�های ساختن برای روش ͷی

جمع با همراه R١ ×R٢ صورت این در باشند نیم�حلقه دو R٢ و R١ فرضکنید .۴.١.١ گزاره

ازای به R١ × R٢ × · · · × Rn ترتیب همین به و است نیم�حلقه ͷی مولفه به مولفه ضرب و

٣



باشند. نیم�حلقه R١, R٢, · · · , Rn اگر است، نیم�حلقه ͷی n ≥ ٢

آن روی ضرب و جمع عمل که B = {٠, ١} مجموعه ،(B,+, ·) بولͬ: جبر .۵.١.١ مثال

مͬ�باشد. نیم�حلقه ͷی است، شده تعریف زیر به�صورت a, b ∈ B هر ازای به

a+ b =


٠ a = b = ٠

١ اینصورت: غیر در
, a.b =


١ a = b = ١

٠ اینصورت: غیر در

sub(A) نماد با را A های زیرمجموعه تمام خانواده باشد، ناتهͬ مجموعه ͷی A اگر

مͬ�دهیم. نمایش

نیم�حلقه ͷی R و ناتهͬ مجموعه A کنید فرض ١ زیرمجموعه�هایR-ارزشͬ .۶.١.١ مثال

مͬ�شود، داده نمایش RA نماد با که R به A از توابع تمام مجموعه این�صورت در باشد.

همانͬ مͬ�دهد. نیم�حلقه ͷی تشͺیل R روی توابع معمولͬ ضرب و جمع عمل با همراه

r ∈ R هر ازای به که هستند o و i ثابت توابع ترتیب به RA نیم�حلقه ضربͬ همانͬ و جمعͬ

شده�اند. تعریف i(r) = ١, o(r) = ٠ ضابطه با

مͬ�نامند R-ارزشͬ های زیرمجموعه نیم�حلقه را RA نیم�حلقه جهت این از .٧.١.١ ملاحظه

زیر هر یعنͬ دارد. وجود BA نیم�حلقه و sub(A) مجموعه بین ͷی به ͷی تناظر ͷی که

است. شده تعریف زیر ضابطه با که است χB ∈ BA تابع با متناظر A از B مجموعه

∀a ∈ A χB(a) =


١ a ∈ B

٠ a /∈ B

.

نیز آن زیرساختارهای تعریف به ناگزیر مͬ�پردازیم، ریاضͬ ساختار ͷی معرفͬ به وقتͬ

را نیم�حلقه زیرساختار است، شده تعریف زیرحلقه حلقه هر برای که همان�طور مͬ�شویم.

مͬ�نامند. زیرنیم�حلقه
١R-valued subset

۴



S زیرنیم�حلقه١ ͷی را ١ و ٠ عنصر دو شامل S نیم�حلقه از R زیرمجموعه .٨.١.١ تعریف

باشد. بسته S نیم�حلقه ضرب و جمع تحت R هرگاه مͬ�گویند،

مرجع در کامل به�طور نیم�حلقه این است. یͺتا مینیمال زیرنیم�حلقه ͷی دارای نیم�حلقه هر

مͬ�پردازیم. آن معرفͬ به زیر مثال در است. شده بررسͬ [٢]

مجموعه در�این�صورت باشد. نیم�حلقه ͷی R کنید فرض اساس٢ͬ) (نیم�حلقه .٩.١.١ مثال

است. R زیرنیم�حلقه کوچͺترین S = {٠, ١, ١ + ١, ١ + ١ + ١, · · · }

مجموعه در�این�صورت باشد. نیم�حلقه ͷی (R,+, ·) کنید فرض .١٠.١.١ مثال

P (R) = {٠}
∪

{r + ١ | r ∈ R}

و جمع تحت و ١ و ٠ شامل P (R) که مͬ�شود دیده به�سادگͬ است. R از زیرنیم�حلقه�ای

است. R از زیرنیم�حلقه ͷی بنابراین دارد. را (٨.١.١) تعریف شرایط لذا است. بسته ضرب

مجموعه دراین�صورت باشد. نیم�حلقه ͷی R کنید فرض .١١.١.١ مثال

R
′
= {٠}

∪
{r ∈ R | rb ̸= ٠ , ∀٠ ̸= b ∈ R}

است. بسته ضرب و جمع به نسبت و است ١ و ٠ شامل R
′ زیرا است. R از ای زیرنیم�حلقه

R نیم�حلقه مرکز٣ را C(R) = {r ∈ R | rr′
= r

′
r , ∀r′ ∈ R} مجموعه تعریف١٢.١.١.

.{٠, ١} ⊆ C(R) داریم مͬ�نامیم. مرکزی باشد C(R) به متعلق که a ∈ R عنصر هر مͬ�نامند.

است R زیر�نیم�حلقه ͷی C(R) بنابراین است. بسته R نیم�حلقه ضرب و جمع تحت C(R)

.R = C(R) اگر تنها و اگر است، جابجایͬ نیم�حلقه R است. نیز جابجایͬ که
١subsemiring
٢basic semiring
٣center

۵



رابطه ͷی را ρ باشد. R نیم�حلقه روی ارزی١ هم رابطه ͷی ρ کنید فرض .١٣.١.١ تعریف

باشد. برقرار زیر رابطه هرگاه مͬ�گویند، هم�ارزی٢

∀ a, a
′
, b, b

′ ∈ R, a ρ a
′ و b ρ b

′ ⇒ (a+ a
′
) ρ (b+ b

′
) و (aa′

) ρ (bb
′
)

باشد. R×R زیرنیم�حلقه {(a, b) ∈ R×R | a ρ b} مجموعه دیͽر، به�عبارت

درغیر و غیرسره٣ رابطه ͷی را ρ آن�گاه باشد، برقرار a ρ b رابطه a, b ∈ R هر ازای به اگر

مͬ�گویند. R روی سره۴ رابطه ͷی این�صورت

های کلاس تمام مجموعه R

ρ
باشد. R روی سره رابطه ͷی ρ کنید فرض .١۴.١.١ تعریف

R از ضریب۵ نیم�حلقه ͷی آن به که است نیم�حلقه ͷی زیر ضرب و جمع با همراه ارزی هم

مͬ�گویند.

(a+ ρ) + (b+ ρ) = (a+ b) + ρ

(a+ ρ)(b+ ρ) = (ab) + ρ ∀a, b ∈ R.

به و کنید [٨]مراجعه مرجع به مͬ�توانید ضریب نیم�حلقه راجع�به بیشتر جزئیات دانستن برای

مͬ�شوند ضریب نیم�حلقه ͷی ایجاد به منجر که تناسبͬ های رابطه مهمترین از برخͬ بررسͬ

بپردازید.

زیرمجموعه ͷی I هرگاه مͬ�گو����ییم، R نیم�حلقه از ایده�آل۶ ͷی را I مجموعه تعریف١.١.١۵.

.ac ∈ I ، c ∈ R و a ∈ I هر ازای به و است بسته جمع عمل تحت که باشد R از ناتهͬ سره

. ٠ ∈ I مͬ�دهد نتیجه آن بودن ناتهͬ شرط و . ١ /∈ I این�که با است معادل بودن سره شرط

این و مͬ�دهیم نمایش ideal(R) نماد با را R و R ایده�آل�های تمام مجموعه R حلقه برای
١equivalence relation
٢congruence
٣improper
۴proper
۵factor semiring
۶ideal

۶



است. ٠, R شامل حداقل مجموعه

به�صورت ρ هم�ارزی رابطه ͷی R نیم�حلقه از I ایده�آل هر بورن١) (رابطه .١۶.١.١ تعریف

مͬ�کند: تعریف R روی زیر

∀ a, a
′ ∈ R aρ a

′
=⇒ ∃ h, h

′ ∈ I, a+ h = a
′
+ h

′
.

مͬ�گویند. I توسط شده تولید بورن رابطه آن به که

شده مطالعه [۴] مقاله در بورن توسط بار اولین برای که است سره رابطه ͷی بورن رابطه

. مͬ�نامند R بورن ضریب نیم�حلقه را R از بورن رابطه به مربوط ضریب نیم�حلقه است.

هرگاه: مͬ�گویند، یͷپادحلقه٢ را R نیم�حلقه .١٧.١.١ تعریف

∀a, b ∈ R a+ b = ٠ =⇒ a = b = ٠.

شرط این با است. شده آورده جمع٣ͬ وارون فاقد نیم�حلقه�های عنوان تحت [٨] کتاب در که

مͬ�شود. ممͺن غیر R بودن حلقه واقع در

مجموعه ،Q+ مثبت گویای اعداد مجموعه ،Z+ مثبت صحیح اعداد مجموعه مثال١٨.١.١.

پادحلقه ͷی تشͺیل هرکدام معمولͬ ضرب و جمع با همراه ،R+ مثبت حقیقͬ اعداد

مͬ�دهند.

باشد، پادحلقه ͷی R اینͺه برای کافͬ شرط باشد. نیم�حلقه R کنید فرض .١٩.١.١ قضیه

.t+ ١ = ١ به�طوری�که باشد داشته وجود t ∈ R عنصر که است این
١Bourn relation
٢antiring
٣zerosumfree

٧



بنابراین: . a+ b = ٠ باشیم داشته a, b ∈ R ازای به کنید فرض برهان.

٠ = (a+ b) · t = a · t+ b · t = a(١ + t) + b(١ + t)

= a(١ + t) + b(١ + ١ + t) = (a+ b) + b+ (a+ b)t = b

=⇒ a = ٠ ⇒ b = ٠

است. پادحلقه ͷی R پس

است. ضریب پادحلقه ͷی دارای R حلقه نیم هر .٢٠.١.١ گزاره

باشد R در جمعͬ وارون دارای که عناصری تمام شامل R از ایده�آلͬ I کنید فرض برهان.

پادحلقه ͷی R
ρ
نیم�حلقه صورت این در باشد. I ایده�آل توسط شده تولید بورن رابطه ρ و

است. R از ضریب

r هر ازای به هرگاه مͬ�گویند، بͬ�کران١ را R نیم�حلقه به متعلق a عنصر .٢١.١.١ تعریف

.r + a = a ،R به متعلق

یͺتاست. وجود صورت در پادحلقه بͬ�کران عنصر .٢٢.١.١ گزاره

زیر رابطه این�صورت در باشند. R نیم�حلقه بͬ�کران عنصر دو a
′ و a کنید فرض برهان.

مͬ�شود. نتیجه

a = a+ a
′
= a

′
+ a = a

′
.

a, b, c ∈ R هر ازای به هرگاه مͬ�گوییم، شدن٢ͬ حذف را a ∈ R عنصر .٢٣.١.١ تعریف

مͬ�باشند، R در جمعͬ وارون دارای که عناصری .a = bکند ایجاب a+ c = b+ c تساوی
١infinite
٢cancellable
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