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  :چکیده 

معرفـی شـده و    KRو  CTS ،MTSپـذیر   بـار بخـش   نامـه سـه توزیـع نامتنـاهی     در این پایان      
هـا سـاخته    هایی که بر اساس ایـن توزیـع   گیرند، سپس مدل ها مورد بررسی قرار می خصوصیات آن

 KRو مـدل   MTSاز توزیع  MTS، مدل  CTSاز توزیع  CGMYمدل . شوند اند، معرفی می شده
 هـاي فـوق بـراي    زمان معرفی شـده و مـدل   -همچنین بازار پیوسته. آیند به دست می KRاز توزیع 

ها براي چند سري زمانی مـالی بـه    اند و در نهایت این مدل زمان تعریف شده-بازارهاي مالی پیوسته
  .روند کار می

  

 KR، مدل  MTS، مدل  CGMYفرآیند لوي، مدل : هاي کلیدي  واژه
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  پیشگفتار
  

  

  

  

را بـراي مـدل کـردن توزیـع      2پایـدار  -توزیع آلفا 1963در سال ] 21[ 1از زمانی که مندلبروت      

ترین جایگزین بـراي توزیـع نرمـال      پایدار تبدیل به معمول -ها معرفی کرد، توزیع آلفا قیمت دارایی

دم سـنگین و احتمـالا    ،هاي مالی که سري بازدهی ،ه بودندمطالعات تجربی نشان داد آنقبل از  .شد

 2000در سال ] 22[ 4و راچو 3ینتیکم ]14[.اي آنها مناسب نیستربتوزیع نرمال و لذا  چولگی دارند

هاي مالی توسعه دادنـد و آنهـا را در بـازار، مـدیریت      مدلرا براي  پایدار -آلفاهاي  استفاده از توزیع

                                                             

1 Mandelbrot 

2  -stable 

3 Mintik 

4 Rachev 
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طـور کـه    گذاري اختیار معاملات و انتخاب سبد سرمایه به کار بردند و همان ، قیمتياعتبارریسک 

  ]14.[اند ها به کار رفته بیشتر از سایرمدل پایدار -آلفا هاي مبتنی بر توزیع هاي مدل شود ه میدید

مناسـب   شـواهد تجربـی  در بسیاري مـوارد کـه   ه وجود دارد این است که ک مهمی ي اما مسئله      

توزیع بـازدهی   مناسب نیست، چون معمولاپایدار هم  -کنند، توزیع آلفا میتوزیع نرمال را رد  بودن

تـري   پایـدار دم ظریـف   -تـر و نسـبت بـه توزیـع آلفـا      ها نسبت به توزیع نرمـال دم سـنگین   دارایی

توزیع بـا  . د شدندهاپایدار پیشن -گري از توزیع آلفاهاي دی براي حل این مشکل، حالت ] 14.[دندار

توسـط   2000در سـال  ، ]19[ 2توسـط کوپـونن   1995کـه در سـال    1(CTS) حالت پایدار کلاسیک

مطرح شد و توزیع با ] 5[و همکارانش  5توسط کار 2002و در سال ] 3[ 4و لوندورسکی 3بویارکنکو

مطرح شد، دو ] 17[و همکارانش  7توسط کیم 2006که در سال  6(MTS) اصلاح شدهحالت پایدار 

ت اس KR 8به نام توزیع  CTSدیگر تعمیمی از توزیع  ي نمونهمثال از این پیشنهادها هستند و یک 

 .معرفی شده است ]14[ توسط کیم و همکارانش 2008که در سال  نیز

                                                             

1 Classical tempered stable (CTS) 

2 Koponen 

3 Boyarchenko 

4 Levendorskii 

5 Carr 

6 Modified tempered stable (MTS) 

7 Kim 

8 Kim & Rachev (KR) 
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کـه نـه تنهـا نسـبت بـه توزیـع نرمـال دم         ،نامنـد  مـی  1هاي با حالـت پایـدار   را توزیع ها عاین توزی 

هـا   تمـام مراتـب آن   تري دارند، بلکـه گشـتاور   پایدار دم ظریف -تري و نسبت به توزیع آلفا سنگین

اگر فرآیند اسـتفاده  . شوند هاي با حالت پایدار براي ساختن مدل لوي نمایی استفاده می توزیع .است

شـود و   نامیـده مـی   CGMYحاصل از آن ، مدل  2گاه مدل لوي نمایی آن ،باشد CTSفرآیند  شده،

اشد، مدل لوي نمایی به دسـت آمـده را بـه ترتیـب     ب KRیا  MTSگر فرآیند استفاده شده، فرآیند ا

 .نامند می KRیا مدل  MTSمدل 

و متغیرها و  توابع خاص ریاضی، از جمله برخی نیازهاي لازم نامه پیش ن پایانای دومدر  فصل       

هـا آورده   لتراسـیون و مارتینگـل  ، مطالبی در مـورد فی اند فرآیندهاي تصادفی مورد بررسی قرار گرفته

 .اند معرفی شده آیندهاي لويو در نهایت فر شده است

و سـپس سـه فرآینـد لـوي     شـود   می ن پرداختهزما -وم ابتدا به معرفی بازار پیوستهسدر فصل       

CTS  ،MTS  وKR  مورد بحث و بررسـی  هستند، نامه  پایان مورد استفاده در اصلی فرآیندهايکه

هایی که بر اسـاس ایـن سـه فرآینـد سـاخته       خصوصیات این فرآیندها و سپس مدل .گیرند میقرار 

بـراي بازارهـاي    KRو  CGMY  ،MTSهاي لوي نمـایی    که همان مدلشوند،  معرفی می اند، شده

 . مالی هستند

هـاي   داده بـراي  ها این مدل وگیرند  میهاي فوق مورد آزمون تجربی قرار  م مدلچهاردر فصل       

و پارامترهاي مربوط به هـر مـدل    روند به کار می 2012تا  2006هاي  سالدر  S&P500 3شاخص 

                                                             
1 Tempered stable 

2 Exponential Levy model 

3 Standard & Poor’s 500 
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و سـپس ،   شـوند  می   هاي عددي تخمین زده روش حل دستگاه بهروش گشتاورها و با استفاده از به 

ي تجربـی   ها با استفاده از تابع مشخصه اسمیرنوف براي این مدل-آزمون نیکویی برازش کلموگروف

بهتـر از توزیـع    ،هـاي فـوق   هاي حاصل از توزیع که مدل رسید به این نتیجه  توان می. شود انجام می

بـراي ایـن    مـالی  هـاي  سازي براي مدل مراتب و به برازش شده مورد بررسی هاي مالی نرمال به داده

  .کنند عمل میبهتر  ها داده

، دنشـو  مـی  بـرازش داده نیـز  هاي شـاخص کـل سـهام ایـران      هاي فوق به داده در نهایت مدل      

  .هاي ایران مطرح خواهد شد در پایان نتایج حاصل در مورد دادهو  شوند می پارامترها تخمین زده

یوسـتگی  طولانی بودن و بـراي از دسـت نـدادن پ   به دلیل  سههاي مربوط به فصل  رخی اثباتب      

  .مطالب، در پیوست الف خواهند آمد
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 2فصل 

  پیش نیازها

  

  

  

  

متغیرهـا و فرآینـدهاي    ،، از جمله برخی توابع خـاص ریاضـی  نیازهاي لازم در این فصل پیش      

و در  مطـرح شـده  هـا   لتراسیون و مارتینگـل ، مطالبی در مورد فیاند تصادفی مورد بررسی قرار گرفته

  .شوند می آیندهاي لوي معرفینهایت فر
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  توابع خاص ریاضی 2-1

   :کنند را به صورت زیر تعریف می تابع گاما ) 1تابع گاما( 1-1-2تعریف 

  .t pp e t dt p


    1
0

، 0  

   توان نشان داد که  گیري جزء به جزء می با انتگرال      

     .p p p   1 ، 1 2  

که بتوان این تابع  هاي مثبت تعریف شده است، براي این pبراي  شود تابع  طور که دیده می همان

  : شود نوشته میبه صورت زیر ) 1.2(ي  هاي منفی نیز تعریف کرد، رابطه pرا براي 

 
 p

p
p

 
 

1  

pحال هرگـاه    1 pگـاه   ، آن 0  1 بـراي   ي فـوق، تـابع    و بنـابراین طبـق رابطـه    10

p  1  هاي منفـی غیرصـحیح، تـابع     pو به همین ترتیب براي سایر شود  قابل تعریف می 0

 ]26[ .شود تعریف می

 تعریف زیر صورت به دوم نوع ي شده اصلاح بسل تابع )2اصلاح شده بسل تابع( 2-1-2 تعریف

  : شود می

                                                             

1 Gamma function 

2 Modified Bessel function 
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   
 

/ /
( ) . .

sin ! ( ) ! ( )

k p k p

p
k k

x x
K x

p k k p k k p




  

 

             
 

2 22 2 2 22 1 10 0
  

 ]1[  

  : ، نماد پوکهامر به صورت زیر است aبراي هر عدد حقیقی  )1نماد پوکهامر( 3-1-2تعریف 

 
 
 

 , , , , . .
n

a n
a n

a


 
 


1 2 3 20  

  :تعریف کرد توان به صورت زیر نیز می را این نماد

         , ... , , , , . .
n

a a a a a n n      1 1 1 1 2 3 4 20  

 ]1[  

  : یندگو میتابع زیر را تابع فوق هندسی  )2تابع فوق هندسی( 4-1-2تعریف 

 
   
 

 , ; ; , , , .
!

n
n n

n n

a b xF a b c x x a b c
c n






   1 5 2
0

  

,ي زیر براي  رابطه 5-1-2لم  , ,...k 1 2   : برقرار است 3

 
   
 

   , ; ; , ; ; . .
k

k k
k

k

a bd F a b c x F a k b k c k x
dx c

    6 2  

 ]1[  

                                                             

1 Pochhammer 

2 Hypergeometric function 
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Tبراي عدد حقیقی  )1توابع کادلاگ( 6-1-2تعریف  0   یک تـابع : , df T 0 کـادلاگ  را 

در تمام نقاط گویند، اگر  می ,t T یعنی براي هر ( .حد چپ آن موجود و از راست پیوسته باشد 0

 ,t T 0   

( ) lim ( ) ( )
s t

f t f s f t


   

)و  ) lim ( )
s t

f t f s


  موجود باشد (.  

 tاگر  .توانند ناپیوسته باشند بدیهی است که هر تابع پیوسته کادلاگ است، اما توابع کادلاگ می      

)را با  tدر  f تابع 2پرشي ناپیوستگی باشد،  یک نقطه ) ( ) ( )f t f t f t      دهنـد  نشـان مـی. 

]6[  

  

  متغیرها و فرآیندهاي تصادفی 2-2

که  با فرض این 1-2-2تعریف  ,   دو انـدازه احتمـال    ،پـذیر باشـد   یک فضاي انـدازه  و 

یعنـی بـراي هـر     .داشـته باشـند   هـاي پـوچ یکسـانی    اگر مجموعه ،شوند نامیده می معادل روي 

 اگر،  Aي  مجموعه A   گاه آن، 0 A 0 18[. و برعکس[  

اگر )متغیر تصادفی( 2-2-2تعریف  , ,    تـابع  ویک فضاي احتمـال : dX   ،  یـک

تابع  /  - پذیر باشد، آنگاه  اندازهX گویند و در حالی کـه   می را یک بردار تصادفیn1  ،

                                                             

1 Cadlag (right-continuous with left limit) 

2 Jump 
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X  کنـیم   یـادآوري مـی   (.گوینـد  متغیـر تصـادفی  را /  -  پـذیري یعنـی بـراي هــر     انـدازه

 A   ، X A 1 .( ]6[  

 ـیک  ریاضی امید( 3-2-2تعریف  : تصـادفی  بـردار بـراي   )تصـادفی  داررب dX    امیـد ،

  :، یعنی)در صورت وجود(گویند  بت به اندازه احتمال سن Xانتگرال لبگ تابع  را X ریاضی

( ) ( )
d XE X X d X dF x


  

  

) ،در حالــت یــک بعــدي. اســت Xتــابع توزیــع  XFوقتــی  ) ( )XF x X x   و بــراي بــردار

( ... )dX X X X 1 )که  ، با فرض این2 ... )dx x x x 1 2  ،( ) ( ,..., )X d dF x X x X x  1 1.  

:در حالـت کلــی بــراي هــر تــابع بــورل         d dg   ،[ ( )]E g X  وقتــی وجــود دارد کــه

( )E g X   و در این حالت[ ( )] ( )E g X g X d


  .  

)بـه صـورت   ،  X گشتاور متغیر تصادفی امین -n )1گشتاور( 4-2-2تعریف  ) [ ]n
nm X E X 

  .شود تعریف می

      n- امین گشتاور مرکزي n  عنوان بهn-  امین گشتاورX-E[X] شود  تعریف می:  

( ) [( [ ]) ] .n
n X E X E X    

 ]6[  

                                                             

1 Moment 
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در ( است کـه  XM، تابع  Xتصادفی  بردار بع مولد گشتاورتا )1تابع مولد گشتاور( 5-2-2تعریف 

  :ود ش میبه صورت زیر تعریف  )صورت وجود

.( ) [exp( . )] ( )
d

u X d
X XM u E u X e dF x u     

ابع مولـد  ، اما زمانی که تدناشنشده بها تعریف  uی بعضتوابع مولد گشتاور ممکن است براي       

  ]2[ .شود تعیین میتوسط آن ، تابع توزیع به صورتی یکتا دجود دارگشتاور و

تابع چگالی، همان تابع مولد گشتاور اسـت کـه    تبدیل لاپلاسدر صورت وجود تابع چگالی،       

  .کنند جایگزین می u–را با  uدر آن 

تـابع   ، Xمقـدار   -dتصـادفی  بـردار  یـک   ي تـابع مشخصـه   )2تابع مشخصـه ( 6-2-2تعریف 

: d
X   ود ش میکه به صورت زیر تعریف  ،است:  

     .exp .
d

d iz x
X Xz z E iz X e dF x


        ،  

iوقتی که  2 1.  

آن متغیـر را بـه طـور منحصـر بـه فـردي مشـخص         توزیعي یک متغیر تصادفی، تابع مشخصه      

علاوه بـر آن یـک تـابع    . توزیع هستند ي یکسان، هم یعنی دو متغیر تصادفی با تابع مشخصه ،ندک می

است و در شرط  یکنواخت مشخصه همیشه پیوسته X 10 2[ .کند صدق می[  

                                                             

1 Moment generating function 

2 Characteristic function 
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iz.تـابع  مزیت تابع مشخصه این است که بـه دلیـل کرانـداري           xe،   تـابع   .وجـود دارد همیشـه

نامیده نیز  )در صورت وجود تابع چگالی( تابع چگالی تبدیل فوریهمشخصه در مفاهیم غیراحتمالی 

  .شود می

اگــر  7-2-2نکتــه  , ,...,iX i n1 ي  تــابع مشخصــه گــاه آنشــند متغیرهــاي تصــادفی مســتقل با

...n nS X X X   1   هاست  Xiي  حاصل ضرب توابع مشخصه 2

.   
n i

n

S X
i

z z 



1

  

طـور کـه گفتـه شـد      ، همانباشد ي آن تابع مشخصه Xیک متغیر تصادفی و  Xاگر  8-2-2نکته 

 X 10  وX  درz 0 در همسایگی بنابراین  .پیوسته استz 0،  X z  یک تابع  پس .0

  به طوري که  ،تعریف شده استهمسایگی صفر  که در یکوجود دارد  X ي یکتا پیوسته

.     , expX X Xz z      0 0  

  .شود نامیده میي لگاریتمی  تابع مشخصه یا 1تابع مولد تجمعی Xتابع 

  :دنشو به این صورت تعریف می3ها ناوردا -نیمیا  2ها انباشتک 9-2-2تعریف 

.   
n

X
n n nc X

i u





1 0  

  تعاریف گذشتهبا توجه به 
                                                             

1 Cumulant generating function 

2 Cumulant 

3 Semi-invariant 
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( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

c X m X EX

c X X m X m X Var X

 

   

1 1

2
2 2 2 1

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ).

c X X m X m X m X m X

c X X X



 

   

 

3
3 3 3 2 1 1

4 4 2

3 2
3

 

  همچنین 

./

( )( )( ) , ( )
[ ( )] [ ( )]

c Xc Xs X k X
c X c X

  43
3 2 2

2 2
  

( )s X 1چولگی ضریب X اگر  ،شود نامیده می( )s X 0  ،گوینـد  می X  چـولگی مثبـت   داراي

)اگر  واست  )s X 0گویند  ، میX چولگی منفی دارد .( )k X 2کشیدگی X   شـود و   نامیـده مـی

) اگر )k X 0 ،گویند می X دم است -نکشیده یا سنگی. 

برابر مجموع توابع تجمعی آنهاست، اگر تابع مولد تجمعی مجموع متغیرهاي مستقل  10-2-2نکته 

( , ... )iX i n1 و  متغیرهاي تصادفی مستقل باشند...n nS X X X   1   ]6[گاه  آن 2

.( ) ( )
n i

n

S X
i

z z 



1

  

است  پذیر بخش نامتناهی  dروي  Fیک توزیع احتمال  )3نامتناهی بخش پذیر( 11-2-2تعریف 

*وجود داشته باشد به طوري که  nF، یک توزیع  nاگر براي هر عدد صحیح  n
nF F.    وقتـی کـه

* nG توزیع پیچشn  تایی تابع توزیعG یک متغیر تصادفی  ه عبارت دیگرب .استX    بـا توزیـعF  ،

                                                             

1 Skewness 

2 Kurtosis 

3 Infinity divisible (ID) 
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، بتـوان آن را بـه عنـوان توزیـع مجمـوع       nاگر و فقط اگر براي هـر   ،است پذیر نامتناهی بار بخش

, ,...
d

n n nX X X  1  نوشت، وقتی که,i nX     ها متغیرهاي تصادفی مستقل بـا توزیـع یکسـانnF

d( .باشند
 7[ ).به معنی برابري در تابع توزیع است[  

ام تـابع   nي  ، ریشـه  nاگـر و فقـط اگـر بـراي هـر       ،است پذیر نامتناهی بار بخش Fهمچنین       

  ]24[ .باشدمتغیر تصادفی ي یک  مشخصه، خود تابع  Fي  مشخصه

} ي هیـک خـانواد   )فرآیند تصـادفی ( 12-2-2تعریف  }t t TX     یـک   روياز متغیرهـاي تصـادفی

) احتمال يفضا , , )    را که با پارامترهـايt T  فرآینـد تصـادفی   انـد،   گـذاري شـده   انـدیس

را معمـولا پـارامتر زمـان     t .یا پیوسـته باشـد   )شمارا( گسستهي  یک مجموعهتواند  می T .نامند می

  ]4[ .نامند می

}اگر  )1نمونهمسیر ( 13-2-2تعریف  }t t TX  عضو براي یک  باشد،  یک فرآیند تصادفی 0 ،

)تابع  )tt X    ]6[ .ودش مینامیده  0 مربوط بهي  مسیر نمونه 0

  

 و مارتینگل فیلتراسیون 2-3

شود، بـه   آشکار می  پویا، با گذشت زمان اطلاعات بیشتري براي مشاهده کننده وضوعدر یک م      

tهایی که در زمان  همین دلیل کمیت  tممکن است در یـک زمـان بعـد     ،تصادفی هستند 0  0 ،

بنابراین باید عناصـري  . مشخص شود tدیگر تصادفی نباشند ومقدار آنها با داشتن اطلاعات تا زمان 
                                                             

1 Sample path 
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)وابسته به زمان به ساختار فضاي احتمال  , , )  اضافه شود که این ویژگی پویایی را مدل کند .

  .شود این ویژگی معمولا توسط مفهوم فیلتراسیون مدل می

)روي فضـاي احتمـال    فیلتراسـیون یک  )فیلتراسیون( 1-3-2 تعریف , , )  ،  ي هخـانواد یـک 

]جبرهاي  -زیرصعودي از  , ]{ }t t T 0  از براي هر  است کهs t 0، s t   . ]6[  

tAیک پیشامد            بـا داشـتن اطلاعـات    مشاهده کننـده  پیشامدي است کهt   در زمـانt 

tبه طور مشابه یک متغیر تصـادفی   .این پیشامد اتفاق افتاده است یا نه تشخیص دهد که تواند می

کـه   را فرآینـدي . ودش ـ مـی آشـکار   tکه مقـدارش در زمـان    است  متغیر تصادفییک  ،اندازه پذیر -

}با  1غیر درگیرفرآیند  ،ودش میآشکار  tاطلاعات با  tمقدارش در زمان  }t گویند. 

]یک فرآینـد تصـادفی    )2سازگاري( 2-3-2تعریف  . ]{ }t t TX  نسـبت بـه سـاختار اطلاعـاتی     را  0

[ , ]{ }t t T ]اگر بـراي هـر    ،گویند سازگار -tیا غیر درگیر   0 , ]t T  tدر زمـان   tX مقـدار  0

 ]6[ .پذیر باشد اندازه -tX ،tیعنی متغیر تصادفی  ،آشکار شود

توسـط  اطلاعـات  گـاه   آن ،باشـند  Xتصـادفی  فرآینـد  دات موجود تنها شامل مقادیر اگر مشاه      

  .شود میه ذیلا تعریف کگردد  می ئهراا X راسیون طبیعیفیلت

، فیلتراسـیون  عبـارت اسـت از    Xفرآینـد   فیلتراسیون طبیعـی  )فیلتراسیون طبیعی( 3-3-2تعریف 

[ , ]{ }X
t t T Xاست که در آن 0

t ،-  استي فرآیند  تهمقادیر گذشجبر تولید شده توسط  

                                                             

1 Nonanticipating process 

2 Adaptability 


