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ণپاسࢂචاری
تا آراست خرد و عقل زیور به را او و نهاد منت خود بندگان به که را سبحان خداوند قیاس بی سپاس و حمد

یابد. کمال و تعالͬ تا کند پیشه را خداوند همتای بی ذات کمال و عبودیت آن وسیله به

و ذاکری حسین دکتر آقای جناب عزیزم و فرزانه فرهیخته، استاد ارزشمند و دریغ بی زحمات دانم مͬ قدر

همپای صمیمانه، و صبورانه توجه، حسن و عنایت با که را ایشان دلسوزانه ارشادات و تعلیمات از دارم سپاس

بودند. رهنما مرا جستجوهایم،

دکتر دیبایی، تقͬ محمد دکتر آقایان ام فهیم و گرانقدر بزرگوار، اساتید ارزشمند حضور سپاس و تقدیر

بنده سال چند این طول در و گرفتند عهده بر را رساله این داوری که آذر دیوانͬ کامران دکتر و طوسͬ مسعود

دادند. قرار خویش لطف مورد را

بودند. رساله این مشاور که جهانگیری مریم دکتر خانم سرکار حضور سپاس و تقدیر

تو نور به را زندگانیم تو فضل به که را کش زحمت و دلسوز مهربان، پدری و مادر وجود شاکرم نفس هر

پاکشان. وجود به تقدیم و صادقانه دلسوزی و پاکͬ به شناسمش مͬ که عزیزم استاد و اند نموده نورانͬ

پ



اظهارنامه

از رساله این مطالب بیشتر و دارند اختصاص اصلͬ نتایج به نامه پایان این چهارم و سوم دوم، های فصل

است. شده نوشته [38] و [37] مقالات

ت



چͺیده

این از تعمیمͬ بعنوان دهند. مͬ تشͺیل را نوتری های مدول از مهمͬ کلاس کوهن-مͺالͬ های مدول

ما اصلͬ هدف نامه پایان این در کنیم. مͬ معرفͬ را نسبی کوهن-مͺالͬ های مدول کلاس ها، مدول دسته

فرضکنیم است. آنها موضعͬ کوهمولوژی و نسبی کوهن-مͺالͬ های مدول ͬͺهمولوژی ابعاد برخͬ مطالعه

a آل ایده به وابسته نسبی کوهن-مͺالͬ R-مدول ͷیM و موضعͬ نوتری، جابجایی ی حلقه ͷی (R,m)

idR Hn
a (M) < ∞ و idRM < ∞ های عبارت که دهیم مͬ نشان .n := htM a دهید قرار و است R از

کنیم مͬ اثبات همچنین است. برقرار نیز idR Hn
a (M) = idRM − n تساوی و هستند متناهͬ معادل بطور

بعنوان ادامه، در .fdR Hn
a (M) = fdRM +n بعلاوه و fdR Hn

a (M) <∞ اگر تنها و اگر fdRM <∞ که

GidRM <∞ و باشد داشته دوگانͬ همبافت R اگر که شود مͬ داده نشان بالا، نتایج گرنشتاین های نسخه

آنگاه باشد، کوهن-مͺالͬ M اگر بعلاوه .GidR Hn
a (M) = GidRM − n و GidR Hn

a (M) < ∞ آنگاه

در باشد. n بعد از کوهن-مͺالͬ MیRͷ-مدول فرضکنیم .GidR Hn
a (M) <∞ GidRMهرگاه <∞

GfdR Hn
m(M) = بعلاوه GfdRو Hn

m(M) <∞ اگر وتنها GpdRMاگر <∞ کنیم مͬ اثبات صورت این

متعارف مدول ،KM که شود مͬ داده نشان ،d بعد Mاز متناهͬ تولید با یRͷ-مدول برای .GpdRM +n

قضایای .GidR Hd
m(M) = depthR−d اگر تنها و GidRاگر Hd

m(M) <∞ و است کوهن-مͺالͬ ،M از

ها مدول برای سازیهایی مشخص برخͬ و دهند مͬ بهبود را معروف قضایای از برخͬ که دارند نتایجͬ بالا

در است شده مطرح اخیرا که سوالͬ ͷی به همچنین دهند. مͬ ارائه گرنشتاین و کوهن-مͺالͬ های حلقه و

شود. مͬ داده پاسخ خاصͬ حالت

نامه، پایان این در باشد. R روی دوگانͬ شبه مدول ͷی C و موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنیم فرض

موضعͬ کوهمولوژی های مدول از GC-یͺدست و GC-انژکتیو C-تصویری، C-انژکتیو، ابعاد همچنین

کوهمولوژی مدول GC-انژکتیو و C-انژکتیو ابعاد با C انژکتیو بعد ابتدا گیرد. مͬ قرار مطالعه مورد خاصͬ

های مدول برای سازیی مشخص ͷی بالا، مقایسه از کاربردی بعنوان سپس، شوند. مͬ مقایسه R موضعͬ

که دهیم مͬ نشان است، شده مطرح اخیرا که سوالͬ برای جواب بعنوان نهایتا، شود. مͬ داده ارائه متعارف

آنگاه باشد، C-انژکتیو مدول ͷی Hd
m(C) که بطوری باشد d بعد از موضعͬ کوهن-مͺالͬ حلقه ͷی R اگر

کوهن-مͺالͬ مدول ͷیM و دوگانͬ شبه مدول ͷی C اگر که شود مͬ اثبات همچنین، است. گرنشتاین R

معادل بطور GC-fdR Hn
m(M) و GC-pdRM های کمیت آنگاه باشد، (R,m) موضعͬ حلقه روی n بعد با

ث



است. برقرار GC-fdR Hn
m(M) = GC-pdRM + n تساوی بعلاوه و هستند متناهͬ

گرنشتاین، حلقه یͺدست، گرنشتاین بعد یͺدست، بعد انژکتیو، گرنشتاین بعد انژکتیو، بعد کلیدی. های واژه

دوگانͬ. مدول دوگانͬ، شبه مدول موضعͬ، کوهمولوژی نسبی، کوهن-مͺالͬ مدول

13D05, 13D45, 18G20 .(٢٠١٠) ریاضͬ موضوعͬ بندی رده



مقدمه

متناهͬ تولید با های مدول برای ͬͺهمولوژی ناوردای ͷی بعنوان را گرنشتاین بعد مفهوم [4] در اوسلاندر١

تصویری بعد از تظریفͬ ناوردا این شد. تکمیل [5] در ٢ بریدگر توسط مفهوم این ادامه، در و کرد معرفͬ

است. نیز متناهͬ گرنشتاین بعد دارای متناهͬ تصویری بعد با متناهͬ تولید با مدول هر که معنͬ این به است

بعنوان نیستند متناهͬ تولید با لزوما که هایی مدول برای تصویری گرنشتاین بعد مفهوم بعد، دهه چندین

بعد مفهوم برای دوگان نسخه بعنوان انژکتیو گرنشتاین بعد همچنین و شد معرفͬ گرنشتاین بعد از تعمیمͬ

گرفته شͺل [15] ۴ جندا و ٣ ایناکس کارهای اساس بر ابعاد این مفهوم شد. معرفͬ تصویری گرنشتاین

دارای متناهͬ انژکتیو بعد با مدول هر که معنͬ بدین است انژکتیو بعد از تظریفͬ انژکتیو گرنشتاین بعد هستند.

است. نیز متناهͬ انژکتیو گرنشتاین بعد

موضعͬ کوهمولوژی های مدول جابجایی جبر و جبری هندسه در مهم ابزارهای از ͬͺی دیͽر طرف از

کوهمولوژی عنوان تحت را کتابی ۶ هارتشورن ١٩۶٧ سال در اند. شده معرفͬ ۵ ͷگروتندی توسط که هستند

بعد، به آن از بود. شده تدوین هاروارد در ͷگروتندی ١٩۶١ سال سخنرانͬ اساس بر که کرد منتشر موضعͬ

سزیده اخیرا شد. تبدیل جابجایی جبر و جبری هندسه در مطالعه برای موثر ابزار ͷی به موضعͬ کوهمولوژی

ایشان حقیقت در گرفت. بͺار موضعͬ کوهمولوژی های مدول مطالعه جهت را انژکتیو گرنشتاین بعد مفهوم

گسترش انژکتیو، بجای انژکتیو گرنشتاین مفهوم گرفتن بͺار با را موضعͬ کوهمولوژی به مربوط نتایج از برخͬ

گرنشتاین تحلیل ͷی بوسیله را موضعͬ کوهمولوژی های مدول توان مͬ که دادند نشان مثال، برای دادند.

برای آنگاه باشد، دوگانͬ همبافت دارای نظر مورد حلقه اگر که کردند اثبات همچنین و کرد محاسبه انژکتیو

از نمونه چند بعنوان است. انژکتیو گرنشتاین Γa(M) که داریم M انژکتیو گرنشتاین مدول و a آل ایده هر

کرد. اشاره [54] ٧ یوشیزاوا و [45] ، [44] سزیده کارهای به توان مͬ زمینه این در تحقیقاتͬ کارهای

مدول و نسبی کوهن-مͺالͬ های مدول ͬͺهمولوژی ابعاد بررسͬ و مطالعه رساله این در ما اصلͬ هدف

مدول برای را مشخصسازیهایی برخͬ دیͽری، چیزهای مابین بعلاوه، است. آنها موضعͬ کوهمولوژی های
١Auslander
٢Bridger
٣Enochs
۴Jenda
۵Grothendieck
۶Hartshorne
٧Yoshizawa

چ



تعمیم را معروف قضایای و نتایج از برخͬ همچنین کنیم. مͬ بیان کوهن-مͺالͬ و گرنشتاین های حلقه و ها

کرد. خواهیم ارائه هایی جواب اند شده مطرح [1] و [41] در اخیرا که هایی سوال برای و دهیم مͬ بهبود یا

است. مقدمات فصل است، شده تقسیم بخش چهار به که اول فصل است. فصل چهار شامل رساله این

کنیم. گردآدوری را هستند لازم نامه پایان این در که نتایجͬ و مفاهیم از برخͬ که است شده سعͬ فصل این در

برحسب خاص های R-مدول از ( انژکتیو گرنشتاین ) انژکتیو بعد مطالعه ما اصلͬ هدف دوم فصل در

مدول مفهوم فصل این در است. آنها موضعͬ کوهمولوژی های مدول ( انژکتیو گرنشتاین ) انژکتیو بعد

کامل های اشتراک عنوان تحت [23] در حلقه، حالت برای که کنیم مͬ معرفͬ را نسبی کوهن-مͺالͬ های

مابین اول، بخش در است. زیر شͺل به فصل این بندی تقسیم است. گرفته قرار بررسͬ مورد ،ͬͺکوهمولوژی

aآل ایده به وابسته نسبی کوهن-مͺالͬ MیRͷ-مدول اگر که کنیم اثباتمͬ ٧.١.٢ قضیه در ، دیͽر چیزهای

idR HhtM a
a (M) = تساوی و هستند متناهͬ معادل بطور idR HhtM a

a (M) و idRM های کمیت آنگاه باشد،

های حلقه برای سازیی مشخص ͷی قضیه، این از ای نتیجه بعنوان سپس است. برقرار idRM − htM a

است، شده مطرح [1] در اخیرا که سوالͬ برای جزیی جواب ͷی بعنوان ادامه در کنیم. مͬ فراهم گرنشتاین

مͬ انجام Hn+dim(R/p)
m (M) و Hn

pRp
(Mp)باس اعداد مابین ای مقایسه ،p ∈ Supp(M) و n ≥ ٠ هر برای

متناهͬ تولید با R-مدول ͷی نیز M و است گرنشتاین حلقه ͷی همریخت تصویر (R,m) آن در که شود

کردن بهینه جهت مدول ͷی از متعارف مدول مفهوم ابتدا دیͽر، های چیز بر علاوه دوم، بخش در است.

آمده، بدست نتایج ͷکم به سپس و گیرد مͬ قرار استفاده مورد مقالات برخͬ در شده بیان نتایج از بعضͬ

مشخص ،٣.٢.٢ نتیجه در مثال برای کنیم. مͬ بیان گرنشتاین های حلقه برای را سازیهایی مشخص برخͬ

ویژگͬ از برخͬ ادامه، در است. [54, 2.6] قضیه از تعمیمͬ که شود مͬ ارائه گرنشتاین های حلقه برای سازیی

انژکتیو گرنشتاین بعد که شود مͬ داده نشان بویژه شود. مͬ بیان مدول ͷی انژکتیو گرنشتاین بعد اساسͬ های

در شود. مͬ بیان ٧.١.٢ قضیه انژکتیو گرنشتاین نسخه اصلͬ، نتیجه ͷی بعنوان است. انژکتیو بعد از تظریفͬ

آنگاه باشد، نیز دوگانͬ همبافت دارای R حلقه ،٧.١.٢ فرایضقضیه بر علاوه اگر که دهیم مͬ نشان حقیقت

این عکس باشد، Mکوهن-مͺالͬ هرگاه و GidR Hn
a (M) < ∞ که دهد مͬ نتیجه GidRM بودن متناهͬ

بیان ها مقاله در اخیرا که جالبی نتایج برخͬ آنها بوسیله که دارد نتایجͬ قضیه این است. برقرار نیز مطلب

GidR Hn
m(M) = GidRM −n تساوی بالا، در مذکور قضیه از نتیجه اولین بعنوان شود. مͬ بهینه اند، شده

ͷی نتیجه این است. (R,m) موضعͬ حلقه روی n بعد با کوهن-مͺالͬ مدول ͷیM آن در که است برقرار

است. [45, 3.10] قضیه از بهینه

گرنشتاین ) تصویری بعد بررسͬ و مطالعه ما اصلͬ هدف اول، فصل به مشابه شیوه با سوم فصل در

کوهمولوژی های مدول ( یͺدست گرنشتاین ) یͺدست بعد حسب بر خاص های R-مدول از ( تصویری

دهیم مͬ نشان ١.١.٣ قضیه در اول بخش در که است گونه بدین فصل این بندی تقسیم است. آنها موضعͬ

های کمیت آنگاه باشد، htM a = n با a ال ایده به وابسته نسبی کوهن-مͺالͬ R-مدول ͷی M اگر که



fdR(H
n
a (M)) = fdR(M) + n تساوی بعلاوه و هستند متناهͬ معادل بطور fdR(Hn

a (M)) و fdR(M)

با و d بعد Mاز متناهͬ تولید با R-مدول که کنیم مͬ اثبات ۶.١.٣ گزاره عنوان تحت ادامه، در است. برقرار

توجه .fdR(Hd
m(M)) = pdR(M)+d باشیم داشته اگر تنها و اگر است کوهن-مͺالͬ متناهͬ، تصویری بعد

کوهن-مͺالͬ های مدول بخش این در همچنین است. [15, 9.5.22] گزاره از تعمیمͬ گزاره، این که شود

شوند. مͬ مشخص گرنشتاین و منظم موضعͬ های حلقه روی متعادل، بزرگ

اثبات خاصͬ حالت در ١.١.٣ قضیه تصویری گرنشتاین نسخه اصلͬ، نتیجه ͷی بعنوان دوم بخش در

کوهن-مͺالͬ R-مدول ͷی M و موضعͬ حلقه ͷی (R,m) اگر که دهیم مͬ نشان حقیقت در شود. مͬ

تساوی بعلاوه و GfdR(H
n
m(M)) < ∞ اگر تنها و اگر GpdR(M) < ∞ داریم آنگاه باشد، n بعد با

گزاره از تصویری گرنشتاین نسخه ͷی همچنین است. برقرار نیز GfdR(H
n
m(M)) = GpdR(M) + n

شود. مͬ فراهم نیز ۶.١.٣

GC-انژکتیو ) C-یͺدست و C-انژکتیو ابعاد مطالعه برای را C دوگانͬ شبه مدول مفهوم چهارم فصل در

GC-انژکتیو ) C-یͺدست و C-انژکتیو ابعاد برحسب نسبی کوهن-مͺالͬ های مدول از GC-یͺدست) و

گرنشتاین های حلقه برای بعلاوه گیریم. مͬ بͺار آنها، موضعͬ کوهمولوژی های مدول از GC-یͺدست) و

مͬ تعمیم را نتایج از برخͬ همچنین کنیم. مͬ فراهم را سازیهایی مشخص (متعارف)، دوگانͬ های مدول و

تقسیم بخش دو به فصل این کنیم. مͬ ارائه پاسخͬ است، شده مطرح [41] در اخیرا که سوالͬ برای و دهیم

شود: مͬ بیان زیر قضیه ابتدا اول بخش در که شود مͬ

عدد ͷی n کنیم فرض است. دوگانͬ شبه یRͷ-مدول C و موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنیم فرض قضیه.

هستند. برقرار زیر های گزاره صورت این در .Hi
a(M) = ٠ ،i ̸= n هر برای که بطوری باشد نامنفͬ صحیح

.C-idR Hn
a (M) ≤ C-idRM − n (١)

متناهͬ C-idR Hn
a (R) اگر تنها و اگر است دوگانͬ یRͷ-مدول C که Mداریم = R که حالتͬ در (٢)

هستند. برقرار C-idR Hn
a (R) = idR C − n = idR Hn

a (C) تساویهای بعلاوه، است.

برحسب دوگانͬ های مدول و گرنشتاین های حلقه برای سازیهایی مشخص بالا، قضیه از استفاده با ادامه در

۵.٢.٢ و [54, 2.10] نتایج همچنین شوند. مͬ بیان خاص موضعͬ کوهمولوژی های مدول GC-انژکتیو ابعاد

شوند. مͬ داده تعمیم

سوال این به ،٩.١.۴ قضیه در باشد، موضعͬ کوهن-مͺالͬ حلقه ͷی R که هنگامͬ بخش، این آخر در

آنگاه باشد، C-انژکتیو R-مدول ͷی ،C دوگانͬ شبه R-مدول موضعͬ کوهمولوژی مدول آخرین ”اگر که

موضعͬ حلقه اگر که معروف نتیجه این ابتدا دوم، بخش در شود. مͬ فراهم پاسخͬ افتاد؟“ خواهد اتفاقͬ چه

است، کوهن-مͺالͬ R آنگاه باشد، متناهͬ تصویری بعد با ناصفر کوهن-مͺالͬ R-مدول ͷی دارای R

کوهن- R-مدول ͷی دارای R موضعͬ حلقه اگر که دهیم مͬ نشان حقیقت در شود. مͬ داده تعمیم

کوهن-مͺالͬ R آنگاه است، دوگانͬ شبه R-مدول ͷی C که باشد متناهͬ C-pdR(M) با ناصفر مͺالͬ



کوهن-مͺالͬ R-مدول ͷی M و دوگانͬ شبه R-مدول ͷی C اگر که دهیم مͬ نشان ادامه در است.

تساوی و هستند متناهͬ معادل بطور GC-fdR Hn
m(M) و GC-pdRM های کمییت آنگاه باشد، n بعد با

متناهͬ تولید با R-مدول که کنیم اثباتمͬ همچنین است. برقرار GC-fdRنیز Hn
m(M) = GC-pdRM+n

.GC-fdR Hn
m(M) = GC-pdRM +n اگر تنها و اگر است کوهن-مͺالͬ متناهͬ، GC-تصویری بعد Mبا
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١ فصل

نیازها پیش

ͷیM و سره آل ایده ͷی a ناصفر، همانͬ عنصر با جابجایی نوتری حلقه ͷی R نامه، پایان این سراسر در

در باشد. مͬ Rp/pRp قسمتͬ خارج میدان دهنده نشان k(p) ،R از p اول آل ایده ͷی برای است. R-مدول

تمام مجموعه است. ͷادی-m به Mنسبت کمال دهنده Mنشان باشد موضعͬ حلقه ͷی (R,m) که حالتͬ

دهنده نشان V(a) ،R از a آل ایده ͷی برای و دهیم مͬ نشان Spec(R) نماد با را R حلقه اول های آل ایده

با و نامیم Mمͬ محمل را {p ∈ Spec(R) |Mp ̸= ٠} مجموعه است. a شامل اول های آل ایده عه مجمو

با است برابر ،Ass(M) ،M به وابسته اول های آل ایده مجموعه دهیم. مͬ نشان SuppM نماد

{p ∈ Spec(R) | p = (٠ :R x) که طوری به است موجود x ∈Mناصفر عضو }.

است شمول رابطه به نسبت SuppM مینیمال عناصر مجموعه ،M مینیمال اول های آل ایده مجموعه

آل ایده از زنجیری که است n طبیعͬ عدد بزرگترین برابر ،M کرول بعد شود. مͬ داده نشان Min(M) با و

قرارداد بنابر و dimM =∞ نباشد، موجود عددی چنین اگر باشد. موجود n طول به SuppM در اول های

p ∈ SuppM اول های آل ایده مجموعه . dimM = max{dimR/p | p ∈ SuppM} لذا .dim٠ = −١

یͺسان ،M متناهͬ کرول بعد با R-مدول شود. مͬ داده نشان Assh(M) نماد با ،dimR/p = dimM که

.Min(M) = Assh(M) که صورتͬ در شود مͬ نامیده بعد

.xm ̸= ٠ باشیم داشته M از m ناصفر عضو هر برای هرگاه نامیم، مͬ M-منظم را x ∈ R عضو

-M عضو ͷی x١ که صورتͬ در شود مͬ نامیده M-منظم دنباله ͷی ،R عناصر از x١, . . . , xn دنباله

و باشد -منظم M/(x١, . . . , xi−١)M عضو ͷی xi ،٢ ≤ i ≤ n فاصله در i هر برای باشد، منظم

،aM ̸= M باشیم داشته M متناهͬ تولید با R-مدول و R از a آل ایده برای اگر .M ̸= (x١, . . . , xn)M

و شده نامیده M روی a درجه و هستند برابر هم با a در ماکسیمال منظم های M-رشته همه طول آنگاه

در .grade(a,M) = ∞ دهیم مͬ قرار آنگاه ،M = aM اگر شود. مͬ داده نشان grade(a,M) نماد با

نشان depthM نماد با و شده نامیده M عمق M روی m درجه باشد، موضعͬ حلقه (R,m) که حالتͬ

١



٢ نیازها پیش .١

depthM = بصورت M عمق مفهوم آنگاه نباشد، متناهͬ تولید با M اگر کلͬ، حالت در شود. مͬ داده

شود. مͬ تعریف inf{i | ExtiR(R/m,M) ̸= ٠}

موضعͬ کوهمولوژی ١.١

موضعͬ کوهمولوژی های مدول درباره معروف های قضیه و نتایج اساسͬ، تعاریف برخͬ بخش این در

زمینه، این در ما اصلͬ مرجع کنیم. مͬ مرور را گیرند مͬ قرار استفاده مورد نامه پایان این طول در که را

هندسه در مهم ابزارهای از ͬͺی موضعͬ کوهمولوژی است. [46] شنزل سخنرانͬ و [7] شارپ و برادمن کتاب

قرار مطالعه مورد و معرفͬ ͷگروتندی توسط مفهوم این بار اولین آید. مͬ بشمار جابجایی جبر و جبری

کرد منتشر ١ موضعͬ کوهمولوژی عنوان تحت زمینه این در را کتابی ١٩۶٧ سال در هارتشورن و گرفت

کوهمولوژی بعد، به آن از بنابراین بود. ١٩۶١ سال در هاروارد دانشͽاه در ͷگروتندی سخنرانͬ اساسش که

R-مدول ͷی M کنیم فرض شد. جبرجابجایی و جبری هندسه زمینه در موثر ابزار ͷی به تبدیل موضعͬ

بصورت a به نسبت M از موضعͬ کوهمولوژی مدول i-امین صورت این در باشد. R از آل ایده ͷی a و

ایده به نسبت موضعͬ کوهمولوژی های مدول همچنین شود. مͬ تعریف Hi
a(M) = lim−→

n∈N
ExtiR(R/a

n,M)

کرد. محاسبه شود، مͬ معرفͬ زیر یادداشت و تعریف در که Γa(−) تابعگون بوسیله توان مͬ را a آل

است M از عناصری مجموعه دهنده نشان Γa(M) ،M R-مدول هر برای .١.١.١ یادداشت و تعریف

هر برای است. M از مدولͬ زیر ͷی Γa(M) که کنیم توجه شود. مͬ صفر a آل ایده از توانͬ توسط که

Γa(f) : Γa(M) −→ نگاشت بنابراین .f(Γa(M)) ⊂ Γa(N) داریم f : M −→ N مدولͬ R-همریختͬ

است. یRͷ-همریختͬ Γa(f)(m) = f(m) ضابطه با Γa(N)

R-مدول رسته دهنده نشان E(R) است. چپ دقیق Γa(−) : E(R) −→ E(R) a-تابی تابͽون .٢.١.١ لم

است. ها

نشان Hi
a(−) نماد با که Γa(−) تابعگون از راست شده مشتق تابعگون i-امین ،i ∈ N٠ برای تعریف٣.١.١.

تاب از a-آزاد Mرا مدول نامیم. مͬ a آل ایده به نسبت موضعͬ کوهمولوژی تابͽون i-امین را شود مͬ داده

.Γa(M) =M هرگاه نامیم، مͬ a-تابی Mرا هچنین و Γa(M) = ٠ هرگاه نامیم، مͬ

اشاره هیچ بدون اغلب نامه پایان این طول در موضعͬ، کوهمولوژی های مدول از زیر اساسͬ های ویژگͬ

شد. خواهند استفاده ارجاعͬ و

کرد عمل زیر بصورت توان مͬ Hi
a(M) محاسبه برای باشد. MیRͷ-مدول کنیم فرض [7, 1.2.3] •

گرفت نظر Mدر مدول برای را زیر انژکتیو تحلیل ابتدا که

I∗ : ٠ d−١
−→ I٠

d٠−→ I١ −→ . . . −→ Ii
di−→ Ii+١ −→ . . .

١Local Cohomology



٣ موضعͬ کوهمولوژی .١.١

است. دقیق زیر رشته که بطوری است موجود α :M −→ I٠ مانند R-همریختͬ بنابراین

٠ −→M
α−→ I٠

d٠−→ I١ −→ . . . −→ Ii
di−→ Ii+١ −→ . . .

شود مͬ حاصل زیر همبافت ،I∗ همبافت روی Γa(−) تابعگون دادن اثر با

Γa(I∗) : ٠
Γa(d−١)−→ Γa(I

٠)
Γa(d٠)−→ Γa(I

١) −→ . . . −→ Γa(I
i)

Γa(di)−→ Γa(I
i+١) −→ . . . .

است Hi
a(M) مدول همبافت، این از ،ker(Γa(d

i))/ Im(Γa(d
i−١)) مدول، همولوژی i-امین حال

Mاست. برای I∗ انژکتیو تحلیل انتخاب نحوه از مستقل یͺریختͬ تحت که

.Hi
a(M) = Hi√

a
(M) که داریم i هر برای [7, 1.2.3] •

.Hi
a(M) = ٠ داریم i > ٠ هر برای آنگاه باشد، a-تابی MیRͷ-مدول اگر [7, 2.1.7] •

.Hi
a(M) ∼= Hi

a(M/Γa(M)) داریم i > ٠ هر برای [7, 2.1.7(3)] •

.Hi
a+b(M) ∼= Hi

a(M) داریم i هر برای آنگاه باشد، b-تابی MیRͷ-مدول اگر [7, 2.1.9] •

موضعͬ. کوهمولوژی های مدول از طولانͬ دقیق رشته •

-R و ها R-مدول از کوتاه دقیق رشته ͷی ٠ −→ M١ −→ M٢ −→ M٣ −→ ٠ کنیم فرض

است. موجود زیر طولانͬ دقیق رشته صورت این در باشد. ها همریختͬ

· · · −→ Hi
a(M١) −→ Hi

a(M٢) −→ Hi
a(M٣) −→ Hi+١

a (M١) −→ · · ·

حاصل زیادی نتایج رابطه این در که است مهمͬ مسایل از ͬͺی موضعͬ کوهمولوژی های مدول شدن صفر

است. نتایج این ترین معرف از ͬͺی زیر قضیه است. شده

R از آل ایده ͷی a و MیRͷ-مدول فرضکنیم (ͷگروتندی شدن صفر (قضیه [7, 6.1.2] .۴.١.١ قضیه

.Hi
a(M) = ٠ ،i > dimM هر برای صورت این در باشد.

شود. مͬ جابجا مستقیم حد با Hi
a(−) تابعگون ،a آل ایده هر و i ∈ N٠ هر برای [7, 3.4.10] .۵.١.١ قضیه

آل ایده ͷی a ای، حلقه همریختͬ ͷی R −→ S کنیم فرض ( استقلال قضیه ) [7, 4.2.1] .۶.١.١ قضیه

.Hi
aS(M) ∼= Hi

a(M) ،i هر برای صورت این در باشد. S-مدول ͷیM و R از

یͺدست، ای حلقه Rیͷهمریختͬ −→ S فرضکنیم یͺدست) پایه تغییر (قضیه [7, 4.3.2] .٧.١.١ قضیه

.Hi
aS(M⊗RS) ∼= Hi

a(M)⊗RS داریم i هر برای صورت این در باشد. MیRͷ-مدول Rو از آلͬ ایده a
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شود. مͬ بیان کوهمولوژی های مدول بوسیله آل ایده ͷی درجه مفهوم بعدی قضیه در

که باشد چنان R از آلͬ ایده a و متناهͬ تولید با R-مدول ͷی M کنیم فرض [7, 6.2.7] .٨.١.١ قضیه

.Hi
a(M) ̸= ٠ که است iای صحیح عدد کوچͺترین دقیقا ،grade(a,M)صورت این در .aM ̸=M

از موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنیم فرض ( لیختنبام-هارتشورن شدن صفر ,7](قضیه 8.2.1] .٩.١.١ قضیه

هستند. معادل زیر های گزاره صورت این در باشد. R از سره آل ایده ͷی a و n بعد

.Hn
a (R) = ٠ (١)

نیست. m̂-اولیه ،aR̂+P که داریم P ∈ AsshR̂ اول آل ایده هر برای (٢)

M و موضعͬ حلقه ͷی (R,m) که کنیم فرض (ͷگروتندی نشدنͬ صفر ,7](قضیه 6.1.4] .١٠.١.١ قضیه

.HdimM
m (M) ̸= صورت٠ این در باشد. R روی متناهͬ تولید با ناصفر مدولͬ

R-مدول که بطوری باشد a-تابی MیRͷ-مدول فرضکنیم ( ملͺرسون ,7](قضیه 7.1.2] .١١.١.١ قضیه

است. Mآرتینͬ صورت این در است. آرتینͬ (٠ :M a)

در باشد. R-خطͬ و همورد تابعگون ͷی T : E(R) −→ E(R) کنیم فرض [7, 6.1.8] .١٢.١.١ ملاحظه

طبیعͬ تبدیل ͷی صورت این

θ : (−)⊗R T (R) −→ T (−)

یͺریختͬ ͷی θM ،M متناهͬ تولید با R-مدول هر برای آنگاه باشد، راست دقیق T اگر که است موجود چنان

است.

متناهͬ تولید با ناصفر MیRͷ-مدول و موضعͬ حلقه ͷی (R,m) فرضکنیم [7, 7.1.6] .١٣.١.١ قضیه

است. آرتینͬ یRͷ-مدول Hn
a (M)صورت این در باشد. n بعد از

باشد. متناهͬ تولید با MیRͷ-مدول و موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنیم فرض [7, 7.1.3] .١۴.١.١ قضیه

است. آرتینͬ Hi
m(M) ،i ∈ N٠ هر برای آنگاه

شد. خواهد استفاده مͺرر بطور بحث این طول در که کنیم مͬ اشاره ها نماد از برخͬ به زیر در

دادن نشان برای D(−) نماد باشد. موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنیم فرض .١۵.١.١ تذکر و نمادگذاری

E := اینجا که شود مͬ استفاده خودش به E(R) رسته از HomR(−,E) R-خطͬ و پادورد دقیق، تابعگون

طبیعͬ بطوری D(R) که کنیم توجه نامیم. مͬ Gماتلیس دوگان را D(G) ،G R-مدول هر برای .ER(R/m)

ساختار اینجا که است E های ریختͬ درون حلقه همان D(E) = HomR(E,E) و است یͺریخت E با

طبیعͬ R-همریختͬ ،G R-مدول هر برای گیریم. مͬ نظر در را اش R-مدولͬ

µG : G −→ D(D(G)) = HomR(HomR(G,E),E)
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گیریم. مͬ نظر در ،f ∈ HomR(G,E) و x ∈ G هر (f)(µG(x))برای = f(x) ضابطه با را

R-همریختͬ .E := E(R/m) و موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنیم فرض [7, 10.2.11] .١۶.١.١ قضیه

دیͽر، عبارت به است. یͺریختͬ ͷی θ(r) = r̂IdE ،r̂ ∈ R هر برای که θ : R̂ −→ HomR(E,E) طبیعͬ

داریم x ∈ E هر برای که بطوری است موجود r̂f ∈ R̂ بفرد منحصر عنصر ،f ∈ HomR(E,E) هر برای

کنیم. بیان را ماتلیس دوگانͬ قضیه توانیم مͬ اکنون .f(x) = r̂fx

( ماتلیس٢ دوگانͬ قضیه ) [7, 10.2.12] .١٧.١.١ قضیه

برقرارند. زیر گزارهای صورت این در باشد. کامل و موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنیم فرض

x ∈ E هر برای که است موجود چنان rf ∈ R بفرد منحصر عنصر ،f ∈ HomR(E,E) هر برای (١)

.f(x) = rfx داریم

است یͺریختͬ ͷی µN : N −→ D(D(N)) طبیعͬ همریختͬ ،N متناهͬ تولید با R-مدول هر برای (٢)

است. آرتینͬ D(N) و

D(A) و است یͺریختͬ ͷی µA : A −→ D(D(A)) طبیعͬ همریختͬ ،A آرتینͬ R-مدول هر برای (٣)

است. نوتری

صورت این در باشد. آرتینͬ یRͷ-مدول A و موضعͬ حلقه ͷی R کنیم فرض [7, 8.2.4] .١٨.١.١ گزاره

است. آرتینͬ R̂-مدول، Aبعنوان همچنین و A⊗R R̂ ∼= A

در .E = E(R/m) دهیم قرار و باشد موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنیم فرض [7, 10.2.8] .١٩.١.١ گزاره

t ∈ N برخͬ برای Et از مدول زیر ͷی با Mیͺریخت اگر تنها و اگر است Mآرتینͬ R-مدول صورت این

باشد.

باشد، موضعͬ R اگر که کنیم مͬ یادآوری باشد. متناهͬ تولید با و ناصفر MیRͷ-مدول کنیم فرض

موضعͬ R که هنگامͬ کلͬ، حالت در .dimM = depthM هرگاه شود، مͬ نامیده Mکوهن-مͺالͬ آنگاه

این بعلاوه باشد. Mpکوهن-مͺالͬ ،p ∈ SuppM هر برای هرگاه شود مͬ نامیده Mکوهن-مͺالͬ نباشد،

شوند. مͬ مشخصسازی موضعͬ کوهمولوژی های مدول بوسیله ها مدول از دسته

باشد. ناصفر متناهͬ تولید با R-مدول ͷی M و موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنیم فرض .٢٠.١.١ ملاحظه

،i < dimM هر برای اگر تنها و اگر است Mکوهن-مͺالͬ که کند مͬ ایجاب ٨.١.١ قضیه صورت این در

.Hi
m(M) = ٠

٢Matlis �Duality Theorem
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از تعمیمͬ بعنوان هستند. جالب مطالعه برای و دارند خوبی بسیار های ویژگͬ کوهن-مͺالͬ های مدول

های اندیس برای آنها موضعͬ کوهمولوژی مدول که گیریم مͬ نظر در را هایی مدول ها، مدول از کلاس این

هستند. مولد متناهͬ بعد، از کمتر

یافته تعمیم کوهن-مͺالͬ ،(R,m) موضعͬ حلقه ͷی روی متناهͬ تولید با مدول ͷی .٢١.١.١ تعریف

.mnHi
m(M) = ٠ ،i < dimM هر برای و n ∈ N برخͬ برای هرگاه شود، مͬ نامیده

باشد. متناهͬ تولید با MیRͷ-مدول و موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنیم فرض [7, 9.5.7] .٢٢.١.١ قضیه

برقرارند. زیر های گزاره صورت این در

dimR/p = که داریم p ∈ Ass(M) \ {m} هر برای آنگاه باشد، یافته تعمیمͬ Mکوهن-مͺالͬ اگر (١)

است. کوهن-مͺالͬ Rq-مدول ͷیMq ،q ∈ SuppM \ {m} هر برای و dimM

اگر ،(١) عکس بعنوان (٢)

باشد، منظم حلقه ͷی همریخت تصویر R (الف)

و dimR/p = dimM ،p ∈ Min(M) هر برای (ب)

باشد. کوهن-مͺالͬ Rq-مدول ͷیMq ،q ∈ SuppM \ {m} هر برای (ج)

است. یافته تعمیم کوهن-مͺالͬ MیRͷ-مدول آنگاه

تصویر که موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنیم فرض موضع٣ͬ) دوگانͬ (قضیه [7, 11.2.6] .٢٣.١.١ قضیه

D(−) := و E := E(R/m) دهید قرار باشد. n بعد با (S, n) موضعͬ گرنشتاین حلقه ͷی همریخت

همریختͬ صورت این در .Hom(−,E)

ϕ := (ϕi)i∈N٠ : (H
i
m(−))i∈N٠ −→ (D(Extn−i

S (−, S)))i∈N٠

بعلاوه، است. موجود E(R) رسته به E(R) رسته از همورد های تابعگون از منفͬ قویا متصل های دنباله از

با R-مدول هر برای بویژه، است. یͺریختͬ ͷی M متناهͬ تولید با R-مدول هر و i ∈ N٠ هر برای ϕiM
،i ∈ Z هر Mو متناهͬ تولید

Hi
m(M) ∼= D(Extn−i

S (M,S)).

شرط در که است های مدول کلاس در مشمول کوهن-مͺالͬ های مدول کلاس موضعͬ، حلقه ͷی روی

صدق سر (Sn) شرط Mدر متناهͬ تولید با R-مدول ،n نامنفͬ صحیح عدد برخͬ برای کنند. مͬ صدق سر

کوهن-مͺالͬ، مدول .depthMp ≥ min{n,dimMp} باشیم داشته p ∈ SuppM هر برای هرگاه کند، مͬ

٣Local �Duality Theorem
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مدول های ویژگͬ از برخͬ و تعریف ادامه، در کند. مͬ صدق n ≥ ٠ هر برای (Sn) شرط در که است مدولͬ

کنیم. مͬ یادآوری را مدول ͷی برای متعارف

موضعͬ گرنشتاین حلقه همریخت تصویر و موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنیم فرض [46] .٢۴.١.١ تعریف

دهیم مͬ Mقرار متناهͬ تولید با R-مدول برای صورت این در باشد. (S, n)

KM = ExtdimS−dimM
S (M,S)

که دید توان مͬ آنگاه باشد، R دوگانͬ همبافت DR اگر که کنیم توجه نامیم. مͬ M متعارف مدول را آن و

از ١٠ فصل به شده مشتق رسته زمینه در بیشتر اطاعات برای .KM
∼= HdimS−dimM (RHomR(M,DR))

کنید. مراجعه [53]

باشد. متناهͬ تولید با R-مدول ͷیM و ٢۴.١.١ در مفروض حلقه R کنیم فرض [46, 1.9] .٢۵.١.١ لم

برقرارند. زیر احͺام آنگاه

.(KM )p ∼= KMp آنگاه ،dimMp + dimR/p = dimM باشیم داشته p ∈ SuppM هر برای اگر (١)

.dimM = dimKM بنابراین AssKM؛ = {p ∈ AssM | dimR/p = dimM} (٢)

کند. مͬ صدق (S٢) شرط در KM (٣)

حلقه و باشد d بعد با بعد یͺسان متناهͬ، تولید با MیRͷ-مدول کنیم فرض [46, 1.14] .٢۶.١.١ قضیه

صحیح عدد برای زیر احͺام صورت این در باشد. گرنشتاین حلقه ͷی همریخت تصویر (R,m) موضعͬ

هستند. معادل k ≥ ١

کند. مͬ صدق Sk شرط Mدر (١)

هر برای و است) تکریختͬ k = ١ (برای است یͺریختͬ τM : M −→ KKM
طبیعͬ نگاشت (٢)

.Hn
m(KM ) = ٠ داریم d− k + ٢ ≤ n < d

دهیم مͬ قرار باشند. R حلقه از هایی آل ایده b و a کنیم فرض [50, 1.5] .٢٧.١.١ نمادگذاری

W (a, b) = { p ∈ Spec(R) | an ⊆ p+ b ،nمثبت صحیح عدد برخͬ .{برای

در محمل Mبا از ی عناصر از متشͺل که Mاست از مدولͬ زیر دهنده نشان Γa,b(M) ،M R-مدول برای

.Γa,b(M) = { x ∈M | Supp(Rx) ⊆W (a, b)} یعنͬ Wاست (a, b)
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و ٠ ⊂ Γa,b(R) ⊂ R که بطوری باشند R از هایی آل ایده b و a کنیم فرض [54, 3.1] .٢٨.١.١ گزاره

داریم آنگاه باشد. R حلقه از صفر آل ایده برای زائد غیر تجزیه ͷی (٠) =
∩m

i=١ qi

Γa,b(R) =
∩

√
qi /∈W (a,b)

qi.

متناهͬ تولید با MیRͷ-مدول و کامل موضعͬ، حلقه ͷی (R,m) فرضکنیم [50, 5.11] .٢٩.١.١ قضیه

صورت این در باشد. n بعد از

HomR(H
n
a (M),E(R/m)) ∼= Γm,a(KM ).

MیRͷ-مدول که بطوری باشند R حلقه روی هایی مدول N Mو فرضکنیم [33, 4.2] .٣٠.١.١ گزاره

هستند. موجود زیر R-مدولͬ های یͺریختͬ ،i > ٠ هر برای آنگاه است. m-تابی

ExtiR(M,N) ∼= ExtiR(M,N ⊗R R̂) ∼= Exti
R̂
(M,N ⊗R R̂).

است، Mمینͬ-ماکس و آرتینͬ A که باشند هایی R-مدول ،M و A کنیم فرض [33, 4.3] .٣١.١.١ قضیه

داریم i > ٠ هر برای آنگاه، است. M/Nآرتینͬ که بطوری است نوتری مدولͬ زیر Mدارای یعنͬ

ExtiR(A,M) ∼= Exti
R̂
(HomR(M,E(R/m)),HomR(A,E(R/m))).

در جالبی مسائل و نتایج آمدن بوجود به منجر جبری های ورایته با ارتباطش و ͬͺکوهمولوژی بعد مطالعه

است. شده موضعͬ جبر

زیر بصورت R حلقه از a آل ایده ͷی به Mنسبت ͬͺکوهمولوژی بعد ،M R-مدول برای .٣٢.١.١ تعریف

شود. مͬ تعریف

cd(a,M) = sup{i ∈ Z | Hi
a(M) ̸= ٠}.

با هایی مدول N و M کنیم فرض و باشد R حلقه از آل ایده ͷی a کنیم فرض [11, 2.2] .٣٣.١.١ قضیه

.cd(a, N) ≤ cd(a,M)صورت این در .Supp(N) ⊆ Supp(M) که بطوری باشند R روی متناهͬ تولید

کنیم مͬ یادآوری کنیم. مͬ گردآوری را ͬͺکوهمولوژی بعد مفهوم معروف های ویژگͬ از برخͬ ادامه، در

کند، مͬ صدق M ̸= aM شرط در که M متناهͬ تولید با مدول ͷی به نسبت a آل ایده ͷی ارتفاع که

شود. مͬ تعریف htM a = min{dimMp| p ∈ V(a)}بصورت

برقرار زیر های گزاره صورت این در باشد. R حلقه از آل ایده ͷی a کنیم فرض [11, 2.1] .٣۴.١.١ گزاره

هستند.

.htM a ≤ cd(a,M) ≤ dimM ،M متناهͬ تولید با R-مدول هر برای (١)


