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تشر
استاد ب�ͳدری΅ زحمات از م�ͳدانم خود وظیفه رسیده، سرانجام به پایان�نامه این خداوند فضل به که Έاین

ارجمند استاد راهنما، استاد سمت با فراوانشان زحمات و راهنمای�ͳها خاطر به ͳمیمن حمیدرضا دکتر ͳگرام

کنم. تشر مشاور استاد سمت با ͳویاس عبدالرضا استاد و ͳباش زعیم ͳعل دکتر



چیده

v نمایش ،G همبند گراف در v رأس و رئوس از W = {w١,w٢, ...,wk} شده مرتب مجموعه برای

ͳتای-k بردار ،W به نسبت

cW = (d(v,w١), d(v,w٢), .., d(v,wk))

هرگاه است G برای جداکننده�ای W مجموعه است. x, y رأس دو بین فاصله نمایش d(x, y) که است

،G جداکننده مجموعه Έی اندازه مینیمم Wباشند. به نسبت متمایزی نمایش�های دارای ،G متمایز رئوس

است. شده ͳبررس گراف�ها از Έکلاسی خانواده�های Έمتری بعد همچنین است. شده� ارائه آن Έمتری بعد

شده مشخص است n−٢ یا n−١ ،١ آن�ها Έمتری بعد و هستند n مرتبه دارای که گراف�ها از ͳخانواده�های

ͳدکارت حاصل�ضرب Έمتری بعد همچنین است. شده ارائه درخت Έمتری بعد محاسبه برای ͳفرمول و است

گراف از L(G) ͳخط گراف Έمتری بعد ادامه در است. شده ͳبررس G⊙H ͳتاج حاصل�ضرب و G◻H

است. شده استفاده [٩] [٧]و ،[۴]،[٢] مراج΄ از بیشتر پایان�نامه این نΎارش در است. شده مطالعه G

حاصل�ضرب ،ͳحاصل�ضربدکارت ،Έمتری بعد ،Έمتری پایه جداکننده، مجموعه فاصله، کلماتکلیدی:

.ͳخط گراف ،ͳتاج

آ
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مقدمه

سال در اسلیتر٣ مستقلا و ملتر٢ و هرری١ توسط بار اولین گراف�ها در موقعیت و پذیری ͳجدای مفهوم

ͳشیم در بنیادی مسأله Έی واق΄ در است. شده گرفته نشأت ͳشیم از موضوع این ایده�ی شد. ارائه ١٩۵٧

نمایش�های متمایز ترکیبات که ͳطریق به است ͳشیمیای ترکیبات از مجموعه�ای برای ͳریاض نمایش�های تأمین

برچسب�های که داد نمایش ͳگراف به�صورت م�ͳتوان را ͳشیمیای ترکیب Έی ساختمان باشند. داشته متمایز

نظری تعبیر Έی پس است. آن�ها بین پیوند�های انواع و اتم�ها نشان�دهنده�ی به�ترتیب آن یال�های و رئوس

نمایش�های متمایز رئوس که است ͳطریق به متناظر گراف رئوس برای ͳنمایش�های تأمین مسأله این از گراف

باشند. داشته متمایز

این به مسائل این از ͳی دارد. کاربرد سه سنجش مسائل به معروف مسائل حل در همچنین مفهوم این

است: شرح

سنجش تعداد چه هستند. (ͳتقلب)ͳگرم ٩ آن�ها ͳباق و گرمͳ(اصل) ١٠ آن�ها از تعدادی داریم، سه n

کنیم؟ پیدا را ͳتقلب سه�های تمام تا است لازم سه�ها از مجموعه�ای زیر برای ͳوزن

این دیΎر کاربردهای از کرد. مطرح روبات�ها ناوبری و هدایت در را مفهوم این کاربرد اسلیتر همچنین

موقعیت تعیین و ͳصوت امواج Έکم به دریای�ͳها زیر تشخیص قدرت ،ͳترکیب بهینه�سازی به م�ͳتوان مفهوم

کرد. اشاره شبه Έی در مزاحم Έی

بعد و آوردند بدست G همبند گراف Έمتری بعد برای را ͳکران�های مرج΄[۴] در همارانش و چارترند۴

کردند. مشخص را کامل گراف�های و مسیرها درخت�ها، مثل گراف�ها از Έکلاسی ͳخانواده�های Έمتری

گراف دو کرونای حاصل�ضرب و ͳدکارت حاصل�ضرب Έمتری بعد [١١] و [٢] مراج΄ در دیΎری مطالعات

کردند. مشخص را

مرج΄ در جان�نثاری۵ همچنین است. شده ͳبررس Gگراف از L(G) ͳخط گراف Έمتری بعد [٧] مرج΄ در

بدست آن مرتبه و گراف کمر برحسب ͳکران است، دور دارای که G همبند گراف Έمتری بعد برای [٩]

است. آورده
١Harary
٢Melter
٣Slater
۴Chartrand
۵ Jannesari

د



است. شده پرداخته Έمتری بعد زمینه در دستاوردها و مطالعات این به پایان�نامه این در

ه�



١ فصل

ͳمقدمات مفاهیم



ͳΎهمسای باز، ͳΎهمسای فاصله، مانند پایان�نامه این برای لازم ͳمقدمات مفاهیم ͳمعرف به فصل این در

درباره ͳقضایای ادامه در م�ͳپردازیم. Έمتری بعد و Έمتری پایه جداکننده، مجموعه جداکننده، رأس بسته،

م�ͳکنیم. بیان ازگراف�ها ͳخانواده�های Έمتری بعد

اولیه مفاهیم ١.١

نوشتن برای هستند. ساده و همبند ͳگراف�های بحث، مورد گراف�های که فرضم�ͳکنیم بخش این سرتاسر در

است. شده استفاده [۵] و [۴] ، مراج΄[١] از بخش این مطالب

نمایش d(u, v) با که آنهاست بین مسیر کوتاهترین برابر Gگراف در u, v رأس دو فاصله تعریف١.١.١.

م�ͳشود. داده

برای دهیم، نمایش u ∼ v نماد با را G = (V,E) گراف از v و u مجاور رأس دو اگر تعریف٢.١.١.

G در v همسایه�های مجموعه برابر م�ͳشود، داده نمایش NG(v) با که G در v باز ͳΎهمسای ،G در v رأس

v بسته ͳΎهمسای NG[v] = NG(v)⋃{v} مجموعه .NG(v) = {u ∈ V ∶ u ∼ v} دیΎر به�عبارت است.

م�ͳشود. نامیده G در

هرگاه م�ͳکند جدا را v و uرأس دو w ∈ V (G)رأس گوییم تعریف٣.١.١.

d(u,w) ≠ d(v,w).

،v و u متمایز رأس دو هر برای هرگاه، است G جداکننده مجموعه Έی W ⊆ V گوییم تعریف١.١.۴.

کند. جدا را u, v رأس دو که باشد موجود w ∈W رأس

٢



١ از که باشد Gرئوس از مرتب مجموعه�ای Wزیر = {w١,w٢, ...,wk} فرض�کنید نمادگذاری١.١.۵.

مرتب ͳتای k است، شده گذاری برچسب k تا

r(v∣W ) = (d(v,w١), d(v,w٢), ..., d(v,wk))

Wم�ͳنامیم. به نسبت v نمایش را

تساوی G از u, v رأس دو هر برای گاه هر است G جداکننده مجموعه W مجموعه .۶.١.١ تعریف

.u = v کند ایجاب ،r(u∣W ) = r(v∣W )

G گراف Έمتری پایه است، اندازه کمترین دارای که را G گراف جداکننده مجموعه .٧.١.١ تعریف

م�ͳنامند.

اندازه مینیمم برابر م�ͳشود داده نمایش µ(G) یا dim(G) با که G گراف Έمتری بعد .٨.١.١ تعریف

است. G جداکننده مجموعه

بΎیرید. نظر در (١.١) شل در را Gگراف .٩.١.١ مثال

Gگراف :١.١ شل

ͳطرف از .r(v٢∣W١) = (١,١) = r(v۴∣W١) چون نیست، G جداکننده W١ = {v١, v٣} مجموعه

از: W٢عبارتند به نسبت Gرئوس نمایش�های زیرا است، G W٢جداکننده = {v١, v٢, v٣} مجموعه

r(v١∣W٢) = (٠,١,١), r(v٢∣W٢) = (١,٠,١), r(v٣∣W٢) = (١,١,٠)

r(v۴∣W٢) = (١,٢,١), r(v۵∣W٢) = (٢,١,١).

٣



جداکننده ͳتنهای رأس Ϳهی برایGاستو کوچتر اندازه از مجموعه�ایجداکننده W٣نیز، = {v١, v٢} چون

است. dim(G) = ٢ و گراف پایه ΈیW٣ لذا نیست، G

W = {w١,w٢, ...,wk} مرتب مجموعه زیر هر و G همبند گراف هر برای که کنید توجه .١٠.١.١ نته

نسبت G دیΎر رئوس نمایش مختصات امین i و است صفر برابر r(wi∣W مختصات( امین i ،Gرئوس از

یا هست G جداکننده Wمجموعه ⊆ V (G) مجموعه اینه ͳبررس برای بنابر�این است. مثبت Wعددی به

دهیم. قرار توجه مورد را V (G) −W رئوس کافیست نه،

جدا�کننده مجموعه دو ( v ∈ V (G) هر (برای V (G)−{v} و V (G) مجموعه�های زیر .١١.١.١ نتیجه

هستند. G ͳبدیه غیر همبند گراف هر برای

آنΎاه باشد، n ⩾ ٢ مرتبه از همبند ͳگراف G اگر .١٢.١.١ نتیجه

١ ⩽ dim(G) ⩽ n − ١.

متریΈگراف بعد برای ͳکران�های ٢.١

داد. خواهیم ارائه Έمتری بعد برای گراف درجه ماکسیمم یا قطر حسب بر ͳکران�های بخش این در

k مثبت صحی عدد کوچترین برابر f(n, d) نماد ،d و n مثبت صحی عدد دو برای تعریف١.٢.١.

کند. صدق k + dk ⩾ n نامساوی در که است

آنΎاه باشد، d قطر و n ⩾ ٢ مرتبه از همبند ͳگراف G اگر [۴] .٢.٢.١ قضیه

f(n, d) ⩽ dim(G) ⩽ n − d.

فرض�کنید و d(u, v) = d به�طوری�که u, v ∈ V (G) فرض�کنید م�ͳسازیم. را بالا کران ابتدا اثبات.

فرض�کنید باشد. d به�طول مسیری u − v ، u = v٠, v١, ..., vd = v

W = V (G) − {v١, v٢, ..., vd}.

n − d اندازه با G کننده جدا مجموعه W درنتیجه .d(u, vi) = i داریم u ∈ W و ١ ⩽ i ⩽ d برای چون

.dim(G) ⩽ n − d بنابراین است.

۴



رأس هر نمایش چون باشد. k اندازه با G برای پایه�ای B فرض�کنید بΎیرید. نظر در را پایین کران حال

تمام و است d از نابیشتر صحی عدد آن مختص هر که است ͳتای- k برداری B به نسبت V (G) −B از

نتیجه در هستند، متمایز ͳتای- k بردارهای از نمایش تا n − k

dk ⩾ n − kÔ⇒ k + dk ⩾ nÔ⇒ f(n, d) ⩽ k = dim(G).

∎

است. قضیه(٢.٢.١)دقیق بالای کران در شده داده نامساوی

قضیه در پایین کران آنΎاه ،d = diam(G) ⩾ ۴ و dim(G) ⩾ ٢ اگر ،G همبند گراف برای .٣.٢.١ لم

باشد. دقیق نم�ͳتواند (٢.٢.١)

که دارد وجود dim(G) = k ⩾ ٢ و d ⩾ ۴ قطر ،n مرتبه از G گراف فرض�کنید برعس، اثبات.

بΎیرید. درنظر G برای پایه�ای Wرا = {w١,w٢, ...,wk} مجموعه .k + dk = n

به�عنوان باید هستند d از نابیشتر مثبت صحی اعداد آن�ها مؤلفه�های که ͳهای�ͳتای- k تمام دراین�صورت

ͳتای- k چون است. dk = n − k برابر آن�ها تعداد زیرا شوند. Wظاهر به نسبت G رئوس از ͳرأس نمایش

پس م�ͳشود، ظاهر (١,١, ...,١)

d(w١,w٢) ⩽ ٢.

اما، .d(v,w١) = ١ درنتیجه .r(v∣W ) = (١,۴, ...) داریم G از v مانند ͳرأس برای

d(v,w٢) = ۴ > ١ + ٢ ⩾ d(v,w١) + d(w١,w٢) ،

∎ ندارد. وجود ͳگراف چنین پس است. تناقض در ͳمثلث نامساوی با که

∆(G) با که آن درجه ماکسیمم حسب بر G همبند گراف Έمتری بعد برای دقیق�تری پایین کران حال

م�ͳدهیم. ارائه م�ͳشود داده نمایش

آنΎاه باشد، همبند و ͳبدیه غیر ͳگراف G اگر [۵] .۴.٢.١ قضیه

dim(G) ⩾ ⌈log٣(∆(G) + ١)⌉.

۵



ͳΎهمسای را N(v) به�علاوه باشد. ∆(G) درجه از ͳرأس v ∈ V (G) و dim(G) = k فرض�کنید اثبات.

بΎیرید. G برای پایه�ای را B = {u١, u٢, ..., uk} و v باز

دارد. وجود حالت سه d(u,ui) برای آنΎاه u ∈ N(v) اگر

. d(u,ui) = d(v, ui) ( ١ حالت

داریم ،u ∼ v چون این�حالت در . d(u,ui) < d(v, ui) ( ٢ حالت

d(u,ui) = d(v, ui) − ١.

داریم ،u ∼ v چون این�حالت در . d(u,ui) > d(v, ui) ( ٣ حالت

d(u,ui) = d(v, ui) + ١.

است. d(v, ui) − ١ یا d(v, ui) + ١ ،d(v, ui) مقادیر از ͳی برابر ١ ⩽ i ⩽ k هر برای d(u,ui) بنابراین

رئوس نمایش چون نوشت. م�ͳتوان متمایز ͳتای-k تا ٣k بالا مقدار سه با .∣N(v)∣ = ∆(G) به�علاوه

درنتیجه ،∆(G) ⩽ ٣k − ١ داریم هستند متمایز های ͳتای- k ،B به نسبت N(v)

log٣٣k ⩾ log٣(∆(G) + ١)،

∎ شد. خواهد برقرار حم لذا

صحی عدد دو هر برای ͳیعن باشد. برقرار م�ͳتواند همیشه پایین کران این برای تساوی حالت .۵.٢.١ نته

به�طوری�که دارد وجود Gk,∆ همبند گراف کنند، صدق ٣k =∆ + ١ رابطه در که ∆ و k

∆(Gk,∆) =∆ و dim(Gk,∆) = k.

گراف�ها متریΈخانواده�هایکلاسیΈاز بعد ٣.١

بعد برای ͳفرمول و شده مشخص هستند n−٢ یا n−١ ،١ بعد دارای که n مرتبه از ͳگراف�های بخش دراین

شد. خواهد ارائه درخت Έمتری

.G = Pn اگر فقط و اگر است، Έی بعد دارای n مرتبه از G همبند گراف [۴] .١.٣.١ قضیه

داریم (٢.٢.١) قضیه از .f(n, d) = ١ و d = diam(G) = n − ١ در�این�صورت ،G = Pn اگر اثبات.

۶



f(n,n − ١) ⩽ dim(Pn) ⩽ n − (n − ١).

.dim(G) = ١ بنابراین

برای باشد. آن برای پایه�ای W = {w} و dim(G) = ١ با همبندی گراف G فرض�کنید عس، برای

رئوس نمایش چون است. n از کمتر مثبت صحی عدد Έی r(v∣W ) = d(v,w) ،G از v رأس هر

در�نتیجه .d(u,w) = n − ١ به�طوری�که دارد وجود u ∈ V (G) رأس پس هستند متمایز W به نسبت G

∎ .G = Pn م�ͳکند ایجاب که ،diam(G) = n − ١

.G =Kn اگر فقط و اگر است، n − ١ بعد دارای n ⩾ ٢ مرتبه از G همبند گراف [۴] .٢.٣.١ قضیه

اگر بΎیرید. درنظر آن برای پایه�ای Wرا و n ⩾ ٢ که بΎیرید نظر Knدر کامل گراف را Gگراف اثبات.

بغیر رئوس تمام شامل باید G جداکننده مجموعه هر بنابراین است. ١ برابر r(u∣W ) از مولفه هر ،u ∉W

.dim(G) = n − ١ پس باشد. آن�ها از ͳی از

نیست، کامل که باشد dim(G) = n − ١ با n ⩾ ٢ مرتبه از همبند ͳگراف G کنید فرض قضیه عس برای

∎ .G =Kn پس م�ͳشود. حاصل تناقض و dim(G) ⩽ n − ٢ داریم (٢.٢.١) قضیه بنابه پس

شوند افراز V١ ∪ V٢ ∪ ... ∪ Vp به آن رئوس مجموعه که باشد همبند ͳگراف G کنید فرض .٣.٣.١ لم

Έی Vi یا باشند داشته یسان باز ͳΎهمسای آن رئوس و باشد مستقل Vi ،(١ ⩽ i ⩽ p) برای به�طوری�که

دراین�صورت باشند، داشته یسان بسته همسای�ͳΎهای آن رئوس و کند القا را خوشه

dim(G) ⩾ (∣V١∣ − ١) + ... + (∣Vp∣ − ١)

آنΎاه باشد، G جداکننده S اگر اثبات.

S = S ∩ V = S ∩ (V١ ∪ ... ∪ Vp) = ⋃P
i=١(S ∩ Vi).

.∣Si∣ ⩽ ∣Vi∣ − ٢ که دارد وجود ١ ⩽ i ⩽ P Sو = {x١, ..., xt} کنید فرض .∣S∣ = ∑P
i=١ ∣S ∩ Vi∣ درنتیجه

نیست. S در که داریم Vi در رأس دو حداقل دراین�صورت

م�ͳگیریم. درنظر را حالت دو .v١, v٢ ∈ Vi − S کنید فرض

م�ͳگیریم. نظر در را زیرحالت دو xj ∈ Vi که xj ∈ S هر برای ( ١ حالت

٧



یسان باز ͳΎهمسای پس هستند. مستقل v١, v٢, xj دراین�صورت باشند. مستقل Vi رئوس (١ زیرحالت

درنتیجه مجاورند. Vk(k ≠ i) به متعلق vm مانند ͳرأس با ͳیعن دارند.

d(v١, xj) = d(v٢, xj).

هم دراین�صورت که م�ͳکند القا خوشه Έی Vi پس نباشند، مستقل Vi رئوس (٢ زیرحالت

d(v١, xj) = d(v٢, xj).

م�ͳگیریم. نظر در زیرحالت دو (k = ١, ..., p, (k ≠ i))xj ∈ Vk که xj ∈ S هر ( ٢ حالت

v١, v٢ کنید فرض دارند. یسان باز ͳΎهمسای v١, v٢ دراین�صورت باشند. مستقل Vi رئوس (١ زیرحالت

دارد. وجود xj به vk از مسیری است، همبند G چون باشند. مجاور vk مثلا ͳΎهمسای این از عضوی با

درنتیجه

d(v١, xj) = d(v٢, xj).

Vi دیΎر رئوس تمام با v١, v٢ درنتیجه م�ͳکنند. القا خوشه Έی پس نباشند. مستقل Vi رئوس (٢ زیرحالت

xj به مسیر Έی آن�ها مشترک مجاور هر از است همبند G چون و یسان بسته ͳΎهمسای ͳیعن مجاورند.

درنتیجه دارد. وجود

d(v١, xj) = d(v٢, xj).

است. تناقض در S بودن جداکننده فرض با که ،r(v١∣S) = r(v٢∣S) داریم حالات این ͳتمام در

داریم Έمتری بعد تعریف بنابه .∣S ∩ Vi∣ ⩾ ∣Vi∣ − ١ داریم ١ ⩽ i ⩽ P هر برای درنتیجه

dim(G) ⩾ (∣V١∣ − ١) + ... + (∣Vp∣ − ١).

∎

گراف�ها، این واق΄ در کردیم. مشخص هستند n − بعد١ دارای که را n مرتبه از ͳگراف�های قبل درقضیه

م�ͳکنیم. بندی رده دارند، n − ٢ بعد که را n مرتبه از ͳگراف�های ادامه در هستند. کامل گراف�های

G+H گراف Hاست. Gو مجزای اجتماع G∪Hنمایش ،H Gو گرافهای برای نمادگذاری٣.١.۴.

م�ͳآید. بدست H رئوس تمام به Gرأس هر اتصال با که است H و G الحاق از آمده بدست گراف نمایش

٨



اگر dim(G) = n− دراین�صورت٢ باشد. n ⩾ ۴ مرتبه از همبند ͳگراف G فرض�کنید [۴] .۵.٣.١ قضیه

اگر تنها و

G =Ks,t(s, t ⩾ ١) ، G =Ks + (K١ ∪Kt)(s, t ⩾ ١) یا G =Ks +Kt(s ⩾ ١, t ⩾ ٢).

رئوس اگر که شد ثابت قبل لم در چون هستند. n−٢ بعد دارای قضیه در شده ذکر گراف�های تمام اثبات.

یسان باز ͳΎهمسای رئوسش و باشد مستقل Vi هر به�طوری�که شوند افراز V١ ∪V٢ ∪ ...∪Vp به گراف Έی

دراین�صورت باشند، داشته یسان بسته ͳΎهمسای آن رئوس و کند القا خوشه Έی Vi یا باشند داشته

dim(G) ⩾ (∣V١∣ − ١) + ... + (∣Vp∣ − ١).

نیست کامل G چون ،(٢.٣.١) قضیه طبق .dim(G) ⩾ n − ٢ داریم گراف�ها این ͳتمام درمورد بنابراین

باشد. n − ١ نم�ͳتواند dim(G)

قضیه بنابه .dim(G) = n − ٢ که باشد n ⩾ ۴ مرتبه از همبند ͳگراف G کنید فرض قضیه، عس برای

نیست). کامل G و dim(G) = n − ٢ ⩽ n − d (چون diam(G) = ٢ ،(٢.٣.١) و (٢.٢.١)

.G = Ks,t که دارند وجود s, t ⩾ ١ مثبت و صحی اعداد است، دو قطرش چون باشد ͳبخش دو G اگر

کوچترین Cr فرضکنید است. فرد دور Έی شامل G درنتیجه نباشد. ͳبخش Gدو که فرضکنید بنابراین

-دور k شامل G اگر است. G از ͳالقای دوری Cr مطمئنا .r = ٣ م�ͳکنیم ادعا باشد. G فرد دور

اندازه از G جداکننده مجموعه W = V (G) − {v٢, v٣, v۴} آنΎاه ،k ⩾ ۵ که باشد v١, v٢, ..., vk, v١

آنΎاه ،w١ = v١,w٢ = v۵ بΎیریم درنظر اگر زیرا است، n − ٣

r(v٢∣W ) = (١, s, ...), r(v٣∣W ) = (٢,٢, ...), r(v۴∣W ) = (t,١, ...),

به�طول ͳالقای دور G درنتیجه است. تناقض که ،dim(G) ⩽ n − ٣ پس ∣W ∣ = n − ٣ چون .s, t ⩾ ٢ که

است. مثلث شامل G و r = ٣ پس ندارد. k ⩾ ۵

فرض�کنید .∣Y ∣ ⩾ پس٣ است، مثلث Gشامل چون Gباشد. خوشه بزرگترین رئوس مجموعه Y فرضکنید

وجود s, t صحی اعداد آنΎاه ،∣U ∣ = ١ اگر .∣U ∣ ⩾ ١ نیست کامل G چون باشد. U = V (G) − Y

از .t ⩾ ١ نیست کامل G چون و s ⩾ ١ است همبند G چون حال، .G = Ks + (K١ ∪Kt) که دارند

است. رئوس از مستقل مجموعه�ای U که م�ͳدهیم نشان ابتدا .∣U ∣ ⩾ ٢ فرض�کرد م�ͳتوان مشاهدات این

٩


