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تعالͬ بسمه

اصالت اثر تعهدنامه

پژوهشͬ کار حاصل که پایانامه این در مندرج مطالب که مͬ�شوم متعهد فر یوسفͬ مرضیه اینجانب

مطابق است، شده استفاده آن�ها از پژوهش این در که دیͽران پژوهشͬ دستاوردهای و است اینجانب

مدرک هیچ احراز برای قبلأ پایانامه این است. گردیده ذکر ومآخذ منابع فهرست در و ارجاع مقررات

صادر تحصیلͬ مدرک زمان) هر (در تخلف اثبات صورت در است. نشده ارایه بالاتر یا سطح هم

. شد خواهد ساقط اعتبار از دانشͽاه توسط شده

مͬ�باشد. رجایی شهید دبیر تربیت دانشͽاه به متعلق اثر این معنوی و مادی حقوق کلیه

فر یوسفͬ مرضیه خانوادگͬ: نام و نام

امضاء

(داخلͬ ٢٩٧٠٠۶٠ -٩ تلفن ١۶٧٨۵ - پست١۶٣ͬ صندوق کدپست١۶٧٨٨ͬ- - لویزان - تهران

sru@sru.ac.irͬͺترونیͺال پست ٢٢٩٧٠٠١١ نمابر (٢٣۴٧



پایه دانشکده�یعلوم

برایمعادلات ژاکوبی همگراییروشهم�محلیطیفی آنالیز

ضعیف طور به منفرد کرنل با ولترا انتگرال

نگارش:

فر یوسفی مرضیه

اصل ملاپور رضا دکتر راهنما: استاد

صفدری حمید دکتر مشاور: استاد

ارشد کارشناسی برایدریافتدرجه پایان�نامه

کاربردی ریاضی رشته در

١٣٩٣ خرداد





به تقديم

آنانیکهستارهیادشاندرآسماندلهایمان

ی خاطره از زیبا تجسمی و کند نورافشانیمی

. گذارند می یادگار به قلبمان ی کلبه در را بهار

” صبورم مادر و عزیزم پدر به تقدیم ”



تشکر و تقدیر

ندانند او های نعمت شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خدای سپاس

معصوم، طاهران او، پاك خاندان و محمˁد بر دورد و سلام و نتوانند. گزاردن را او حق کوشندگان، و

رستاخيز... روز تا ايشان دشمنان بر پيوسته نفرين و است؛ وجودشان وامدار وجودمان که آنان هم

او، ی شائبه بی زحمات از قدردانͬ مقام در که است آن از اجˁل معلم، منزلت و جایͽاه ͷش بدون

انسانͬ از سپاس معلم، از تجلیل که آنجایی از اما بنگاریم. چیزی ناتوان، دست و قاصر زبان با

اند، سپرده دستش به که را هایی امانت سلامت و کند مͬ تامین را آفرینش غایت و هدف که است

: ”ˁجل و ˁعز الʓˊه یشͺر لم المخلوقین من المنعم یشͺر لم من ” باب از و وظیفه حسب بر تضمین؛

کشیده عفو قلم من، درشتͬ و کوتاهͬ بر همواره که بزرگوارم... معلم دو عزیزم...این مادر و ازپدر

داشت چشم بی یاوری و یار زندگͬ های عرصه تمام در و اند گذشته هایم غفلت کنار از کریمانه و

اند؛ بوده من برای

هیچ از فروتنͬ، و خلق حسن با صدر، سعه کمال در که ملاپور دکتر آقای جناب گرانقدر؛ استاد از

گرفتند؛ عهده بر را رساله این راهنمایی زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در ͬͺکم

گرفتند؛ عهده بر را رساله این مشاوره زحمت که صفدری دکتر آقای جناب ، محترم استاد از

تشͺر کمال شدند؛ متقبل را رساله این داوری زحمت که دکترمسͽرانͬ آقای جناب ؛ فرزانه استاد از و

دارم. را قدردانͬ و

. گوید سپاس را آنان زحمات از بخشͬ خردترین، این که باشد



چͺیده

هسته با دوم نوع از ولترا انتگرال معادلات برای ژاکوبی محلͬ هم طیفͬ روش ͷی ، پایانامه این در

مͬ�گیرد قرار بررسͬ مورد زیر کلͬ فرم به ضعیف منفرد

y (t) = g (t) +

∫ t

0

(t− s)−µK (t, s) y (s) ds

متغیرها تغییر و تبدیل عملͽرهای از استفاده با ابتدا است شده برگرفته [١] مرجع از که روش این در

است تعریفشده [−1, 1] استاندارد فاصله روی که جدید ولترای انتگرال معادله ͷی به را معادله این

چندجمله�ایهای قضیه و است نظم بهترین دارای جدید معادله این جواب بنابراین مͬ�کنیم. تبدیل

تقریب، برای دقت مرتبه بالاترین گرفتن منظور به مͬ�شود. اعمال مناسب طور به ژاکوبی متعامد

شد.درجه خواهد زده تقریب ژاکوبی طیفͬ انتگرال�گیری قانون آخربه�وسیله معادله در انتگرال جمله

داده نشان عددی نتایج است شده بررسͬ دار وزن L2 نرم و L∞ نرم در طیفͬ روش این همͽرایی

. مͬ�کند تائید را روش این تاثیرگذاری شده

همͽرایی متعامد، ولترا، انتگرال معادله ژاکوبی، هم�محلͬ، طیفͬ، :روش کلیدی واژگان

الف
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تصاویر لیست

٨٢ . . . . . . . . . . µ = Tو6. = 4πباy (t) = t−µsin (t)دقیق و عددی حل ١.۴

t = ،xوt بین رابطه با هم�محلͬ نقاط تعداد به L2و∞Lنسبت
w ۴.٣.۴خطای مثال ٢.۴

٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T
2
(1 + x)

t = ،xوt بین رابطه با هم�محلͬ نقاط تعداد به L2و∞Lنسبت
w ۵.٣.۴خطای مثال ٣.۴

٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T
2
(1 + x)

د



جداول لیست

٨١ . . . . . . . . . . . . . . مثال۴.٣.۴ L2برای
wوL∞ فضای ỹدر (t) خطای ١.۴

٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵.٣.۴ مثال برای L2
wوL∞ در ỹ (t) خطای ٢.۴

ه�



١ فصل

انتگرال معادلات بر ای مقدمه

مقدماتͬ تعاریف ١.١

صورت این در p 6 و1 n ∈ N کنید فرض .١.١.١ تعریف

باشد. پیوسته [a, b] بازه روی f تابع به�طوریͺه f : [a, b] → R توابع همه فضای C[a, b] .١

[a, b] بازه روی f تابع ام n مرتبه مشتق به�طوریͺه f : [a, b] → R توابع همه فضای Cn[a, b] .٢

است. پیوسته

اگر همچنین باشد. دلخواه و حقیقͬ اسͺالری a و خطͬ فضای ͷی X کنید فرض .٢.١.١ تعریف

باشد زیر خواص دارای x, y ∈ X هر ازای به ∥ . ∥: X → R+ ∪ {0} تابع

∥ x+ y ∥6∥ x ∥ + ∥ y ∥ .١

∥ ax ∥=| a |∥ x ∥ .٢

∥ x ∥> 0 .٣

∥ x ∥= 0 ⇔ x = 0 .۴

تابع ضمن در گوییم، خطͬ دار نرم فضای را X و گوییم X فضای نرم را ∥ . ∥ تابع صورت این در

کنند. صدق اول شرط سه در اگر گوییم نرم شبه را | . |: X → R

باشد. پیوسته نقطه آن در f ′(x) تابع اگر نامیم هموار نقطه ͷی در را f(x) تابع .٣.١.١ تعریف

١



n اقلیدسͬ فضای روی f مثل مقدار مختلط تابع یا حقیقͬ تابع ͷی ریاضیات در .۴.١.١ تعریف

هر برای بطوریͺه باشند داشته وجود C, a نامنفͬ حقیقͬ ثابتهای هرگاه گوییم هولدر پیوسته بعدی

:f دامنه ,xدر y

| f(x)− f(y) |≤ C | x− y |a

استرلینگ فرمول .۵.١.١ تعریف

Γ (x) =
√
2πxx−1/2e−x{1 + 1

12x
+

1

288x2
+ o

(
x−3
)
, x ≫ 1 (١.١)

√
2πnn+1/2 < n!en <

√
2πnn+1/2

(
1 +

1

4n

)
, n ≥ 1 (٢.١)

دارد: زیادی کاربرد بعدی های فصل در زیر انتگرال

∫ 1

−1

(1− x)α (1 + x)β dx = 2α+β+1

∫ 1

0

tβ (1− t)α dt (٣.١)

= 2α+β+1Γ (α + 1)Γ (β + 1)

Γ (α + β + 2)
, α, β > −1 (۴.١)

باناخ فضای ٢.١

گوییم) دار نرم برداری یͷفضای را (X, ∥ . است(فضای(∥ دار نرم برداری فضای باناخ یͷفضای

متر این گرفتن نظر در با بطوریͺه

d (u, v) =∥ u− v ∥ ∀u, v ∈ X

باشد. همͽرا آن در کوشͬ دنباله هر یعنͬ باشد کامل

هیلبرت فضای ٣.١

صورت این به تابعͬ X روی داخلͬ ضرب باشد، حقیقͬ برداری فضای ͷی X اگر

(u, v) : X ×X → R

: بطوریͺه باشد

٢



∀u, v ∈ X (u, v) = (v, u) .١

, v, w ∈ X, ∀α, β ∈ R (αu+ βv, w) = α (u,w) + β (v, w) .٢

∀u ∈ X (u, u) ≥ 0 .٣

(u, u) = 0 ⇔ u = 0 .۴

مͬ�کند تولید نرم X روی (., .) داخلͬ ضرب ,u)باشد. v) = 0 اگر گوییم Xمتعامد در را u, v ∈ X

صورت: این به

∥ u ∥=
√
(u, u) ∀u ∈ X (۵.١)

صورت: این به مͬ�شود تعریف X روی متر ترتیب این به و

d (u, v) =∥ u− v ∥

نامساوی هیلبرت فضای در است فوق داخلͬ ضرب دارای که باناخ فضای ͷی هیلبرت فضای

است: فرم این به که است برقرار کشͬ-شوارتز١

| (u, v) |6∥ u ∥∥ v ∥ ∀u, v ∈ X (۶.١)

Lp فضای ۴.١

مͬ�دهیم: قرار 1 6 p 6 ∞ برای

Lp (Ω) =
{
u :∥ u ∥Lp(Ω)< ∞ Ωروی پذیر uاندازه

}
(٧.١)

1 6 p < ∞ برای بطوریͺه

∥ u ∥Lp(Ω)=

(∫
Ω

| u (x) |p dx
)1/p

, ∥ u ∥L∞(Ω)= ess supx∈Ω | u (x) | (٨.١)

است زیر داخلͬ ضرب به مجهز هیلبرت فضای ͷی L2 (Ω) فضای خاص حالت در

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

u (x) v (x) dx, ∀u, v ∈ L2 (Ω) (٩.١)

١Cauchy–Schwarz

٣



انتگرال معادلات تاریخچه ۵.١

انتگرال معادلات مͬ�شود، ظاهر انتگرال ͷی تحت مجهول تابع آن�ها در که معادلاتͬ کلͬ طور به

معادلات گونه این روی بر را انتگرالͬ معادلات نام که بود کسͬ ٢اولین ریموند بویس مͬ�شود. گفته

معادله دیفرانسیل معادلات حل برای ١٧٨٢ سال در که بود کسͬ ٣اولین لاپلاس عمل در اما نهاد،

کسینوسͬ و سینوسͬ تبدیلات حرارت، مساله حل برای فوریه۴ آن دنبال به و نمود مطرح را انتگرال

به نوعͬ به ͷی هر که کردند مطرح را آبل معادله ،ͬͺانیͺم مسائل حل در آبل۵ همچنین و فوریه

بوده�اند، موثر انتگرالͬ معادلات تکامل سیر در نیز دیͽری افراد مͬ�شدند. منجد انتگرالͬ معادله�های

از: عبارتند افراد این از بعضͬ

(١٨٢۶ مغناطیس( تئوری در پواسون۶ •

( ١٨٣٢) انتگرالͬ معادلات ͷکم به دیفرانسیل معادلات برخͬ حل در ٧ لیوویل •

( ١٨٧٠) نمود معادله ͷی به تبدیل را دیریͺله مسأله ٨ نیومن •

( ١٨٩۶) نمود ارائه را انتگرالͬ معادلات عمومͬ نظریه بار اولین برای ٩ ولترا •

لحاظ از آن اهمیت اصولا است ریاضیات علم شاخه�های مهمترین از ͬͺی انتگرال معادلات نظریه

در تنها انتگرال معادلات نظریه توسعه است. جزئͬ مشتق با معادلات تئوری در مرزی مقدار مسائل

نام به ایتالیایی ریاضͬ�دان ͷی که بود ١٩٠٣-١٩٠٠ سال�های حدود در شد شروع ١٩ قرن اواخر

روش ͷی سال�ها همان در ١٠ فردهلم نام به سوئدی ریاضͬ�دان ͷی همچنین و کرد کار آن روی ولترا

خطͬ انتگرالͬ معادلات از کلͬ دسته�بندی ͷسپسی و داد پیشنهاد ١١ دریͺله مساله جهتحل جدید

هیلبرت فرایند این ادامه در بودند. نیز ولترا معادلات از خاصͬ دسته�بندی شامل که داد انجام را

٢Bois Reymond
٣Laplace
۴Fourier
۵Abel
۶Poison
٧Liouville
٨Newman
٩Voltra

١٠Fredholm
١١Dirichlet

۴



بهره ͷفیزی و ریاضͬ مسائل از بسیاری حل در و پرداخت انتگرالͬ معادلات مورد در تحقیق به

معادلات و معمولͬ دیفرانسیل معادلات مسائل کردن فرموله وی کارهای بزرگترین از ͬͺی جست.

حرکتͬ که است انتگرالͬ معادله ͷی صورت به اولیه و مرزی شرایط با جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل

انتگرال معادلات اصلͬ قضایای از فردهلم قضایای آورد. وجود به را معادلات گونه این حل در نو

توسط بعدا اما شده�اند ارائه پیوسته هسته�های برای فردهلم توسط ابتدا قضایا این که آنجا از است

معادلات �وضع خوش مساول از ͬͺی یافته�اند. تعمیم کلͬ�تر هسته�های برای دیͽری پژوهشͽران

عددی روش�های وبا است شده حل فردهلم توسط تحلیلͬ به�صورت که مͬ�باشند دوم نوع انتگرالͬ

نوع معادلات نمود. حل را مسائل از دسته این ... گالرکین، مربعات، کمترین بسط نیستروم، نظریه

با مͬ�توان را مسائل نوع این اوقات وگاهͬ نبوده حل قابل سادگͬ به هستند بد�وضع مسائل از که اول

کرد. حل گالرکین افزوده و تکراری سازی، منظم ویژه، توابع بسط، روشهای از ͬͺی

مͬ�کنند حل عددی روش�های با مربوطه مدل پیچیدگͬ به توجه با را مهندسͬ علوم مسائل اکثر امروزه

تقریب این که است. مهندسͬ و کاربردی ریاضیات زمینه در مسائل مهمترین از ͬͺی تابع تقریب و

روش�ها این مهمترین از ͬͺی که برسد خوبی دقت به کمتری عملیات حجم با که باشد طوری باید

است. طیفͬ روش�های

انتگرال معادلات معرفͬ ۶.١

است: زیر شͺل به خطͬ انتگرال معادله ͷی

u (x) = f (x) +

∫ b

a

K (x, t)u (t) dt (١٠.١)

بالاست شͺل به ای معادله خطͬ غیر انتگرال معادله ͷی و مͬ�شود نامیده انتگرال Kهسته (x, t) که

eu(x) یا cosu (x) یا u2 (x) نظیر خطͬ غیر توابع با انتگرال علامت زیر u (x) تابع که تفاوت این با

. کند صدق ١٠.١ رابطه در که است u (x) یعنͬ مجهول تابع تعیین ما هدف تعویضشود. غیره و

خطͬ انتگرال معادلات انواع ١.۶.١

ومعادلات فردهلم انتگرال معادلات گروه دو به توان مͬ را خطͬ انتگرال معادلات ترین متداول

. نمود بندی دسته ولترا انتگرال

۵



فردهلم: خطͬ انتگرال معادله .١

انتگرالͽیری بالای حد و پایین حد آنها در که فردهلم، خطͬ انتگرال معادلات استاندارد شͺل

مͬ�باشد: زیر صورت به هستند b و aثابت اعداد ترتیب به

ϕ (x)u (x) = f (x) + λ

∫ b

a

K (x, t)u (t) dt a 6 x, t 6 b (١١.١)

پارامتر ͷی هم λ و مشخصهستند قبل از f (x) Kوتابع (x, t) انتگرال معادله هسته آن در که

: مͬ�شود بندی تقسیم عمده دسته دو به خطͬ فردهلم انتگرال مͬ�باشد.معادله معلوم

: اول نوع فردهلم انتگرال معادله •

مͬ�شود: تبدیل زیر معادله به ١١.١ معادله ϕ (x) = 0 که زمانͬ

f (x) + λ

∫ b

a

K (x, t)u (t) dt = 0 a 6 x, t 6 b (١٢.١)

دوم: نوع فردهلم انتگرال معادله •

بود: خواهد زیر شͺل به ١١.١ معادله ϕ (x) = 1 زمانیͺه

u (x) = f (x) + λ

∫ b

a

K (x, t)u (t) dt a 6 x, t 6 b (١٣.١)

ولترا: خطͬ انتگرال معادله .٢

پایین و بالا حد آنها در که معادلاتͬ یعنͬ ولترا، خطͬ انتگرال معادلات استاندارد شͺل

زیر فرم به مͬ�شود ظاهر x از تابعͬ صورت به باشد ثابتͬ عدد ͷی اینکه بجای انتگرالͽیری

مͬ�باشد:

ϕ (x)u (x) = f (x) + λ

∫ x

a

K (x, t)u (t) dt (١۴.١)

. مͬ�باشد خطͬ صورت به انتگرال علامت زیر u (x) یعنͬ مجهول تابع آن در که

مͬ�شود: تقسیم دسته دو به ولترا انتگرال معادلات

اول: نوع ولترا انتگرال معادله •

شد: خواهد تبدیل زیر صورت به ١۴.١ معادله ϕ (x) = 0 حالتیͺه در

f (x) + λ

∫ x

a

K (x, t)u (t) dt = 0 (١۵.١)

۶



گوییم. اول نوع ولترا انتگرال معادله این به

: دوم نوع ولترا انتگرال معادله •

شد: خواهد تبدیل زیر شͺل به ١۴.١ معادله آنگاه ϕ (x) = 1 زمانیͺه

u (x) = f (x) + λ

∫ x

a

K (x, t)u (t) dt (١۶.١)

مͬ�گوییم. دوم نوع ولترا انتگرال معادله این به که

شرط ١۶.١ دوم نوع ولترا انتگرال معادله و ١٣.١ دوم نوع فردهلم انتگرال معادله در اگر

غیر در . مͬ�نامیم همͽن انتگرال معادله ͷی را حاصل معادله آنگاه باشد برقرار f (x) = 0

مͬ�گویند. همͽن غیر انتگرال معادله ͷی را نظر مورد معادله صورت این

است. شده برگرفته [١١] مرجع از مطالب این

٧



٢ فصل

خواصآن وبررسͬ ژاکوبی ایهای جمله چند

مقدمه ١.٢

w کلͬ وزن تابع ͷی و I = (a, b) باز فاصله

w(x) > 0 ∀x ∈ I , w ∈ L1(I) (١.٢)

گوییم، متعامد w گرفتن نظر در با L2
w(a, b) تابعͬ فضای در را g و f تابع دو و مͬ�گیریم نظر در را

اگر

(f, g)w :=
∫ b

a
f(x)g(x)w(x)dx = 0 (٢.٢)

pn(x) = knx
n + .....+ k0 kn ̸= 0 به�وسیله n درجه از کلͬ ای جمله چند

است. pn پیشرو ضریب kn و اند ثابت {ki}ni=0 که به�طوری مͬ�شود، داده نشان

اگر متعامدند L2
w(a, b) در ، n با برابر pn درجه ،با {pn}∞n=0 چند�جمله�ای�های از دنباله ͷی

(pn, pm) =

∫ b

a

pn(x)pm(x)w(x)dx = γnδmn (٣.٢)

است. ١ کرونکر دلتای δmn و است غیر�صفر γn = ∥pn∥2w ثابت به�طوریͺه

معنͬ بدین است، n مساوی کمتر درجه از جبری چند�جمله�ای�های از مجموعه ͷی Pn

Pn := span{1, x, x2, ..., xn} (۴.٢)

نوشت: این�طور مͬ�توان کلͬ وبه�طور

Pn = span{p0, p1, ..., pn} (۵.٢)
١Kronecker delta
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است. متعامد q ∈ Pn چند�جمله�ای هر با pn+1

qبنابراین = bnpn + ...+ b0p0بنویسیم qمͬ�توانیم ∈ Pn هر برای ۵.٢ از استفاده با برهان.

(pn+1, q) = bn(pn+1, pn) + ...+ b0(pn+1, p0) = 0

مͬ�شود. صفر با برابر بالا تساوی ٣.٢ از استفاده با

صورت این به pn متناظر تکین چند�جمله�ایهای مͬ�دهیم نشان حال

pn(x) = pn(x)/kn = xn + a
(n)
n−1x

n−1 + ....+ a
(n)
0 (۶.٢)

مͬ�باشد.

{pn}با تکین متعامد چند��جمله�ای�های از یͺتا دنباله ͷیw ∈ L1(I) وزن تابع هر برای .٢.١.٢ قضیه

مͬ�شوند. ساخته زیر به�صورت n درجه

p0 = 1

,p1 = x− α0

, pn+1 = (x− αn) pn − βnpn−1 n ≥ 1 (٧.٢)

بطوریͺه

αn =
(xpn, pn)w
∥ pn ∥2w

n ≥ 0 (٨.٢)

βn =
∥ pn ∥2w
∥ pn−1 ∥2w

n ≥ 1 (٩.٢)

p0(x) = 1 , p1(x) = x− α0 از عبارتند اول چند�جمله�ای دو که است واضح این برهان.

داریم: α0 آوردن دست به برای

اگروتنهااگر (p0, p1)w = 0
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