
تعالی بسمه

ارشد کارشناسی پایان�نامه از دفاع جلسه

دوگانधభضایঘیධ෪رت ༚ب�یৎࡺশජباً
ملکی زهرا سخنران:

صبح ۹ ساعت ۹۱/ ۱۰/ ۱۰ یکشنبه زمان:
ریاضی علوم دانشکده خوارزمی سالن مکان:

داوران هیئت

بهرامی فرید دکتر −۱

جهاندیده محمدتقی دکتر −۲

سلطانی سیما دکتر −۳

کوشش محمدرضا دکتر −۴

چکیده
قاب آن اعضای حسب بر نمایشی فضا از عضو هر برای بتوان که می�سازد فراهم را امکان این قاب یک
قاب آوردن به�دست مواقع اکثر در اما می�شود، میسر دوگان قاب تعریف از استفاده با امر این آورد. به�دست
ویژگی�های و رفتار با قاب�هایی معرفی به اساس این بر است. ممکن غیر حتی یا و زحمت پر کاری دوگان

می�نماییم. تعریف را دوگان تقریباً قاب�های منظور این برای و پرداخت خواهیم دوگان قاب�های نزدیک
قاب آوردن به�دست آن برای و است {fk}∞k=۱ قاب نزدیک که {hk}∞k=۱ قاب یک برای که دید خواهیم
همچنین بود. خواهند دوگان تقریباً قاب�های {fk}∞k=۱ و {gk}∞k=۱ می�باشد، ممکن {gk}∞k=۱ یعنی دوگان،
روند یک با می�توان که به�گونه�ای یافت خواهیم دست دوگان تقریباً قاب�های از خانواده�ای به قاب�ها این برای

شد. نزدیک دوگان قاب به دلخواه اندازه�ی به استقرایی

گابر قاب�های دوگان، تقریباً قاب�های دوگان، قاب�های قاب، کلیدی: واژه�های



اصفهان صنعتی دانشگاه
ریاضی علوم دانشکده

دوگانधభضایঘیධ෪رت ༚ب�یৎࡺশජباً

تابعی آنالیز محض، ریاضی کارشناسی�ارشد پایان�نامه

زଽام࢘ਔی

راهنما استاد

دනر່یدෙاਗی

١٣٩١ دی



اصفهان صنعتی دانشگاه
ریاضی علوم دانشکده

ملکی زهرا خانم تابعی آنالیز محض، ریاضی کارشناسی�ارشد پایان�نامه
عنوان تحت

دوگانधభضایঘیධ෪رت ༚ب�یৎࡺশජباً

گرفت. قرار نهایی تأیید و بررسی مورد زیر تخصصی کمیته توسط ۹۱/ ۱۰/ ۱۰ تاریخ در

بهرامی فرید دکتر راهنما استاد −۱

جهاندیده محمدتقی دکتر مشاور استاد −۲

سلطانی سیما دکتر داور١ استاد −۳

کوشش محمدرضا دکتر داور٢ استاد −۴

زنگنه ظهوری حمیدرضا دکتر دانشکده تکمیلی تحصیلات سرپرست
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ابتکارات مطالعات، نتایج بر مترتّب مادی حقوق کلیه

پایان�نامه این موضوع تحقیق از ناشی نوآوری�های و

است. اصفهان صنعتی دانشگاه به متعلّق



مطالب فهرست

١ مقدمه ١ فصل

٣ خطی عملگرهای و هیلبرت فضاهای بر مروری ٢ فصل
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۴٣ دوگان تقریباً گابر قاب�های ۵ فصل

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گابر قاب نظریه�ی بر مقدمه�ایی ١.۵

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گابر قاب یک دوگان�های ٢.۵

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گابر قاب یک دوگان تقریباً قاب�های ٣.۵
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۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاوسی. مولد تابع با گابر قاب�های برای مزیت�هایی ۴.۵

٧٠ مراجع

٧٢ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

٧۵ فارسی به انگلیسی واژه�نامه



چکیده
به�دست قاب آن اعضای حسب بر نمایشی فضا از عضو هر برای بتوان که می�سازد فراهم را امکان این قاب یک

زحمت پر کاری دوگان قاب آوردن به�دست مواقع اکثر در اما می�شود، میسر دوگان قاب تعریف از استفاده با امر این آورد.

خواهیم دوگان قاب�های نزدیک ویژگی�های و رفتار با قاب�هایی معرفی به اساس این بر است. ممکن غیر حتی یا و

می�نماییم. تعریف را دوگان تقریباً قاب�های منظور این برای و پرداخت

دوگان، قاب آوردن به�دست آن برای و است {fk}∞k=۱ قاب نزدیک که {hk}∞k=۱ قاب یک برای که دید خواهیم

به قاب�ها این برای همچنین بود. خواهند دوگان تقریباً قاب�های {fk}∞k=۱ و {gk}∞k=۱ می�باشد، ممکن {gk}∞k=۱ یعنی

به دلخواه اندازه�ی به استقرایی روند یک با می�توان که به�گونه�ای یافت خواهیم دست دوگان تقریباً قاب�های از خانواده�ای

شد. نزدیک دوگان قاب

گابر قاب�های دوگان، تقریباً قاب�های دوگان، قاب�های قاب، کلیدی: واژه�های



١ فصل

مقدمه

عنوان به قاب�ها از آن�ها شد. معرفی [١٣] بنیادی مقاله�ی در اسکافر و دافین توسط ١٩۵٢ سال در قاب�ها نظریه

حین در مایر و گراسمن دابشیز، ،١٩٨۶ سال در کردند. استفاده غیرهارمونیک فوریه�ی سری�های مطالعه�ی در ابزار یک

L۲(R) فضای در توابع سری�های عبارات یافتن برای می�توانند قاب�ها که کردند مشاهده موجک�ها، روی بر مطالعه

وسیع بسیار قاب�ها کاربرد نیز امروزه شد. شروع مجدداً قاب�ها مبحث در مطالعه ترتیب، این به و [١١] شوند استفاده

است. شده تبدیل نظر مورد نتایج به یافتن دست برای ضروری ابزار یک به و شده

اخیر شده�ی بررسی موضوعات مهم�ترین از گابر و موجک ساختار با قاب�های روی بر مطالعه قاب�ها، انواع بین در

پر محیط�های در امواج استحکام بررسی و اثبات برای گابر قاب�های از مثال به�طور .[٣٠ ،٢٩ ،٢٠ ،١٢ ،٧] می�باشد

استفاده مهم ابزار یک عنوان به و گسترده به�طور ارتباطی، سیستم�های در خسارات و اختلالات تأثیر مطالعه�ی یا و صدا

.[۴ ،٣] می�شود

است. یافته سازمان زیر صورت به پایان�نامه این

آن به آینده فصول در که را مطالبی و داشت خواهیم خطی عملگرهای و هیلبرت فضای بر مروری ،٢ فصل در

شد. خواهیم یادآور نیازمندیم،

در شد. خواهیم آشنا قاب�ها از نوع چند با و پرداخت خواهیم هیلبرت فضاهای در قاب�ها معرفی به ،٣ فصل در

که داد خواهیم نشان ،S قاب عملگر با {fk}∞k=۱ قاب برای می�پردازیم. قاب�ها به مربوط عملگرهای معرفی به ادامه

آشنا والنات نمایش با اساس، این بر می�نامیم. {fk}∞k=۱ متعارف دوگان قاب آن�را و است قاب یک نیز {S−۱fk}∞k=۱

را دوگان قاب�های تمام ساختار نهایت در و می�پردازیم دوگان قاب معرفی به فصل، این بعدی بخش در شد. خواهیم

آورد. خواهیم به�دست

خانواده�ای ،{gk}∞k=۱ و {fk}∞k=۱ دوگان تقریباً قاب�های برای می�آوریم. را دوگان تقریباً قاب�های تعریف ،۴ فصل در

این بعدی بخش�های در شد. خواهیم نزدیک دوگان قاب�های به وسیله، بدین و ساخت خواهیم دوگان تقریباً قاب�های از

که نمود خواهیم مشاهده و کرد خواهیم بررسی را دوگان تقریباً قاب�های نیز و قاب�ها و اختلال نظریه�ی موضوع فصل،



مقدمه .١ فصل ٢

ممکن {gk}∞k=۱ یعنی دوگان، قاب آوردن به�دست آن برای و است {fk}∞k=۱ قاب نزدیک که {hk}∞k=۱ قاب یک برای

و ١.٣.۴ گزاره�های در دقیق به�طور موضوع این بود. خواهند دوگان تقریباً قاب�های {fk}∞k=۱ و {gk}∞k=۱ می�باشد،

است. شده بیان ٣.٣.۴

یک دوگان تقریباً قاب�های مورد در قاب�هایی، چنین دوگان و گابر ساختار با قاب�های معرفی از پس ،۵ فصل در

گزاره�ی در شده ارائه روش عملکرد مثال، یک از استفاده با فصل این آخر بخش در نهایت در و کرد خواهیم بحث گابر قاب

١.٣.۴ گزاره�های عملکرد با را، گاوسی مولد تابع با گابر قاب�های برای دوگان تقریباً قاب�های آوردن به�دست برای ٣.٣.۵

برد. خواهیم پی مورد این در ٣.٣.۵ گزاره�ی برتری�های به و می�کنیم مقایسه ٣.٣.۴ و

است. شده گردآوری [۶] و [۵] مراجع اساس بر پایان�نامه این مطالب اکثر که است ذکر قابل



٢ فصل

خطی عملگرهای و هیلبرت فضاهای بر مروری

فصل این در دارد. مختلف زمینه�های در گوناگونی کاربردهای که است تابعی آنالیز در مهم مفاهیم از یکی هیلبرت فضای

آن به آینده فصول در که را مطالبی تنها و دهیم قرار بررسی مورد کامل به�طور و ابتدا از را هیلبرت فضای نداریم قصد

و می�بریم �کار به را H نماد ،⟨·, ·⟩ داخلی ضرب با هیلبرت فضای برای پایان�نامه این در شد. خواهیم یادآور نیازمندیم،

فصل این مطالب باشد. �البعد نامتناهی H می�کنیم فرض همچنین می�گیریم. نظر در ،C مختلط، اعداد میدان روی آن�را

است. شده تنظیم [٣٢] و [٣١] ،[١۵] ،[٨] ،[۶] ،[۵] مراجع مبنای بر

هیلبرتی پایه�ی ١.٢

فضاست. این برای هیلبرتی پایه�ی مفهوم آن دنبال به و تعامد مفهوم هیلبرت، فضاهای در مهم مفاهیم از یکی

هرگاه گوییم، یکه متعامد مجموعه�ی یک را H هیلبرت فضای در بردارها از {ek}∞k=۱ دنباله�ی ١.١.٢ تعریف

و ∥ek∥ = ۱ ،k هر برای •

.⟨ek, el⟩ = ۰ آنگاه ،k ̸= l اگر •

� نامیم. H برای هیلبرتی پایه�ی یک را، ماکسیمال یکه�ی متعامد مجموعه�ی

برای یکه متعامد پایه�ی یک راحتی به می�توانیم گرام-اشمیت فرایند از استفاده با باشد، متناهی�البعد H �که حالتی در

را حالت این می�شود. ثابت زورن لم از استفاده با هیلبرتی پایه�ی وجود باشد نامتناهی�البعد H �که حالتی در بسازیم. آن

می�دهیم. قرار توجه مورد زیر قضیه�ی در

است. هیلبرتی پایه�ی یک دارای صفر غیر هیلبرت فضای هر ٢.١.٢ قضیه



خطی عملگرهای و هیلبرت فضاهای بر مروری .٢ فصل ۴

یکه متعامد پایه��ی یک دارای H آن�گاه باشد، یکه متعامد بردارهای از مجموعه یک O ⊂ H اگر دهیم نشان باید برهان.

می��دهیم قرار منظور این برای .O ⊂ B به�طوری�که است، B مانند

B := {B | O ⊂ B و باشد یکه متعامد B }.

می��کنیم تعریف باشد، B در زنجیر یک C اگر است. مرتب جزیی به�طور مجموعه��ی یک ،(B,⊂) صورت این در

C :=
∪
B∈C

B.

c ∈ B که می�شود یافت B ∈ C مجموعه�ی ،c ∈ C هر برای .O ⊂ C که است واضح .C ∈ B دهیم نشان می�خواهیم

C که آن�جا از . ci ∈ Bi, cj ∈ Bj که دارند وجود Bi,Bj ∈ C مجموعه�های ci, cj ∈ C برای .∥c∥ = ۱ نتیجه در و

است، یکه متعامد Bk چون و Bi,Bj ⊂ Bk به�گونه�ای�که دارد وجود Bk ∈ C است، مرتب جزیی به�طور مجموعه�ی یک

از استفاده با و بوده کراندار بالا از B در C زنجیر بنابراین می�باشد. یکه متعامد C پس .⟨ci, cj⟩ = ۰ که می�شود نتیجه

■ است. ماکسیمال عضو دارای B زورن، لم

فضای یک در پایه�ای چنین مهم خاصیت چند به هیلبرتی، پایه�ی برای معادل خاصیت چند بیان ضمن زیر قضیه�ی در

می�کنیم. اشاره هیلبرت

هستند. معادل زیر گزاره�های صورت این در باشد. H در یکه متعامد مجموعه�ی یک {ek}∞k=۱ کنیم فرض ٣.١.٢ قضیه

است. H برای هیلبرتی پایه�ی یک {ek}∞k=۱ (الف)

.f = ۰ آن�گاه ،⟨f, ek⟩ = ۰ ،k ∈ N هر برای و f ∈ H اگر (ب)

.f = limn→∞
∑n

k=۱⟨f, ek⟩ek دیگر، عبارت به .f =
∑∞

k=۱⟨f, ek⟩ek ،f ∈ H هر برای (ج)

،g, f ∈ H هر برای (د)

⟨g, f⟩ =
∞∑
k=۱

⟨g, ek⟩⟨ek, f⟩.

،f ∈ H هر برای پارسوال) اتحاد ) (ه)

∥f∥۲ =
∞∑
k=۱

|⟨f, ek⟩|۲. (١.٢)

■ شود. مراجعه ١ فصل ،[٨] مرجع به اثبات مشاهده�ی برای برهان.
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صورت به می�توانیم را f ∈ H هر فوق، قضیه�ی بنابر باشد. H برای هیلبرتی پایه��ی یک {ek}∞k=۱ کنیم فرض

را ضرایب این می�شوند. مشخص ⟨f, ek⟩ برابر و یکتا صورت به ck ضرایب آن در که دهیم نمایش f =
∑∞

k=۱ ckek

که است شده بیان دیگری خاصیت نیز زیر گزاره��ی در می�نامیم. {ek}∞k=۱ هیلبرتی پایه�ی در f عضو برای فوریه ضرایب

نمود. مراجعه ٨ فصل ،[١۵] مرجع به اثبات مشاهده�ی برای می��توان

هیلبرتی پایه�ی یک {ek}∞k=۱ صورت این در باشد. H در یکه متعامد مجموعه�ی یک {ek}∞k=۱ کنیم فرض ۴.١.٢ گزاره

باشد. چگال H در span{ek}∞k=۱ اگر تنها و اگر است H برای

می�باشد. {ek}∞k=۱ دنباله�ی اعضای از حاصل ترکیباتخطی تمام مجموعه�ی ،span{ek}∞k=۱ از منظور فوق گزاره�ی در

به ابتدا دارد. ��دنبال به فضا برای را مناسبی خصوصیات که است مفاهیمی جمله از هیلبرت، فضای یک بودن جدایی��پذیر

می�پردازیم. آن تعریف

� باشد. چگال شمارای زیر�مجموعه�ی یک دارای هرگاه گوییم، جدایی�پذیر را H هیلبرت فضای ۵.١.٢ تعریف

باشد. شمارا هیلبرتی پایه�ی یک دارای اگر تنها و اگر است جدایی�پذیر H هیلبرت فضای یک ۶.١.٢ گزاره

■ شود. مراجعه ٨ فصل ،[١۵] مرجع به اثبات مشاهده�ی برای برهان.

کنیم فرض

ℓ۲(N) :=

{
{an}∞n=۱ | ∀n ∈ N, an ∈ C,

∞∑
n=۱

|an|۲ <∞

}
.

می�شود مشاهده صورت این در .⟨a, b⟩ =
∑∞

n=۱ anbn می�دهیم قرار ،a = {an}∞n=۱, b = {bn}∞n=۱ ∈ ℓ۲(N) برای

،a = {an}∞n=۱ ∈ ℓ۲(N) هر برای هیلبرت، فضای یک در نرم تعریف به توجه با است. هیلبرت فضای یک ℓ۲(N) که

∥a∥۲ = ⟨a, a⟩۱/۲ =

( ∞∑
n=۱

|an|۲
)۱/۲

.

می�باشد. جدایی�پذیر هیلبرت فضای یک از مثالی ℓ۲ فضای می�دهیم. نمایش ℓ۲ نماد با معمول طور به را فضا این

{ek}∞k=۱ ∈ ℓ۲ مجموعه�ی آن�گاه باشد، صفر مؤلفه�ها بقیه�ی و ١ آن مؤلفه�ی k-امین که باشد دنباله�ای ek ∈ ℓ۲ اگر

می�دهد. فضا این برای هیلبرتی پایه�ی یک تشکیل

می�نامیم. متعارف یکه�ی متعامد پایه�ی آن�را و داده نمایش {δk}∞k=۱ با را پایه این

هیلبرت فضای یک بر خطی عملگرهای ٢.٢

شد. خواهیم یادآور را آن��ها ویژگی�های و هیلبرت فضای یک بر خطی عملگرهای از برخی بخش، این در
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موجود M > ۰ عدد هرگاه گوییم، پیوسته عملگر یا و کراندار عملگر یک را T : H → H خطی عملگر ١.٢.٢ تعریف

،f ∈ H هر برای به��طوری�که باشد

∥T (f)∥ ≤M∥f∥.

�

و توابع جمع با همراه مجموعه این می�دهیم. نشان B(H) نماد با را H روی کراندار عملگرهای تمام مجموعه������ی

��صورت به توابع در اسکالر ضرب

(T۱ + T۲)(f) = T۱(f) + T۲(f), (αT )(f) = αT (f),

کنیم تعریف T ∈ B(H) هر به�ازای اگر همچنین است. برداری فضای یک ،α ∈ C و f ∈ H برای

∥T∥ = sup
۰ ̸=f∈H

∥T (f)∥
∥f∥

, (٢.٢)

نمود. مشاهده ٣ فصل ،[١۵] مرجع در می��توان را موضوع این اثبات است. B(H) روی بر نرم یک ∥ · ∥ آن�گاه

،(٢.٢) رابطه از استفاده با ،f ∈ H هر برای که داریم توجه

∥T (f)∥ ≤ ∥T∥∥f∥. (٣.٢)

.T = ۰ صورت این در .⟨Tf, f⟩ = ۰ ،f ∈ H هر برای و T ∈ B(H) کنیم فرض ٢.٢.٢ لم

■ شود. مراجعه ٢ فصل ،[۶] مرجع به اثبات مشاهده�ی برای برهان.

B(H) در عملگر یک نیز U اگر و می�دهیم نشان Tf نماد با را T (f) ،T ∈ B(H) عملگر برای پایان�نامه این در

است. عملگر دو این ترکیب بیانگر TU نماد باشد،

است موجود T ∗ ∈ B(H) یکتای عملگر آن�گاه باشد، H هیلبرت فضای روی عملگر یک T اگر ٣.٢.٢ قضیه

،f, g ∈ H هر برای به��گونه��ای�که

⟨Tf, g⟩ = ⟨f, T ∗g⟩. (۴.٢)

■ شود. مراجعه ٩ فصل ،[١۵] مرجع به اثبات مشاهده�ی برای برهان.
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باشند. هیلبرت فضاهای K و H کنیم فرض می�شویم. هدایت عملگر یک الحاق تعریف به فوق قضیه�ی از استفاده با

کراندار عملگر برای

T : (H, ⟨·, ·⟩H) → (K, ⟨·, ·⟩K),

،g ∈ K و f ∈ H هر برای هرگاه گوییم، T عملگر الحاق را T ∗ : K → H یکتای عملگر

⟨Tf, g⟩K = ⟨f, T ∗g⟩H.

می��کند. بیان را عملگر یک الحاق ویژگی��های زیر، گزاره��ی

است. برقرار زیر خواص ،α ∈ C و S, T ∈ B(H) برای ۴.٢.٢ گزاره

،T ∗∗ = T (الف)

،(αT )∗ = αT ∗ (ب)

،(S + T )∗ = S∗ + T ∗ (ج)

،(ST )∗ = T ∗S∗ (د)

.∥T ∗T∥ = ∥T∥۲ و ∥T ∗∥ = ∥T∥ (ه)

■ شود. مراجعه ٩ فصل ،[١۵] مرجع به اثبات مشاهده�ی برای برهان.

به�گونه��ای�که باشد موجود S ∈ B(H) یکتای عملگر هرگاه گوییم، معکوس�پذیر را T ∈ B(H) عملگر

TS = ST = I.

است. زیر ویژگی دارای نیز عملگری چنین الحاق می�دهیم. نمایش T−۱ نماد با سهولت برای را S عملگر

.(T ∗)−۱ = (T−۱)∗ و است معکوس��پذیر نیز T ∗ آن�گاه باشد، معکوس��پذیر T ∈ B(H) عملگر اگر ۵.٢.٢ گزاره

■ شود. مراجعه ٢ فصل ،[٨] مرجع به اثبات مشاهده�ی برای برهان.

همانی عملگر به کافی اندازه��ی به T کراندار عملگر اگر که می��کند بیان و بوده مشهور نیومان قضیه�ی به زیر قضیه��ی

است. معکوس��پذیر آن�گاه شود، نزدیک
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و است معکوس��پذیر T آن�گاه ،∥I − T∥ < ۱ اگر ،T : H → H کراندار عملگر برای ۶.٢.٢ قضیه

T−۱ =
∞∑
k=۰

(I − T )k. (۵.٢)

آن، بر علاوه

∥I − T−۱∥ ≤ ۱
۱− ∥I − T∥

. (۶.٢)

■ شود. مراجعه ٢٣ فصل ،[٣٢] مرجع به اثبات مشاهده�ی برای برهان.

تعریف این برای هرمیتی کلمه��ی از نویسندگان از بعضی .T ∗ = T هرگاه گوییم، الحاق خود را ��T ∈ B(H) عملگر

است. شده بیان ،T عملگر بودن الحاق خود برای کافی و لازم شرط یک زیر گزاره��ی در می��کنند. استفاده

.⟨Tf, f⟩ ∈ R ،f ∈ H هر برای اگر تنها و اگر است الحاق خود T ∈ B(H) عملگر ٧.٢.٢ گزاره

■ شود. مراجعه ٩ فصل ،[١۵] مرجع به اثبات مشاهده�ی برای برهان.

است الحاق خود TS عملگر صورت این در باشند. الحاق خود عملگرهای T, S ∈ B(H) کنیم فرض ٨.٢.٢ گزاره

.TS = ST اگر تنها و اگر

بنابراین باشد. الحاق خود TS کنیم فرض برهان.

TS = (TS)∗ = S∗T ∗ = ST.

صورت این در .TS = ST کنیم فرض برعکس،

(TS)∗ = (ST )∗ = T ∗S∗ = TS.

■

،f ∈ H هر برای هرگاه ،T ≤ S گوییم T, S ∈ B(H) الحاق خود عملگرهای برای ٩.٢.٢ تعریف

⟨Tf, f⟩ ≤ ⟨Sf, f⟩.

�
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لم طبق لذا و ⟨(T − S)f, f⟩ = ۰ فوق تعریف طبق ،S ≤ T و T ≤ S اگر همچنین .T ≤ T که است واضح

دیگر، عبارت به .T ≤ U فوق تعریف طبق ،S ≤ U و T ≤ S اگر بعلاوه .T = S بنابراین و T − S = ۰ ،٢.٢.٢

می�باشد. الحاق خود عملگرهای بین جزیی ترتیب رابطه�ی یک بیانگر فوق تعریف در شده معرفی رابطه�ی

صورت به می�توان را T نرم باشد، خودالحاق عملگر یک T ∈ B(H) اگر می�شویم یادآور

∥T∥ = sup
∥f∥=۱

|⟨Tf, f⟩|,

صورت به و دهیم نشان σ(T ) نماد با را عملگر این طیف اگر همچنین آورد. به�دست

σ(T ) := {λ ∈ C | نباشد معکوس��پذیر T − λI}

آن�گاه کنیم، تعریف

∥T∥ = max{|λ| | λ ∈ σ(T )}.

یافت. ٩ فصل ،[١۵] مرجع در می��توان را فوق گزاره��های دلیل

مثبت بررسی برای .σ(T ) ⊂ [۰,∞) و بوده الحاق خود T هرگاه گوییم، مثبت عملگر یک را T ∈ B(H) عملگر

داریم. را زیر کافی و لازم شرط نیز، عملگر یک بودن

.⟨Tf, f⟩ ≥ ۰ ،f ∈ H هر برای اگر تنها و اگر است مثبت T ∈ B(H) خودالحاق عملگر ١٠.٢.٢ گزاره

■ شود. مراجعه ٩ فصل ،[١۵] مرجع به اثبات مشاهده�ی برای برهان.

هر با و مثبت عملگر U ،S ≤ T اگر باشند. الحاق خود عملگرهایی T, S, U ∈ B(H) کنیم فرض ١١.٢.٢ قضیه

.SU ≤ TU آن�گاه شود، جابجا S و T عملگرهای از یک

■ شود. مراجعه [٢١] مرجع به اثبات مشاهده�ی برای برهان.

U اگر همچنین .U∗ = U−۱ دیگر، عبارت به .UU∗ = U∗U = I هرگاه گوییم، یکانی را U ∈ B(H) عملگر

،f, g ∈ H هر برای باشد، یکانی

⟨Uf,Ug⟩ = ⟨f, g⟩.



٣ فصل

قاب��ها اولیه��ی مفاهیم و تعاریف

صورت به می�توان را f ∈ H هر آن�گاه باشد، H هیلبرت فضای برای هیلبرتی پایه�ی یک {ek}∞k=۱ اگر داریم خاطر به

پایه�ی هر که می�شود مشاهده سادگی به رابطه این به توجه با داد. نمایش {ck}∞k=۱ یکتای ضرایب با f =
∑∞

k=۱ ckek

شرطی داشتن بدون که می�دهد را امکان این ما به قاب�ها معرفی است. H اعضای از خطی مستقل مجموعه�ای هیلبرتی

گرفت. نظر در قاب اعضای حسب بر فوق مانند نمایشی f ∈ H هر برای بتوان پایه، اعضای بودن خطی مستقل همچون

بر فصل این مطالب می��پردازیم. هیلبرت فضاهای در مربوطه قضایای و تعاریف و قاب معرفی به فصل این در

�است. شده تنظیم [٣٣] و [١٠] ،[۶] مراجع مبنای

هیلبرت فضاهای در قاب�ها ١.٣

باشد. جدایی�پذیر هیلبرت فضای یک H کنیم فرض

هر برای به�طوری�که باشند موجود A,B > ۰ اعداد هرگاه گوییم، H برای قاب یک را {fk}∞k=۱ دنباله�ی ١.١.٣ تعریف

،f ∈ H

A∥f∥۲ ≤
∞∑
k=۱

|⟨f, fk⟩|۲ ≤ B∥f∥۲. (١.٣)

�

بالایی کران را قاب بالایی کران�های تمام اینفیمم گوییم. قاب بالایی و پایینی کران�های ترتیب به را B و A اعداد

می�نامیم. قاب برای بهینه پایینی کران را قاب پایینی کران�های تمام سوپریمم و بهینه

باشد موجود A > ۰ عدد هرگاه گوییم، محکم قاب یا و چسبان قاب یک را H در {fk}∞k=۱ دنباله�ی ٢.١.٣ تعریف
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،f ∈ H هر برای به�طوری�که

∞∑
k=۱

|⟨f, fk⟩|۲ = A∥f∥۲. (٢.٣)

�

به�طور یا و قاب کران را A عدد می��شوند. منطبق هم بر ،(١.٣) در B و A مقادیر چسبان قاب یک برای واقع در

می�نامیم. پارسوال قاب آن�را A = ۱ اگر همچنین گوییم. کران خلاصه

هر برای به��طوری�که باشد موجود c ∈ R+ عدد هرگاه گوییم، یکنواخت قاب یک را {fk}∞k=۱ قاب ٣.١.٣ تعریف

،k ∈ N

∥fk∥ = c.

�

طبق ،⟨f, fk⟩ = ۰ ،k ∈ N هر نیز و f ∈ H هر برای و باشد H برای قاب یک {fk}∞k=۱ اگر می�کنیم ملاحظه

چند هر ،span{fk}∞k=۱ ̸= H اگر حال .span{fk}∞k=۱ = H ،٣.١.٢ قضیه�ی طبق لذا و f = ۰ ،١.١.٣ تعریف

انگیزه��ای می��توان ،H در مجموعه این بودن فضا زیر و span{fk}∞k=۱ بودن بسته به توجه با اما نیست قاب {fk}∞k=۱

داشت. زیر تعریف برای

دنباله این هرگاه است، قاب دنباله یک {fk}∞k=۱ گوییم می�گیریم. نظر در را H در {fk}∞k=۱ دنباله�ی ۴.١.٣ تعریف

� باشد. قاب یک span{fk}∞k=۱ برای

می��پردازیم. ساختاری مثال��های از برخی ذکر به فوق، تعاریف شدن روشن برای

H برای یکنواخت قاب یک پایه این وضوح به باشد. H برای هیلبرتی پایه�ی یک {ek}∞k=۱ کنیم فرض ۵.١.٣ مثال

استفاده با اکنون گوییم. فزاینده نباشد، پایه که قابی به حالت این در نیست. برقرار همیشه آن عکس که داریم توجه است.

می�پردازیم. H فضای در قاب�هایی ساخت به فوق، هیلبرتی پایه�ی از

اگر .١

{fk}∞k=۱ := {e۱, e۱, e۲, e۳, . . .}.

،f ∈ H هر به��ازای صورت این در

∞∑
k=۱

|⟨f, fk⟩|۲ = |⟨f, e۱⟩|۲ +
∞∑
k=۱

|⟨f, ek⟩|۲ = |⟨f, e۱⟩|۲ + ∥f∥۲,
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بنابراین و

∥f∥۲ ≤
∞∑
k=۱

|⟨f, fk⟩|۲.

دیگر، طرف از

∞∑
k=۱

|⟨f, fk⟩|۲ = ۲|⟨f, e۱⟩|۲ + |⟨f, e۲⟩|۲ + |⟨f, e۳⟩|۲ + · · ·

≤ ۲|⟨f, e۱⟩|۲ + ۲|⟨f, e۱⟩|۲ + ۲|⟨f, e۱⟩|۲ + · · ·

= ۲
∞∑
k=۱

|⟨f, ek⟩|۲ = ۲∥f∥۲.

این در که کرد مشاهده سادگی به می�توان است. ٢ بالای کران و ١ پایینی کران با قاب یک {fk}∞k=۱ بنابراین

هستند. قاب این برای بهینه بالایی کران B = ۲ و بهینه پایینی کران A = ۱ مثال

می�دهیم قرار .٢

{fk}∞k=۱ := {e۱, e۱, e۲, e۲, e۳, e۳, . . .}.

،f ∈ H برای صورت این در

∞∑
k=۱

|⟨f, fk⟩|۲ =
∞∑
k=۱

۲|⟨f, ek⟩|۲ = ۲
∞∑
k=۱

|⟨f, ek⟩|۲ = ۲∥f∥۲,

m را هیلبرتی پایه��ی عضو هر اگر کلی، حالت در است. A = ۲ کران با چسبان قاب یک {fk}∞k=۱ بنابراین و

داشت. خواهیم A = m کران با چسبان قاب یک کنیم، تکرار مرتبه

صورت به را {fk}∞k=۱ دنباله�ی اگر .٣

{fk}∞k=۱ := {e۱,
۱√
۲
e۲,

۱√
۲
e۲,

۱√
۳
e۳,

۱√
۳
e۳,

۱√
۳
e۳,

۱√
۴
e۴,

۱√
۴
e۴,

۱√
۴
e۴,

۱√
۴
e۴, . . .}

داریم f ∈ H دلخواه عضو برای زیرا می�آوریم، دست به پارسوال قاب یک بگیریم، نظر در

∞∑
k=۱

|⟨f, fk⟩|۲ = |⟨f, e۱⟩|۲ + ۲|⟨f, ۱√
۲
e۲⟩|۲ + ۳|⟨f, ۱√

۳
e۳⟩|۲ + · · ·

=

∞∑
k=۱

|⟨f, ek⟩|۲ = ∥f∥۲.


