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ඟࢁพ়وୌقدৎ
با و آموختند من به که آنچه هر خاطر به اسدی، دکتر آقای جناب ارجمند استاد از صمیمانه تش΋ر با

از مبهم، و کور نقاط کردن پیدا با بتوانم که کردند تقویت من در را روحیه این نفس، به اعتماد دادن

به ایشان ریزبین و نقادانه نگاه بازنمانم. راه این در کلیدی های راهنمایی با و ببرم لذت موضوع این

استاد از فراوان سپاس با چنین هم بود. صبور و مند علاقه باید مطالب عمیق فهم برای که آموخت من

درک توانستم ایشان های ماتریس آنالیز های کلاس در شرکت با که علیزاده دکتر آقای جناب محترم

موضوع این روی کار برای شان انگیزه و پیΎیری پیداکنم. بردعددی هندسه و بردعددی از زیادی

ͳنجف دکتر اکبری، دکتر آقایان از و باشم. مصمم و جدی مطالعات، و تحقیق در که داشت آن بر مرا

برای موفقیت و ͳسلامت آرزوی متعال خداوند از سپاسΎزارم. هایشان راهنمایی بخاطر سبزرو، دکتر و

آموختم ارزشمندی درسهای آنها رفتار و گفتار از گذشته سال دو ͳط که دارم، را عزیزان این ͳتمام

است. ایشان زحمات حاصل ام کرده کسب ͳعلم لحاظ از آنچه و



چൊیده
گرفته صورت کراندار عملΎرهای و ها ماتریس بردعددی روی زیادی اخیرمطالعات های درسال

بردعددی مرز که ͳان΋ی ناپذیر تحویل مختلط های٣×٣ ماتریس مجموعه نامه، پایان دراین است.

اگر و است ͳراه همبند مجموعه این دهیم ͳم نشان و کنیم ͳم ͳبررس را است تخت قطعه دارای آنها

کلاس Έی توان ͳم باشد، تخت قطعه Έی دارای آن مرز و دوبعدی ͳل΋ش دارای بردعددی ناحیه

قصد نامه پایان این ͳکل طور به بیابیم. کند، ͳم تولید را آن که ای ٣×٣ ماتریس از ͳان΋ی ارزی هم

جلب هندسه(جبری) و آنالیز ،ͳجبرخط نظیر بی و متقابل تاثیر به را ͳریاض عام مخاطبان توجه دارد

کند.
٣ تخت قطعه ، ٢ هان کیپین ͳمنحن ، ١ بردعددی کلیدی: کلمات

١Numerical range
٢Kippenhahn
٣Flatportion

ت
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مقدمه
ترین ساده باشد. ͳم عملΎرها نظریه بحث در مهم موضوعات از ͳ΋ی کراندار عملΎرهای مطالعه

ͳمعرف ریاضیات در ها ماتریس دارند. وجود ͳریاض گرایشهای تمام در که هستند ها ماتریس نمونه

آن کاربردهای و ͳریاض در ͳمهم نقش آنها زیرا شود ͳم ͳبررس آنها های ͳویژگ امروز تا و شدند

خاص طور به و بردعددی، نام به عملΎرها با دررابطه ͳمهم مفهوم به نامه پایان این کنند. ͳم بازی

کند. ͳم اشاره ها ماتریس بردعددی

ͳطبیع طور به که است ͳمختلط اعداد مجموعه n × n ماتریس Έی بردعددی طیف، مفهوم مشابه

که ͳصورت در است، گسسته مجموعه Έی ماتریس Έی طیف باشد. ͳم ماتریس آن به وابسته

خود از تصویری توان ͳم را بردعددی باشد. محدب و فشرده ای مجموعه تواند ͳم بردعددی

تنهایی به ها طیف که باشد ͳم ماتریس مورد در مفیدی اطلاعات حاوی که نظرگرفت در ماتریس

که است ͳمحل تعیین برای مطمئن ای وسیله بردعددی بدهند. ما به را ͳاطلاعات چنین توانند ͳنم

ͳویژگ از بسیاری که دهد ͳمام به را اجازه این بردعددی اند. شده متمرکز درآنجا ماتریس ویژه مقادیر

ͳم بردعددی روی از مثال طور به نشناسیم. دقیقا را ماتریس خود اگر ͳحت ببینیم را ماتریس های

نمود. استنباط را آن آنالیزی و جبری های ͳویژگ از ͳبرخ و کرده تعیین را ویژه مقادیر موقعیت توان

درارتباط ۴ تئوپلیتز ١٩١٨توسط درسال Cn روی ͳخط عملΎرهای برای بار اولین بردعددی مفهوم

های ͳمنحن بین ارتباط که ۵ فجر قضیه از الهام با او گردید. مطرح فوریه های سری مبحث با

درصفحه فشرده مجموعه Έی n × n ماتریس هر به کند، ͳم بیان را فوریه های سری و ΀مسط

بردعددی تحدب قضیه ۶ هاسدورف و تئوپلیتز ͳآلمان دانشمندان ١٩١٩ درسال داد. نسبت مختلط

بردعددی تئوری چنین هم دو این است. معروف هاسدورف ـ تئوپلیتز قضیه به که نمودند اثبات را

در ٧ استون توسط ١٩٣٢ درسال قضیه این کردند. مطرح هیلبرت فضای روی را ͳخط عملΎرهای

ͳمعرف نیز آنالیزعددی و ͳآنالیزتابع های شاخه در تئوری این ١٩٩٠ سال در شد، ثابت هیلبرت فضای

عملΎرها تئوری در که است ها ماتریس آنالیز در شده شناخته مفهوم Έی بردعددی امروزه گردید.

ویژه به عملΎرها مختلف انواع مجموعه روی توان ͳم را بردعددی گیرد. ͳم قرار ͳبررس مورد بسیار

مورد و ͳمعرف نیز جبرها C∗ و باناخ جبر مثل عملΎرها جبر طور همین و فشرده و ͳهرمیت عملΎرهای

۴Toeplitz
۵Fejer
۶ Huasdorff
٧M.H.Stone



چ

ͳویژگ کردن مرتبط برای موثری ابزار بردعددی که داد نشان ٨ لامر مثال طور به داد. قرار استفاده

ͳم تر ساده حوزه این در ها قضیه اثبات آن وسیله به و است باناخ جبرهای ͳهندس و جبری های

تحقیق برای ای ناشناخته و مجهول حوزه هم هنوز بردعددی پایه بر ͳتابع آنالیز ͳکل طور به شود.

های درنظریه بردعددی نقش به توان ͳم آنالیزعددی درزمینه بردعددی کاربردهای دیΎر از است.

چنین هم نمود. اشاره وغیره ͳخط های دستگاه برای چبیشف تکرارهای و Έکوچ های ارتعاش

ͳمهندس تحقیقات ش΋وفایی منجربه که کارآمده به پایدار های درسیستم بردعددی از هایی تعمیم

است. شده Έترونی΋ال مهندسان و دانان ͳریاض میان ͳمشترک های پروژه و زمینه دراین

در ابتدا باشد. ͳم فصل پن; دارای که شده [٢۵]نوشته و [١۵] های مقاله اساس بر نامه پایان این

بردعددی تحدب مورد در ͳنتایج روی سپس و پرداخته بردعددی ای پایه های ͳویژگ به اول فصل

فصل در شویم. ͳم متمرکز ٢×٢ های ماتریس ویژه به ها، ماتریس بردعددی ترسیم ͳونگΎچ و

بردعددی ترسیم ͳونگΎچ درک برای آن با آشنایی که جبری های ͳمنحن مورد در ͳمقدمات به دوم

عددی برد بندی طبقه سوم فصل در پردازیم. ͳم است، لازم ٣×٣ های ماتریس بردعددی ویژه به

ͳویژگ از ͳ΋ی با چهارم فصل در و کرده بیان هان، کیپین بندی طبقه اساس بر را ٣×٣ های ماتریس

اهمیت دلایل و شویم ͳم آشنا بردعددی مرز روی تخت قطعه داشتن ͳیعن بردعددی مرز ͳهندس های

پردازیم. ͳم بردعددی از کاربردهایی به آخر فصل در و کنیم ͳم ͳبررس را آن وجود

شود ͳم ͳمعرف بردعددی از اینجا در که تصویری و است وسیع بسیار بردعددی مفهوم حال این با

نقطه بتواند که است این هدف تنها و است. ͳشخص علاقه و دیدگاه مبنای بر ،ͳمطالعات راستای در

باشد. دانشجویان و محققین در موضوع این روی کار برای علاقه و انگیزه ایجاد برای ͳشروع

است، کرده بیان [٧] اش مقاله انتهای در ٩ گاتکین که ای جمله چند به نامه، پایان این آغاز از پیش

فراگیری رسم کنم ای توصیه او به و باشم داشته خواننده کار در ͳدخالت خواهم ͳم ” کنم ͳم اشاره

من کنند، ͳم تمرکز اخیر تحقیقات روی دانشجویان و استادان معمولا تحقیق هنگام که دارد وجود

رسانده نتیجه این به مرا بردعددی مطالعه در من تجربه حال این با نیستم. ͳمستثن قاعده این از هم

” است. مفید بسیار بسیار علوم پدران کارهای مطالعه که: است

٨ Lumer
٩Gutkin



١ فصل

ͳتعاریفمقدمات

ماتریسها بردعددی ١.١

det(λI−A) = ٠ معادله که دانیم ͳم باشد، مختلط های درایه با n×nماتریسΈیA فرضکنید

را A طیف σ(A) = {λ١, ..., λm} معادله، این های ریشه مجموعه و A ماتریس مشخصه معادله
١ کنید فرض دهد. ͳم تش΋یل

MR = max σ(Re(A)),mR = min σ(Re(A))

MJ = max σ(Im(A)),mJ = minσ(Im(A))

داد نشان ٢ بندی΋سون ١٩٠٠ درسال

σ(A) ⊂ {x + iy|(x, y) ∈ R٢ : mR ≤ x ≤ MR,mJ ≤ y ≤ MJ}

سال در کرد. تعیین ها ماتریس ویژه مقادیر ͳموهوم و ͳحقیق قسمت برای پایین و بالا کران Έی و

کرده استفاده دو این های یافته از تؤپلیتز ١٩١٨ سال در و داد توسعه را نتایج این ٣ هیرش ١٩٠٢

نمود: ͳمعرف را زیر جبری فرم و

ماتریس عددی برد باشد، مختلط های درایه با n×n ماتریس Έی A کنید فرض تعریف١.١.١.

شود مراجعه ٩.١.١ تعریف ١به
٢Bendixson
٣Hirsch

١



٢ ها ماتریس بردعددی ١.١

w(A) با را آن و باشد ͳم x ∈ Cn, x∗x = ١ که است x∗Ax ۴ اعدادمختلط همه مجموعه A

: دهیم ͳم نمایش

w(A) = {x∗Ax : x ∈ Cn, x∗x = ١}

دیΎر عبارت یابه

w(A) = {< Ax, x >: x ∈ S}

ͳیعن است، Cn واحد گوی ، S آن در که

S = {x ∈ Cn : ∥x∥ = ١}

از است عبارت x ونرم

∥x∥ =< x, x >
١
٢= (

n∑
j=١

|x|٢)
١
٢

های درایه با ای مولفه n بردارهای همه فضای ، Cn روی ͳداخل ضرب ، n ثابت عدد هر برای
از: است عبارت مختلط،

< x, y >=
n∑

j=١
xj ȳj , x =



x١

.

.

.

xn


∈ Cn, y =



y١

.

.

.

yn


∈ Cn

وعملΎرها n×nماتریسهای میان و گیریم ͳم نظر در n×nمختلط ماتریسهای همه جبر Mnرا

کنیم ͳم توجه باشد، عملΎرها همین از ͳ΋ی A کنیم ͳم فرض شویم. ͳنم قائل ͳتفاوت Cn روی

ͳمعرف تئوپلیتز که ای فشرده مجموعه شود. ͳم >تعیین x, Ay > ͳدوخط فرم Aتوسط فضا دراین

x −→< x, Ax > دوم درجه نگاشت تحت {x ∈ Cn|x∗x = ١} واحد تصویرکره کند، ͳم

دارای x + iy صورت به مختلط عدد هر که آنجایی از کنیم، توجه نکته این به باید البته است.

مجموعه زیر را بردعددی که دارد وجود ام΋ان این است، ͳحقیق اعداد صفحه در (x, y) نمایش
۴x∗ = xt



٣ ها ماتریس بردعددی ١.١

بΎیریم. نظر در ͳحقیق اعداد صفحه

f دوم درجه نگاشت تحت S واحد کره تصویر :١.١ ش΋ل

مراتب از هایی ماتریس و ٣×٣ ، ٢×٢ های ماتریس بردعددی از نمونه چند بعد صفحه در

کنیم: ͳم مشاهده را بالاتر

٢×٢ ماتریس Έی بردعددی مرز :٢.١ ش΋ل

٣×٣ ماتریس Έی بردعددی مرز :٣.١ ش΋ل



۴ ها ماتریس بردعددی ١.١

۴×۴ ماتریس Έی بردعددی مرز :۴.١ ش΋ل

۶×۶ ماتریس Έی بردعددی مرز :۵.١ ش΋ل

١٠×١٠ ماتریس Έی بردعددی مرز :۶.١ ش΋ل



۵ ها ماتریس بردعددی ١.١

آوریم: ͳم ͳمثال موضوع شدن تر روشن برای حال

به باتوجه باشد، ی΋ه بردار x = (x١, x٢) ∈ Cn و A =

٠ ١

٠ ٠

 کنید فرض .٢.١.١ مثال

اینکه

|x١x٢| = |x١||x٢| 6 ١
٢

(|x٢|١ + |x٢|٢) =
١
٢

داریم

w(A) = {x∗Ax : x ∈ Cn, x∗x = ١} = {x∗

٠ ١

٠ ٠

x : x ∈ Cn, x∗x = ١}

= {x̄١x٢ : x ∈ Cn, x∗x = ١}

نتیجه در
w(A) ⊆ {z ∈ C| |z| 6 ١

٢
}

x١ = cos α, x٢ = eiθ sinα, α = ١
٢arc sin(٢r) انتخاب با z = reiθ کنید فرض برعکس

داریم θ ∈ R,٠ ≤ r ≤ ١
٢ که

z = x∗Ax = reiθ

بنابراین x ∈ S درنتیجه
w(A) = {z ∈ C| |z| 6 ١

٢
}.

است: زیر خواص دارای بردعددی داد نشان تئوپلیتز

آنگاه باشد دلخواه α, β ∈ C و A ∈ Mn اگر اس΋الر) ضرب و انتقال (خاصیت .٣.١.١ لم

w(A + αIn) = w(A) + α,w(βA) = βw(A)



۶ ها ماتریس بردعددی ١.١

اثبات.

w(βA + αIn) ={x∗(βA + αIn)x|x∗x = ١}

={x∗βAx + αx∗Inx|x∗x = ١}

={βx∗Ax + α|x∗x = ١} = βw(A) + α.

است. برقرار σ(A) ⊆ w(A) رابطه A ∈ Mn هر برای (ͳطیف شمول (خاصیت .۴.١.١ لم

Cn در x ̸= ٠ لذا نیست. پذیر معکوس λIn − A پس باشد، λ ∈ σ(A) کنید فرض اثبات.

داریم y =
x

∥x∥
, ∥y∥ = ١ دادن قرار و ∥x∥ بر طرفین باتقسیم .Ax = λx که موجوداست

پس Ay = λy
λ = y∗Ay ∈ w(A).

عددی برد اما دارد، عددیAتعلق برد ماتریسAبه ویژه مقدارهای تمام که بینیم ͳم .۵.١.١ نکته

یΈماتریس ویژه مقدارهای مثال طور به Aاست. ویژه مقادیر محدب غلاف از بزرگتر بسیار معمولا

به آن بردعددی ͳول است راست خط Έی صورت به آن محدب غلاف که است تا حداکثردو ٢×٢

است. ͳبیض ش΋ل

آنگاه A,B ∈ Mn کنید فرض (ͳزیرجمع (خاصیت .۶.١.١ لم

w(A + B) ⊆ w(A) + w(B)
اثبات.

w(A + B) ={x∗(A + B)x|x∗x = ١}

={x∗Ax + x∗Bx|x∗x = ١}

⊆ {x∗Ax + y∗By|x∗x = y∗y = ١}

⊆ {x∗Ax|x∗x} + {y∗By|y∗y = ١}

=w(A) + w(B)
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U∗U = In هرگاه گوییم ͳان΋ی را U ∈ Mn ماتریس تعریف٧.١.١.

آنگاه باشد ͳان΋ی ͳماتریس U و U,A ∈ Mn کنید فرض (ͳان΋ی تشابه (خاصیت .٨.١.١ لم

داریم

w(U∗AU) = w(A)

بطوری΋ه دارد وجود ای x بنابراین باشد. λ ∈ w(U∗AU) کنید فرض اثبات.

λ =< U∗AUx, x >=< AUx,Ux >

که دانیم ͳم و

∥Ux∥٢ =< Ux, Ux >=< U∗Ux, x >= ∥x∥٢ = ١

پس λ ∈ w(A) نتیجه در و λ = (AUx, Ux) لذا

w(U∗AU) ⊆ w(A)

مشابه طریق به

w(A) ⊆ w(U∗AU)

w(U∗AU)بنابراین = w(A).

: دهیم ͳم قرار باشد A ∈ Mn کنید فرض تعریف٩.١.١.

H(A) =
١
٢

(A + A∗), S(A) =
١
٢

(A − A∗)

. گوییم ͳم A ͳپادهرمیت قسمت S(A) به و A ͳهرمیت قسمت H(A) به

یا ͳحقیق ͳداخل حاصلضرب دارای مربوطه فضای اینکه به وابسته ͳخط عملΎرهای ͳکل طور به

ͳپادتقارن و ͳتقارن ها، تبدیل این ͳحقیق حالت در شوند. ͳم نامΎذاری طبقه دو در است مختلط

بی متفاوت کاربردهای در عملΎرها این شوند. ͳم نامیده ͳپادهرمیت و ͳهرمیت مختلط حالت در و



٨ ها ماتریس بردعددی ١.١

در البعد ͳنامتناه فضاهای بر را ͳمهم نقش ͳهرمیت عملΎرهای مثال عنوان به دارند، نقش شماری

کنند. ͳم ایفا کوانتوم Έانی΋م

Re(w(A)) = w(H(A)) داریم آنگاه A ∈ Mn کنید فرض تصویر) (خاصیت .١٠.١.١ لم

داریم: x ∈ Cn هر برای اثبات.

w(H(A)) = {< H(A)x, x > |x ∈ S} =
١
٢
{< (A + A∗)x, x > |x ∈ S}

=
١
٢
{< Ax, x > + < A∗x, x > |x ∈ S}

=
١
٢
{< Ax, x > +< Ax, x >|x ∈ S}

=Re < Ax, x >

.Re(w(A)) = w(H(A)) بنابراین

.A∗A = AA∗ اگر تنها و اگر گوییم نرمال AماتریسAرا ∈ Mn فرضکنید تعریف١١.١.١.

موجود چنان U ͳان΋ی ماتریس آنگاه باشد نرمال A ∈ Mn کنید فرض [١٣] .١٢.١.١ قضیه

هستند. A ماتریس ویژه مقادیر λ١, ..., λn که A = U∗diag(λ١, ..., λn)U که است

واصل خط پاره گاه هر است محدب A گوئیم ͳم ∅ ̸= A ⊆ Cn کنید فرض تعریف١٣.١.١.

بΎیرد. قرار A در تماما A دلخواه نقطه دو هر بین

شود: ͳم تعریف زیر صورت به K مجموعه ۵ محدب غلاف تعریف١.١.١۴.

co(K) = {λ١x١ + ... + λnxn|λ١ + ... + λn = ١, λ١, .., λn ≥ ٠, x١, ..., xn ∈ K, n ∈ N}

آنگاه باشد نرمال A ∈ Mn کنید فرض .١۵.١.١ لم

w(A) = co(σ(A))

۵Convexhull
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ماتریس بالا قضیه به باتوجه آنگاه باشند، A ماتریس ویژه مقادیر λ١, ..., λn کنید فرض اثبات.

به ͳان΋ی تشابه لم طبق باشد. ͳم A = U∗diag(λ١, ..., λn)U که است موجود چنان U ͳان΋ی

داریم: x ∈ Cn هر ازای

w(A) =w(diag(λ١, ..., λn))

={((diag(λ١, ..., λn)x, x) : ∥x∥ = ١}

={
n∑

j=١
xj x̄jλj , ∥x∥ = ١}

={
n∑

j=١
|xj |٢λj , ∥x∥ = ١}

پس
∑n

j=١ |xj |٢ = ١ و است |x|٢ ≥ ٠ دانیم ͳم همانطورکه

w(A) = co(λ١, ..., λn) = co(σ(A))

پیدا ͳبررس برای را ͳمتفاوت دیدگاه بردعددی چΎونه که برد پی توان ͳم قضیه این دیدن با

توانید ͳم بیشتر آشنایی برای دهد. ͳم نشان ما به ماتریس، نرمال حالت به حالت نزدی΋ترین کردن

ببینید. را مقاله[٢٧]

C از ای فشرده زیرمجموعه w(A) آنگاه A ∈ Mn کنید فرض (ͳفشردگ (خاصیت .١۶.١.١ لم

است.

ای مجموعه S وچون است، پیوسته ͳنگاشت x 7−→ x∗Ax که φ : S −→ C نگاشت اثبات.

Cاست. در فشرده یΈمجموعه w(A)نیز فوق نگاشت ͳپیوستگ به توجه با Cاست، در فشرده

بسته ای مجموعه ͳکل حالت در ͳول است کراندار ای مجموعه بردعددی، [۴] .١٧.١.١ نکته

زیر بصورت S شیفت عملΎر اگر مثال بطور نیست.

S(x٠, x١, ...) = (٠, x٠, x١, ...)
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است، D = {z ∈ C : |z| < ١} واحد باز Έدیس S بردعددی آنگاه بΎیریم نظر در l٢ روی را

شد. خواهد فشرده نتیجه در و بسته w(S) بΎیریم نظر در البعد ͳمتناه را فضا اگر درحالی΋ه

است. اثبات قابل بالا قضیه مشابه نیز w(A) بودن همبند .١٨.١.١ نکته

در که است A از ͳماتریس زیر J(A) ، A ∈ Mn و J ⊆ {١,٢, ..., n} برای تعریف١٩.١.١.

باشد. شده حذف ، i /∈ J که A ماتریس ام i ستون و سطر آن

w(AJ) ⊆ w(A) داریم J ⊆ {١,٢, ..., n} هر برای .٢٠.١.١ قضیه

z ∈ w(AJ) و باشد ١ ≤ n١ < ... < nk = n که J = {n١, n٢, ..., nk} کنید فرض اثبات.

x = ی΋ه بردار حال z = y∗Ay و y∗y = ١ که است موجود y = (y١, ..., yk) ∈ Ck لذا

بسازید زیر صورت به را (x١, ..., xn)

xi =

{
yi i ∈ J

٠ i /∈ J

داریم

z = y∗(AJ)y = x∗Ax ∈ w(A)

.w(AJ) ⊆ w(A) نتیجه در و

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به و داده RHPنمایش با را C باز چپ صفحه نیم تعریف٢١.١.١.

RHP = {z ∈ C| Rez > ٠}

داریم طور همین و
RHP٠ = {z ∈ C| Rez > ٠}

باشیم داشته x ناصفر بردار هر برای هرگاه گوئیم مثبت معین را A ماتریس .٢٢.١.١ تعریف

گوئیم. مثبت معین نیمه را A ماتریس باشد، x∗Ax > ٠ که ͳصورت در x∗Ax > ٠

اگر تنها و اگر w(A) ⊆ RHP٠ باشد n × n ͳماتریس A ماتریس کنید فرض .٢٣.١.١ لم

باشد مثبت معین نیمه H(A)
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چون و w(A) ⊆ {z ∈ C|Re(z) ≥ ٠} داریم صورت این در w(A) ⊆ RHP٠ اگر اثبات.

داشت خواهیم بنابراین w(H(A)) = Re(w(A))

w(H(A)) ⊆ w(A) ⊆ {z ∈ C|Re(z) ≥ ٠}

پس

w(H(A)) = {x∗H(A)x|x∗x = ١} ≥ ٠

است. مثبت معین نیمه H(A) بنابراین x∗H(A)x ≥ ٠ داریم x ∈ Cn هر ازای به ͳیعن

ماتریس، هر به که کنیم ͳم تفسیر و تعبیر ͳتابع را دترمینان که طور همان ها ماتریس درتئوری

که است ͳتابع هم بردعددی دهد، ͳم تخصیص را شود ͳم نامیده ماتریس آن دترمینان که را عددی

اختصاص شود، ͳم نامیده ماتریس آن بردعددی که را محدب و فشرده ای مجموعه ماتریس هر به

این از Έی کدام که بدانیم خواهیم ͳم اما بود. ͳمتنوع خواص دارای بردعددی که دیدیم دهد. ͳم

که هستیم هایی ͳویژگ حداقل دنبال به دیΎر عبارت به شود؟ ͳم نتیجه ها ͳویژگ سایر از ها ͳویژگ

دهد. ͳم ΁پاس سؤال این به زیر قضیه کند. ͳم مشخص فردی به منحصر طور به را بردعددی

کند: صدق زیر شرط سه در اگر است بردعددی تابع φ : Mn −→ C تابع .٢۴.١.١ قضیه

باشد. فشرده و محدب φ(A) ، A ∈ Mn هر برای (١

باشند برقرار زیر های تساوی A ∈ Mn و α ∈ C هر برای (٢

φ(A + αIn) = φ(A) + α, φ(αA) = αφ(A).

باشد. معین مثبت H(A) اگر تنها و اگر φ(A) ⊂ RHP ، A ∈ Mn هر برای (٣

کنیم: ͳم استفاده زیر قضیه از بالا قضیه اثبات برای

L خط باشند، R٢ از فشرده و محدب جدای هم از مجموعه زیر دو A,B اگر .٢۵.١.١ قضیه

ͳم خط آن دیΎر طرف در B و طرف Έی در A و نداشته A,B با ͳاشتراک که است موجود چنان

باشد.

است. -باناخ هان جداسازی قضیه از ͳبدیه نتیجه اثبات.
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نشان است ͳکاف کند ͳم صدق بالا شرط سه در بردعددی اینکه به توجه با (٢۴.١.١ (قضیه اثبات.

شرط سه در φ١, φ٢ کنید فرض . کند ͳم صدق بالا شرط در که است موجود تابع Έی فقط دهیم

باشد. ͳم φ١(A) = φ٢(A) ، A ∈ Mn هر برای دهیم نشان است ͳکاف کنند صدق شده گفته

β پس نباشد چنین کنید فرص φ١(A) ⊆ φ٢(A) دهیم نشان است ͳکاف بحث تقارن به توجه با

موجود چنان L خط بالا قضیه طبق ندارد. تعلق φ٢(A) به β که است موجود φ١(A) به متعلق

توان ͳم دوران Έی و انتقال Έی با گیرند. ͳم قرار آن متفاوت طرف دو در φ٢(A) و β که است

به گیرند قرار آن راست سمت در φ٢(A) و چپ درسمت β که کرد منطبق ها y محور بر راچنان L

: که موجودند چنان ، (٠ ≤ θ ≤ ٢π) که θ و λ مختلط اعداد دیΎر عبارت

eiθ(β + λ) /∈ RHP, eiθ(φ٢(A) + λ) ∈ RHP (١.١)

داریم (ب) ͳویژگ به توجه با اما

φ٢(eiθ(A + λI)) = eiθ(φ٢(A + λI)) = eiθ(φ٢(A) + λ) ⊆ RHP

اینکه به توجه با اما است. معین مثبت H(eiθ(A)+λIn) ، φ٢(A) برای (ج) خاصیت به باتوجه

داریم کند ͳم صدق (ب) شرط در نیز φ١(A) و β ∈ φ١(A)

eiθ(β + λ) ∈ eiθ(φ١(A) + λ) ⊆ φ١(eiθ(A) + λI) (٢.١)

داریم کند ͳم صدق (ج) شرط در φ١ چون و است معین مثبت H(eiθ(A) + λIn) چون حال

(١.١) با که eiθ(β + λ) ∈ RHP داریم (٢.١) توجه با پس φ١(eiθ(A + λI)) ⊆ RHP

است. ثابت ح΋م و φ١(A) ⊆ φ٢(A) پس است. تناقض در

باشد. ͳم محدب ͳمنحن Έی آن ͳبیرون مرز کرد وثابت است محدب w(A) کرد فرض تئوپلیتز

خاصیت دادن نشان برای زیادی اثباتهای کرد. اثبات را تئوپلیتز فرض هاسدورف نیز بعد سال Έی

(خاصکردن) دادن تکنیΈکاهش از آنها اکثر در و ارائه هاسدورف اثبات از بعد بردعددی تحدب

است: زیر صورت به آن مراحل که شده استفاده ٢×٢ های ماتریس به مسأله

ثابت است ͳکاف n × n ماتریس بردعددی تحدب اثبات برای دهیم ͳم نشان مرحله این در :١ مرحله



١٣ ها ماتریس بردعددی ١.١

است. محدب ٢×٢ ماتریس هر بردعددی که کنیم

است، محدب ماتریس٢×٢ هر بردعددی کنیم ثابت اینکه برای دهیم ͳم نشان مرحله این در :٢ مرحله

ͳنامنف a, b که A =

٠ a

b ٠

 ش΋ل به ٢×٢ ماتریس هر بردعددی کنیم ثابت است ͳکاف

است. محدب هستند،

Έی A =

٠ a

b ٠

 ش΋ل به ٢×٢ ماتریس هر بردعددی دهیم ͳم نشان مرحله این در :٣ مرحله

باشد. ͳم ناتبهΎون ͳبیض

کنیم. ͳم اشاره نکته Έی به آن از قبل اما است، زیر لم دانستن به نیاز ابتدا مرحله١ اجرای برای

ی΋دیΎرند. معکوس A,B آنگاه AB = In اگر A, B ∈ Mn ماتریس هر برای .٢۶.١.١ نکته

با v, w ∈ Cn بردارهای و U ͳان΋ی ماتریس x, y ∈ Cn بردار دو هر برای [١۵] .٢٧.١.١ لم

که موجودند چنان v = (v١, v٢,٠,٠, ...,٠), w = (w١, w٢,٠,٠, ...,٠)

Uv = x,Uw = y.

داد؟ تعمیم البعد ͳنامتناه حالت به توان ͳم را لم این آیا که شود ͳم مطرح سؤال این حال

هر بردعددی آنگاه باشند محدب A ∈ M٢ هر بردعددی اگر .٢٨.١.١ لم

اند. محدب نیز A ∈ Mn(n ≥ ٢)

دهیم نشان باید ، ٠ ≤ λ ≤ ١ اگر .x∗x = ١, y∗y = ١ و x, y ∈ Cn کنید فرض اثبات.

λx∗Ax + (١− λ)y∗Ay ∈ w(A)

v = (v١, v٢,٠, ...,٠), w = (w١, w٢,٠, بردارهای(٠,... Uو ∈ Mn ͳان΋ماتریسی قبل لم طبق

پس .Uv = x,Uw = y که موجودند Cn در

λx∗Ax + (١− λ)y∗Ay

=λ(Uv∗)A(Uv) + (١− λ)(w∗U∗)A(Uw)

=λ < A(Uv), Uv > +(١− λ) < A(Uw), Uw >

=λ < U∗A(Uv), v > +(١− λ) < U∗A(Uw), w >


