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ඟࢁพ়وୌقدৎ

قطره�ای اندیشه، بی΋ران دریای در را کوچ΋ش بنده که است خداوندی آن از ستایش و سپاس نخستین
سایه�سار در که اکنون لذا نشیند. تماشا به بزرگ ͳآموزگاران ناب اندیشه�های دریچه�ی از را آن وسعت تا ساخت
به ͳبزرگواران از را سپاس مراتب تا م�ͳدانم لازم خود بر است، رسیده انجام به حاضر پایان�نامه�ی بنده�نوازی�هایش

نم�ͳرسید. انجام به نامه پایان این نبود، یاریΎرشان دست اگر که آورم جا
و خلق حسن با صدر، سعه�ی کمال در که ͳشمس�یوسف مرضیه دکتر خانم سرکار گرانقدرم استاد از ابتدا

گرفتند؛ عهده بر را رساله این ͳراهنمای زحمت و ننمودند دری΅ من بر عرصه این در ͳ΋کم Ϳهی از ،ͳفروتن
متقبل را رساله این داوری زحمت که سهله عباس دکتر و انصاری اسماعیل دکتر آقایان ؛ فرزانه استادان از و

شدند؛
دارم. را ͳقدردان و تش΋ر کمال

و کارساز راهنمای�ͳهای با را دانش و علم سرای گلشن که ͳاولیای رضا دکتر آقای جناب قدرم ͳعال استاد از
م�ͳنمایم. تش΋ر و تقدیر ساختند بارور سازنده

و است زندگیم در ͳاله لطف نشانه�ی حضورشان که دوستانم ͳتمام از همچنین و
امیدبخش گرمای که م�ͳکنم تقدیم عزیزم خواهر و مادر پدر، به زندگیم، همراهان مهربانترین به را آخر سپاس

است. بوده پشتیبانم بهترین همواره وجودشان

پ
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چ΋یده:

ͳکوانتوم گروه�های بر ͳمباحث

سعدی�کیا سمیرا

کرد. ثابت ͳ΋توپولوژی گروه�های ͳدوگان مورد در را خود معروف قضیه�ی پونتریاگین ١٩٣٠ سال�های حدود
L∞(G) توی به را L۱(Ĝ) مع΋وس فوریه�ی تبدیل و L∞(Ĝ) توی به L۱(G) فوریه تبدیل که داد نشان واق΄ در
در که م�ͳشوند شناخته ͳآبل Έهارمونی آنالیز ͳاساس قضایای از ͳ΋ی عنوان به ،ͳدوگان قضایای م�ͳکند. تصویر
صورت ͳغیرآبل گروه�های ͳدوگان مساله�ی حل برای وافری تلاش�های ندارند. ͳزینΎجای ͳغیرآبل گروه حالت

است. شده ͳکوانتوم گروه�های رسته�ی تولید به منجر که گرفته
م�ͳپردازیم. ∗C-جبری دیدگاه از ͳکوانتوم گروه�های ͳبررس به ͳاجمال طور به پایان�نامه این در

واژه: کلید
.KMS وزن هار، حالت موضعاًفشرده، ͳکوانتوم گروه فشرده، ͳکوانتوم گروه ∗C-جبرها،

ج



Abstract:

Topics on Quantum Groups

Samira Sadikia

In 1930 L. S. Pontrjagin established his famous duality theorem for abelian locally
compact groups: he showed that the fourier transform carries the convolution algebra
L1(G) in to the multiplicative algebra L∞(Ĝ); Conversely the fourier inverse transform
carries the convolution algebra L1(Ĝ) into the multiplicative algebra L∞(G). Duality
theorems one considered as one of the fundumental theorems in Abelian harmonic
Analysis. A series of effort has been stablished to solve the duality problem in non-
abelian case which leads to the category of quantum groups.

In this thesis we briefly study quantum groups in C∗-algebraic approach.
Key words:
C∗-Algebra, Compact Quantum Group, Locally Compact Quantum Group, Haar
state, KMS weight.
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١

پیشΎفتار:

به Έکلاسی Έانی΋م تعمیم از ͳطبیع طور به که هستند Έتوپولوژی گروههای تعمیم ͳکوانتوم گروههای

ͳجا�به�جای) جبر کردن جایΎزین GΈتوپولوژی گروه روی ͳاصل ایده است. شده گرفته الهام ͳکوانتوم Έانی΋م

این مطالب باشد. شرکت�پذیر هم�ضرب Έی دارای که است (ͳجا�به�جای لزوما (نه ∗C-جبر Έی با (C۰(G)

واعظ١ توسط ١٩٩٩ سال در که ∗C-جبری دیدگاه با موضعاً�فشرده ͳکوانتوم گروه از ͳتعریف اساس بر پایان�نامه

دیدگاه دو از ͳکوانتوم گروههای نظریه به م�ͳتوانیم امروزه است. شده گردآوری است، آمده به�دست کاسترمان٢ و

نΎرش، دومین است. جبری ͳذات به�طور ،ͳکوانتوم گروه به رسیدن برای روش اولین نزدیΈشویم. متفاوت اساساً

گروههای برای پونتریاگین ͳدوگان تئوری تعمیم تئوری این اخیر توسعه در ͳاساس انΎیزه است. آنالیزی دیدگاه

ریاضیدانان� باشد گروه نم�ͳتواند ͳحت ͳغیرآبل گروه دوگان فضای که آنجا از است. بوده ͳآبل موضعاًفشرده

تعمیم�یافته،گروه اشیاء این بودند. باشد، خود�دوگان که بزرگتری رسته جستجوی در ریاضͳ-فیزی�Έدانان) (عموما

شدند. نامیده ͳکوانتوم

نشان که ͳدلایل از ͳ΋ی پرداختند. آنالیزی روی΋رد ͳیعن شیوه دومین ͳبررس به مقاله�ای در کاسترمان و واعظ

اندازه از ͳخاص تعمیم�های توسط ͳاصل نقش که است این دارد تفاوت جبری نΎرش با کاملا تئوری این م�ͳدهد

این م�ͳشود نامیده ͳکوانتوم گروه که ͳهاف�جبرهای از بسیاری شد. خواهد ایفا موضعاً�فشرده گروه Έی در هار

نم�ͳپذیرند. را هار اندازه از خاص تعمیم

،٣ͳتاکازاک تلاش اولین از بعد برم�ͳگردد. ١٩٧٠ سال به ͳکوانتوم گروههای مفهوم به ∗C-جبری نΎاه

گروههای شامل که خوددوگان رسته Έی کردن پیدا مسئله دیΎر، برجسته ریاضیدانان ͳبرخ و کراین۵ تاناکا۴،

ͳاشیائ شد. حل شوارتس٩ و اناک٨ به�وسیله و واینرمن٧ و کاتس۶ توسط مستقل کاملا طور به باشد موضعاًفشرده

جبرهای رسته دو هر شامل که بزرگتر رسته تعریف برای ͳچالش نامیدند. کاتس �جبر کردند تعریف آنها که را

ارائه�ی برای جستجو لذا آمد. وجود به بود شده ارائه ١٠Ϳورونوی توسط که کوانتوم�ͳفشرده گروههای و کاتس

صورت ١٢ͳناکاگام و مازودا١١ وسیله به تلاش�ها اولین شد. آغاز موضعاً�فشرده ͳکوانتوم گروه برای تعریف Έی

جبر را آن و شد فرمول�بندی فون�نویمان جبرهای قالب در کوانتوم�ͳموضعاً�فشرده گروههای از تعریف Έی گرفت

ارائه Ϳورونوی و ͳناکاگام مازودا، توسط ͳکنفرانس در تعریف این ∗C-جبری صورت Έی نامیدند. Ϳورونوی

١S. Vaes ٢J. Kustermans ٣Takesaki ۴Tannaka، ۵Krein، ۶Kac ٧Vainerman ٨Enock ٩Schwartz
١٠Woronowicz ١١Masuda ١٢Nakagami



٢

مشخصه�های از بسیاری حقیقت در بود. اولیه اصول ͳپیچیدگ آنها شیوه ͳاصل مان΄ نشد. منتشر هرگز اما شد

تعریف آن در است ͳمقدمات اصول از آنها اثبات به علاقه�مند ͳکس هر که موضعاًفشرده ͳکوانتوم گروههای زیبای

شامل آنها تئوری است. مربوطه کاتΎوری داخل دوگان دادن به قادر آنها تئوری وجود این با اما بودند. پیش�فرض

م�ͳگیرد. بر در هم را کوانتوم�ͳموضعاً�فشرده های گروه همچنین و است کاتس جبرهای و گروههای�کوانتوم�ͳفشرده

باق�ͳمانده مسئله دادند. ارائه موضعاًفشرده ͳکوانتوم گروههای برای ͳتعریف ١٩٩٩ سال در کاسترمان و واعظ

کاتس- جبرهای تعریف یا Ϳورونوی و ͳناکاگام مازودا، تعریف مشابه -درست کاسترمان و واعظ تعریف �ͳاصل

گروههای از تعریف Έی ارائه که است ΀واض م�ͳشود. ͳتلق فرض Έی هار اندازه وجود هم هنوز که است این

است. زیباتر قضیه� عنوان به هار اندازه وجود اثبات با و فرض این بدون موضعاً�فشرده ͳکوانتوم

و [١٧] مرج΄ از استفاده با آن، مطالب عمده�ی است. شده تنظیم فصل سه در دارید رو پیش که نامه�ای پایان

گروههای به ͳاهΎن ∗C-جبری دیدگاه با ͳاجمال طور به ایم کرده ͳسع آن در که است شده نΎارش [٣٠] و [١٨]

فصل در م�ͳباشد. نیاز بعدی فصل دو درک برای که است ͳمقدمات شامل اول فصل باشیم. داشته ͳکوانتوم

ضرب، وجود مانند گروه Έی ساختار و کرده ͳبررس جبری ساختار دیدگاه از را ͳکوانتوم گروه Έی ابتدا دوم،

م�ͳکنیم. ترجمه ͳکوانتوم گروههای ΀سط در را ͳفوبین قضیه�ی همچنین و ی΋ه و وارون وجود ضرب، شرکت�پذیری

ͳدوگان قضیه ͳیعن Έهارمونی آنالیز معروف قضیه ͳکوانتوم صورت مقدمات، از ͳبرخ ذکر با سوم فصل در سپس

داد. خواهیم ارائه موضعاًفشرده ͳکوانتوم گروه Έی برای را پونتریاگین

دارند. ͳمتوال شماره نتای;، و ملاحظه�ها قضایا، لم�ها، تعریف�ها، همه نامه پایان این در که است ذکر به لازم

م�ͳباشد. ۴-١-٣ شماره دارای عنوان چهارمین اول، فصل از ٣ بخش در مثال، بعنوان



١ فصل

پیش�نیازها
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پیش�نیازها .١ ۴فصل

باناخ فضاهای از ͳمقدمات ١-١

م�ͳباشد. است، شده تعریف R Cیا روی که نظر مورد برداری فضای بودن ناصفر بر فرض پایان�نامه این سرتاسر در

رجوع [٢۶] به م�ͳتواند خواننده بیشتر، مطالعه�ی برای م�ͳکنیم. نیاز مورد نمادهای و مفاهیم به کوتاه اشاره�ای ابتدا

کند.

باشد. کامل نرمش از شده القاء متر با هرگاه م�ͳنامیم باناخ فضای Έی را X نرمدار فضای تعریف١-١-١.

به X نرم�دار فضای از (پیوسته) کراندار ͳخط نΎاشت�های تمام مجموعه�ی .١-١-٢ نمادگذاری و تعریف

B(X,X) = B(X) فضای ،X باناخ فضای برای م�ͳدانیم م�ͳدهیم. نمایش B(X, Y ) با را Y نرم�دار فضای

X دوگان و داده نمایش X∗ با را B(X,C) ،X نرم�دار فضای برای است. باناخ فضای Έی عملΎری، نرم با

فضای Έی عملΎری، نرم با نیز X∗ م�ͳشود. نامیده X روی کراندار ͳخط Έتابع Έی X∗ عضو هر م�ͳنامیم.

م�ͳکند. جدا را X نقاط X∗ بعلاوه است. باناخ

را X توسط شده تولید ͳخط فضای ،E باناخ فضای Έی از X زیرمجموعه�ی هر برای .١-١-٣ نمادگذاری

م�ͳدهیم. نمایش [X] با را X توسط شده تولید بسته�ی ͳخط فضای و ⟨X⟩ با

باناخ جبرهای ١-٢

بیشتر، مطالعه�ی برای شد. خواهد بیان باناخ جبرهای مورد در نیاز مورد مقدمات و مفاهیم از ͳبرخ بخش این در

باشد. مفید م�ͳتواند [۴] و [٢۶] مراج΄

هرگاه نامیم چپ ایده�آل را A جبر از J زیرمجموعه�ی تعریف١-٢-١.

و بوده، برداری) فضای مفهوم (به A از ͳزیرفضای J .١

.xy ∈ J آنΎاه ،y ∈ J و x ∈ A اگر .٢

در مشمول که هستند ͳحقیق ͳایده�آل�های ماکزیمال، ایده�آل�های است. ͳحقیق ایده�آل Έی J ،J ̸= A اگر

نیستند. بزرگتر ͳحقیق ایده�آل Ϳهی

φ مانند ناصفری ͳخط Έتابع ،A جبر روی ͳضرب ͳخط Έتابع یا (مختلط) ͳهمریخت Έی تعریف١-٢-٢.

را A روی مختلط همریخت�ͳهای همه�ی مجموعه�ی .φ(ab) = φ(a)φ(b) ،a, b ∈ A هر برای طوری΋ه به است

م�ͳدهیم. نمایش M(A) = M با
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و بوده باناخ فضای Έی ∥.∥ مانند ͳنرم با همراه هرگاه م�ͳنامیم باناخ جبر Έی را A جبر .١-٢-٣ تعریف

.∥xy∥ ≤ ∥x∥∥y∥ ،x, y ∈ A هر برای بعلاوه

ضرب و جم΄ عمل با همراه C۰(Ω) باشد، هاسدورف موضعاًفشرده�ی فضای Έی Ω هرگاه مثال عنوان به

جم΄ عمل با است، باناخ فضای ΈیX آن در که B(X) همچنین است. باناخ جبر Έی سوپریمم، نرم و نقطه�ای

است. باناخ جبر Έی عملΎری نرم با همراه ضرب، عنوان به ترکیب عمل و ͳمعمول اس΋الر ضرب و

و است پیوسته φ آنΎاه ،φ ∈ M و باشد باناخ جبر Έی A کنیم فرض [ ٣-١۶؛[۴] [قضیه .۴-١-٢ قضیه

.∥φ∥ = ۱ باشد داشته ی΋ه A اگر بعلاوه .∥φ∥ ≤ ۱

.M(A) ⊆ A∗ ،A باناخ جبر برای بنابراین

که ͳضرب و ͳقسمت خارج نرم با A
J
صورت این در باشد A باناخ جبر بسته�ی ایده�آل Έی J اگر .۵-١-٢ تذکر

است. باناخ جبر Έی م�ͳشود، تعریف ͳطبیع طور به

مختلط همریخت�ͳهای تمام مجموعه�ی M و بوده تعویض�پذیر باناخ جبر Έی A کنید فرض .۶-١-٢ قضیه

برقرارند: زیر اح΋ام آنΎاه باشد. A روی

است. مختلط ͳهمریخت Έی هسته�ی A ماکزیمال ایده�آل هر .١

است. A ماکزیمال ایده�آل Έی h هسته�ی آنΎاه ،h ∈ M اگر .٢

تبدیلاتگلفاند ١-٢-١

رابطه�ی باشد. A تعویض�پذیر باناخ جبر مختلط همریخت�ͳهای تمام Mمجموعه�ی فرضکنید تعریف١-٢-٧.

x̂(h) = h(x) (h ∈ M)

م�ͳنامیم. x گلفاند تبدیل را x̂ م�ͳسازد، منتسب x̂ : M → C مانند ͳتابع x ∈ A هر به

به القاشده ضعیف توپولوژی ،M گلفاند توپولوژی باشد. x ∈ A ازای به x̂ها تمام مجموعه�ی Â کنیم فرض

A ⊂ C(M) وضوح به صورت این در م�ͳسازد. پیوسته را x̂ هر که ͳتوپولوژی ضعیف�ترین ͳیعن است Â وسیله�ی

ایده�آل�های بین Έبه�ی�Έی تناظر Έی چون قبل، قضیه�ی بر بنا .M بر مختلط پیوسته�ی تواب΄ تمام جبر جزء ͳیعن

م�ͳنامند. A ماکزیمال ایده�آل فضای را گلفاند توپولوژی با همراه M دارد، وجود M اعضای و A ماکزیمال

م�ͳشود. اطلاق نیز Â روی به A از x→ x̂ نΎاشت مورد در گلفاند” ”تبدیل اصطلاح
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این در باشد، M(A) ̸= ϕ با تعویض�پذیر باناخ جبر Έی A کنید فرض [ ۵-١٧؛[۴] [قضیه .١-٢-٨ قضیه

صورت:

خواهد فشرده M(A) باشد نیز ی΋دار A اگر بعلاوه است. موضعاًفشرده هاسدورف فضای Έی M(A) .١

بود.

است. C۰(M) توی به A از ͳهمریخت Έی a→ â نΎاشت .٢

م�ͳنامیم A برای چپ ͳتقریب یΈواحد را {eα} شب΋ه�ی باشد. نرمدار یΈجبر A فرضکنیم تعریف١-٢-٩.

{eα} شب΋ه�ی م�ͳشود. تعریف مشابه طور به راست ͳتقریب واحد .∥eαx− x∥ → ۰ ،x ∈ A هر ازای به هرگاه

ͳتقریب واحد Έی از منظور .∥eα∥ ≤ k ،α هر برای که باشد موجود چنان k مثبت ثابت اگر است کراندار

باشد. نیز کراندار که است ͳتقریب واحد Έی کراندار

∗C-جبرها ١-٣

شود. رجوع [٢۵] و [٩] و [١٠] به بیشتر مطالعه برای

م�ͳگوییم برگشت Έی را خودش توی به A از a → a∗ نΎاشت باشد باناخ جبر Έی A اگر .١-٣-١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در a, b ∈ A هر برای اگر

(a∗)∗ = a .١

(ab)∗ = b∗a∗ .٢

(αa+ b)∗ = αa∗ + b∗ .٣

.۱∗ = ۱ م�ͳشود نتیجه ͳهمان ͳتای΋ی از ترتیب بدین .۱∗a = (۱∗a)∗∗ = (a∗۱)∗ = a آنΎاه باشد ی΋دار A اگر

م�ͳگوئیم. ی΋دار باشد داشته ͳهمان عضو که را جبری هر .α∗ = α م�ͳشود نتیجه ͳهمان مضرب هر برای همچنین

شرط در a ∈ A هر برای هرگاه م�ͳگوییم ∗C-جبر Έی را برگشت Έی با A باناخ جبر هر .١-٣-٢ تعریف

کند: صدق زیر

∥a∗a∥ = ∥a∥۲

[ ٣-١؛[١٠] [مثال .١-٣-٣ مثال

عملΎر هر برای است، ∗C-جبر Έی H هیلبرت فضای روی کراندار عملΎرهای جبر ،B = B(H) .١

است. A ͳالحاق A∗،A
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∗C-جبر Έی،H هیلبرت فضای روی فشرده عملΎرهای جبر ،B۰ = B۰(H)،H هیلبرت فضای هر برای .٢

است. ͳهمان عضو فاقد ∗C-جبر این نباشد ͳمتناه بعد با H ͳوقت است،

است ∗C-جبر Έی، C توی Xبه از پیوسته تواب΄ تمام مجموعه ،C(X) باشد، فشرده XیΈفضای اگر .٣

عنصر با ͳجابجای ∗C-جبر Έی C(X) اینجا در .f ∗(x) = f(x)،X روی f پیوسته تاب΄ هر برای اگر

نوع این از ∗C-جبری با ͳهمان عنصر با ͳجابجای ∗C-جبر هر که دید خواهیم ادامه در است. ͳهمان

است. ی΋ریخت

در که X بر پیوسته تواب΄ جبر ،C۰(X) نباشد،آنΎاه فشرده اما باشد فشرده موضعا فضای Έی X اگر .۴

∗C-جبر هر دید خواهیم ادامه در است. ͳهمان عنصر فاقد ∗C-جبر Έی م�ͳکنند، میل صفر به ب�ͳنهایت

است. ی΋ریخت نوع این از ∗C-جبری با ͳهمان عنصر فاقد ͳجابجای

M ماکزیمال ایده�آل فضای با ͳجابه�جای ∗Cجبر Έی A کنید فرض نیمارک٢) (گلفاند١- .۴-١-٣ قضیه

ͳاضاف خاصیت که است C(M) روی به A از طولپا ͳریخت΋ی Έی گلفاند تبدیل صورت این در باشد.

h(x∗) = h(x), (x ∈ A, h ∈ M)

معادل، طور به یا

ˆ(x∗) = x̂ (x ∈ A)

دارد. را

است. X بسته واحد گوی ballX از X،منظور باناخ فضای هر برای م�ͳکنیم یادآوری

آنΎاه ،a ∈ A اگر [ ۴-١؛[١٠] [گزاره .۵-١-٣ گزاره

∥a∗∥ = ∥a∥ .١

∥aa∗∥ = ∥a∥۲ .٢

∥a∥ = sup{∥ax∥ : x ∈ ballA} = sup{∥xa∥ : x ∈ ballA} .٣

∗C-جبر Έی تا کرد اضافه ی΋ه آن به م�ͳتوان ͳتای΋ی طریق به باشد ی΋ه بدون ∗C-جبر Έی A که ͳزمان

Έی را ρ : A → C نΎاشت باشند، ∗C-جبر دو C و A اگر نم�ͳشود. بیان اینجا در که شود، حاصل ی΋دار

باشیم داشته a ∈ A هر برای بطوری΋ه باشد جبری ͳهمریخت Έی ρ اگر م�ͳگوییم ͳهمریخت یا ͳهمریخت-∗

است. ͳدوسوی ͳهمریخت-∗ Έی ∗C-جبرها، بین ͳریخت΋ی یا ͳریخت΋ی-∗ Έی . ρ(a∗) = ρ(a)∗

١Gelfand ٢Naimark
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صورت: این در باشد، a ∈ A و ∗C-جبر Έی A کنید فرض تعریف١-٣-۶.

ReA با Aرا ͳهرمیت اعضای همه�ی مجموعه�ی م�ͳگوییم. خودالحاق یا ͳهرمیت را a آنΎاه ،a∗ = a اگر .١

م�ͳدهیم. نمایش

م�ͳگوییم. نرمال را a آنΎاه ،aa∗ = a∗a اگر .٢

م�ͳگوییم. ͳان΋ی را a آنΎاه ،a∗a = aa∗ = ۱ اگر صورت این در باشد، ی΋دار A کنید فرض .٣

آنΎاه باشد، آن نرمال عضو Έی a و ∗C-جبر Έی A اگر است. نرمال ،ͳجابجای ∗C-جبر Έی از عضو هر

است. ͳجابجای ،a توسط تولید�شده ∗C-جبر

[ ٧-١؛[١٠] [گزاره .١-٣-٧ گزاره

است: برقرار زیر اح΋ام باشد، a ∈ A اگر

.(a∗)−۱ = (a−۱)∗ و است مع΋وس�پذیر نیز a∗ آنΎاه باشد، مع΋وس�پذیر a اگر .١

هستند. A خودالحاق اعضای y و x آن در a،که = x+ iy .٢

است. ∥u∥ = ۱ آنΎاه باشد، ͳان΋ی A در u اگر .٣

است). a ͳطیف شعاع r(a)) ،∥a∥ = r(a) آنΎاه باشد، خودالحاق a اگر .۴

a ∈ هر برای آنΎاه باشد، ͳهمریخت-∗ Έی ρ : A → B و باشد دیΎر ∗C-جبر Έی B اگر .۵

است. ∥ρ(a)∥ ≤ ∥a∥،A

م�ͳآوریم. بلافاصله را زیر نتیجه است، ͳهمریخت-∗ Έی خود ،ͳهمریخت-∗ Έی مع΋وس آنجائی΋ه از

است. طولپا ρ آنΎاه باشند، ͳریخت΋ی-∗ Έی ρ : A → B و ∗C-جبر دو B و A اگر .١-٣-٨ نتیجه

است. ͳحقیق باناخ فضای Έی Re A بΎوییم م�ͳتوانیم

برقرارند: زیر اح΋ام آنΎاه باشد، جبری ͳهمریخت Έی h : A → C اگر [ ٩-١؛[١٠] [گزاره .١-٣-٩ گزاره

است. h(a) ∈ R آنΎاه باشد، a ∈ Re A اگر .١

است. h(a∗) = h(a) ،A از a دلخواه عضو هر برای .٢

است. h(a∗a) ≥ ۰ ،a ∈ A هر برای .٣



پیش�نیازها .١ ٩فصل

است. |h(u)| = ۱ آنΎاه باشد، ͳان΋ی u ∈ A و ی΋دار A اگر .۴

است. ͳهمریخت-∗ Έی ،ͳحقیق اعداد توی به ∗C-جبر Έی از جبری ͳهمریخت هر .١-٣-١٠ نتیجه

این در باشد، a ∈ A و ͳجابجای ∗C-جبر Έی A کنید فرض [ ؛[٩] VII-٨-۶ [قضیه .١-٣-١١ قضیه

با: است برابر ،aطیف صورت

σ(a) = {h(a) : است ͳهمریخت Έی h : A → C}

است. σ(a) ⊆ R آنΎاه باشد، a ∈ Re A اگر .١-٣-١٢ نتیجه

ͳتابع حسابان و ͳجبرهایجابجای-C∗ ١-٣-١

همان م��ͳآید. ذیل در که است برقرار بیشتری اح΋ام بΎیرید، نظر در را ( ١-٢-١ ) در شده ذکر مفاهیم و نمادها

م�ͳکنیم: بیان را زیر نتیجه�ی حال است. ی΋ریخت C(M) با ی΋دار ͳجابجای ∗C-جبر هر م�ͳدانیم قبل از که طور

باشد، آن ماکسیمال ایده�آل Mفضای و ی΋ه بدون ∗C-جبر ΈیA اگر [ ٢-٢؛[١٠] [نتیجه .١-٣-١٣ نتیجه

است. ͳریخت΋ی-∗ Έی γ : A → C۰(M) گلفاند تبدیل آنΎاه

در است. ͳجابه�جای ∗C-جبر Έی L∞(µ) آنΎاه باشد، ͳمتناه-σ اندازه�ی فضای Έی (X,Ω, µ) اگر

است. ∗-ی΋ریخت ،L∞(µ) ماکسیمال ایده�آل فضای روی پیوسته تواب΄ تمام جبر ͳیعن C(M) با L∞(µ) نتیجه

∗C-جبر از منظور صورت این در ،S ⊆ A و باشد ͳجابه�جای ∗C-جبر Έی A کنید فرض تعریف١-٣-١۴.

آن که م�ͳباشد S مجموعه�ی شامل و A در مشمول ∗C-جبرهای همه�ی اشتراک ،S مجموعه�ی توسط شده تولید

م�ͳدهیم. نشان C∗
۰ (S) با را

C∗
۰ (S ∪ {۱}) صورت به را C∗(S) لذا باشد. ی΋ه بدون C∗

۰ (S) ∗C-جبر است مم΋ن بالا تعریف در

م�ͳباشد. ۱ و a∗ و a برحسب چندجمله�ای�ها همه�ی بستار C∗(a) آنΎاه a ∈ A اگر ویژه، به م�ͳکنیم. تعریف

این در باشد، ͳمتناه-σ اندازه�ی فضای Έی (X,Ω, µ) کنید فرض [ ۶-٢؛[١٠] [گزاره .١۵-١-٣ گزاره

ͳیعن م�ͳکنیم. تعریف φ توسط ضرب عنوان به L۲(µ) روی Mφرا نΎاشت ،φ ∈ L∞(µ) هر برای صورت

L∞(µ) ↪→ B(L۲(µ))

φ→Mφ

برقرارند: زیر اح΋ام آنΎاه ،φ ∈ L∞(µ) اگر م�ͳباشد. φ در ضرب عملΎر ،Mφ از منظور آن در که

.M∗
φ =Mφ و است Mφنرمال عملΎر .١
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م�ͳباشد. B(L۲(µ)) به L∞(µ) از ͳهمریخت-∗ Έی φ→Mφ نΎاشت .٢

∥Mφ∥ = ∥φ∥∞. .٣

م�ͳنشیند. B(L۲(µ)) در L∞(µ) واق΄ در بالا، قضیه�ی به توجه با

∗C-جبر Έی مثبتدر عناصر ١-٣-٢

هرگاه است مثبت a ∈ A عنصر صورت این در باشد، ∗C-جبر Έی A کنید فرض .١۶-١-٣ تعریف

و a ≥ ۰ م�ͳنویسیم و است) ͳنامنف ͳحقیق اعداد مجموعه�ی R+ از σ(a)(منظور ⊆ R+ و a ∈ Re A

و −a ∈ A+ هرگاه گوییم ͳمنف را a عنصر همچنین م�ͳدهیم. نشان A+ با را A مثبت عناصر همه�ی مجموعه�ی

.a ≤ ۰ م�ͳنویسیم

.f(x) ≥ ۰ ،x ∈ X هر برای اگر تنها و اگر گوییم مثبت را C(X) ∗C-جبر در f تاب΄ .١-٣-١٧ مثال

.φ(x) ≥ ۰ باشیم داشته جا همه تقریباً و µاندازه�ی به نسبت اگر تنها و اگر است مثبت L∞(µ) در φ تاب΄ همچنین

Aموجودند در v و u بفرد منحصر مثبت عناصر آنΎاه ،a ∈ ReA اگر [ ٢-٣؛[١٠] [گزاره .١-٣-١٨ گزاره

.uv = vu = ۰ و a = u− v طوری΋ه به

توسط را آن�ها و م�ͳگوییم a ͳالحاق عنصر ͳمنف و مثبت قسمت�های ترتیب به را قبل گزاره�ی در v و u عناصر

م�ͳدهیم. نمایش v = a− و u = a+

معادلند: زیر اح΋ام صورت این در باشد، ∗C-جبر Έی A کنید فرض [ ۴-٣؛[١٠] [قضیه .١-٣-١٩ قضیه

a ≥ ۰ .١

.a = b۲ طوری΋ه به دارد وجود b ∈ A+ .٢

.a = x∗x طوری΋ه به دارد وجود x ∈ A .٣

است. A در بسته مخروط Έی A+ [ ۵-٣؛[١٠] [گزاره .١-٣-٢٠ گزاره

دارند. تعلق A+ به ra و a+ b ،r ∈ R≥۰ و a, b ∈ A+ هر برای ͳیعن A+ بودن مخروط

اگر a ≤ b م�ͳگوییم آنΎاه a, b ∈ Re A اگر بود. خواهد ͳحقیق مرتب برداری فضای Έی Re A لذا

.b− a ≥ ۰ باشیم داشته

.۰ ≤ a∗a ≤ ∥a∥۲۱ ،A در a عضو هر برای ویژه به .−∥a∥۱ ≤ a ≤ ∥a∥۱ آنΎاه ،a ∈ Re A اگر همچنین
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اگر صورت این در باشد. (ی΋دار) ∗C-جبر Έی A کنید فرض [ ٩-٢؛[٢۵] [گزاره .١-٣-٢١ گزاره

.۰ ≤ c∗ac ≤ c∗bc ،c ∈ A هر برای آنΎاه ،۰ ≤ a ≤ b

صورت این در ،T ∈ B(H) و باشد هیلبرت HیΈفضای فرضکنید [ ۶-٣؛[١٠] [گزاره .١-٣-٢٢ گزاره

.⟨Th, h⟩ ≥ ۰ ،h بردار هر برای اگر تنها و اگر است مثبت T

باشد. آن ∗C-زیرجبر Έی B و ی΋دار ∗C-جبر Έی A کنید فرض [ ٢۵-٢؛[٢۵] [قضیه .١-٣-٢٣ قضیه

روی مثبت ͳخط Έتابع Έی به توسی΄ قابل آنΎاه باشد، B روی مثبت ͳخط Έتابع Έی T اگر صورت این در

است. A

رابطه�ی در ،(ker W )⊥ در h بردار هر برای که را H هیلبرت فضای روی W عملΎر .٢۴-١-٣ تعریف

گوییم. ͳجزئ ͳطولپای است، صادق ∥Wh∥ = ∥h∥

م�ͳنامیم. آن ͳپایان فضای Wرا برد Wو آغازین فضای را (ker W )⊥ فضای

∗C-جبر Έنمایش�هایی ١-٣-٣

است. خاص برد Έی با ͳهمریخت-∗ Έی فقط نمایش، Έی

(π,H) ͳدوتای صورت این در باشد، ∗C-جبر Έی A کنید فرض [ ١-۶؛[١٠] [تعریف .٢۵-١-٣ تعریف

روی A از نمایش Έی م�ͳباشد، ͳهمریخت-∗ Έی نیز π : A → B(H) و هیلبرت فضای Έی H آن در که را

م�ͳنامیم. H

.π(۱) = ۱ داریم انتظار آنΎاه باشد، ی΋دار A اگر

م�ͳدهیم. نشان π نماد با فقط را نمایش Έی معمولا˦ ،ͳسادگ برای

Έی π : A → B(H) و باشد A شده�ی ی΋دار ∗C-جبر نمایشΎر A۱ = A + C و نباشد ی΋دار A اگر

آن در که داد توسی΄ π̃(a+ α) = π(a) + αتعریف با π̃ : A۱ → B(H) به را π م�ͳتوان آنΎاه باشد، نمایش

.α ∈ C و a ∈ A

[ ٢-۶؛[١٠] [مثال .٢۶-١-٣ مثال

است. نمایش Έی A → B(H) شمول نΎاشت آنΎاه باشد، B(H) ∗C-زیرجبر Έی A اگر .١

π : L∞(µ) → نΎاشت صورت این در باشد، ͳمتناه-σ اندازه�ی فضای Έی (X,Ω, µ) کنید فرض .٢

است. نمایش Έی π(φ) =Mφ توسط شده تعریف B(L۲(µ))
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π : C(X) → B(L۲(µ)) آنΎاه باشد، X روی مثبت بورل اندازه�ی Έی µ و فشرده فضای Έی X اگر .٣

است. L۲(µ) روی C(X) از نمایش Έی πµ(f) =Mf توسط شده تعریف

U : H۲ → ͳریخت΋ی هرگاه گوییم هم�ارز Aرا ∗C-جبر از (π۲,H۲) و (π۱,H۱)نمایش دو تعریف١-٣-٢٧.

.π۱ ∼= π۲ م�ͳنویسیم صورت این در π۲(a) = Uπ۱(a)U
−۱ ،a ∈ A هر برای که باشد موجود چنان H۱

هرگاه گوییم دوری را π نمایش صورت این در باشد، ∗C-جبر Έی A کنید فرض .١ تعریف١-٣-٢٨.

دوری بردار را e باشد. چΎال H در {π(a)e | a ∈ A} مجموعه�ی که باشد موجود چنان H در e بردار

م�ͳنامیم. π برای

باشد. Έبه�ی�Έی هرگاه گوییم وفادار را π نمایش .٢

م�ͳباشد. H بسته�ی زیرفضای Έی M آن در که a→ π(a) |M فرم به است ͳنمایش ،π زیرنمایش Έی .٣

در شده تعریف πµ آنΎاه Xباشد، روی مثبت بورل اندازه�ی Έی µ و فشرده XیΈفضای اگر مثال١-٣-٢٩.

مجموعه�ای روی که L۲(µ) در تاب΄ هر واق΄ در است. ۱ آن دوری بردار با دوری ( ٢۶-١-٣ ) مثال سوم قسمت

دوری B(H) ͳهمان نمایش همچنین است. نمایش این برای دوری بردار Έی نشود صفر مثبت µ اندازه�ی با

م�ͳباشد. دوری نمایش این برای H غیرصفر بردار هر و است

ناتباهیده ρ : A → B(H)نمایش گوییم صورت این در باشد، ∗C-جبر ΈیA فرضکنید تعریف١-٣-٣٠.

.[ρ(A)H] = H هرگاه م�ͳکند عمل ناتباهیده طور به یا است

را باشد بسته B(H) ضعیف عملΎری توپولوژی به نسبت که B(H) ی΋دار ∗-زیرجبر هر .١-٣-٣١ تعریف

است. شده ͳمعرف (١٩-۴-١) در توپولوژی این م�ͳگوییم. نویمان فان جبر Έی

بعد دارای H هیلبرت فضای صورت�ͳکه در B(H) و ͳجابه�جای نویمان فان جبر Έی L∞(R) مثال عنوان به

م�ͳباشد. ͳناجابه�جای نویمان فان جبر Έی از ͳمثال باشد ٢ حداقل

∗C-جبرها روی GNS-ساختار ۴-١-٣

H در ͳان΋ی بردار e اگر حال باشد. نمایش Έی π : A → B(H) و باشد ی΋دار ∗C-جبر Έی A کنید فرض

Έتابع Έی φ آنΎاه ،φ(a) = ⟨π(a)e, e⟩ باشدکه شده تعریف صورت این به a ∈ A هر برای φ : A → C و

.φ(۱) = ۱ داریم ،∥e∥ = ۱ این΋ه دلیل به همچنین .φ(a) ≥ ۰ ،a ∈ A+ هر برای ͳیعن است مثبت ͳخط

را Σ = Σ(A) م�ͳنامیم. حالت را ∗C-جبر Έی روی ۱ نرم با مثبت ͳخط Έتابع هر .١-٣-٣٢ تعریف

م�ͳشود. نامیده A حالت فضای Σ(A) م�ͳدهیم. قرار A روی حالت�ها همه�ی مجموعه�ی


