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پایه علوم دانش΋ده
ͳریاض گروه

جبرهای دوم پذیریضعیفدوگان میانگین و پذیری میانگین
باناخ

معطرپور مریم نگارش:

تصويب به درجه با و Ͷبررس زير داوران هيأت توسط تاريخ در
رسيد. نهايي

با
مرتبه

امضاء: ͳعلم

ͳابوالقاسم محمد دکتر راهنما: استاد

امضاء: ͳعلم مرتبه با ͳفتاح دکترعبدالمجید :ͳداخل ممتحن استاد

امضاء: ͳعلم مرتبه با سام΄ اله حجت دکتر :ͳخارج ممتحن استاد



೯دایا...
نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بی�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا ͳزیستن من به
تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بΎذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا ͳمˇردن و

م�ͳداری. دوست
تنها تو پای به بردن رن; و تو بخاطر کشیدن ͳزندان تو، بخاطر دیدن ش΋نجه که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو
در امید برق که توست رهایی امید از م�ͳخندم، دل در من که توست شادی از است، من ͳزندگ بزرگ لذت
م�ͳکنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست ͳخوشبخت از و م�ͳدرخشد خسته�ام چشمان
پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را ͳفتΎش نیروی بزنم. حرف خوب نم�ͳتوانم

دریاب. دریاب، کرده�ام
از من، نگاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از ͳزندگ که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو

است. عاجز من، دل در ͳشعف موج برانگیختن
آموخت. خواهم خود را مردن چΎونه بیاموز، من به را زیستن چΎونه تو،

در فداکاری بی�پاداش، کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدی، در صبر ش΋ست، در تلاش توفیق من به
ͳگستاخ بی�نمود، خوبی بی�ریا، ایمان بی�نان، خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین س΋وت،
بداند، دوست بی�آنکه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایی بی�هوس، عشق بی�غرور، قناعت ،ͳبی�خام

کن. روزی

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه



චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را ͳآدم خود، بی�کران لطف با که را ح΋یم خداوندگار سپاس
ͳابوالقاسم محمد دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از م�ͳدانم خود وظیفه� آغاز در
نم�ͳرسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم ͳقدردان و تش΋ر صمیمانه ،
م�ͳکنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر ،ͳمهربان و مهر خداوندگاران دستان بر م�ͳزنم بوسه پایان، در
وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم برادران از م�ͳکنم تش΋ر و را مقدس�شان وجود

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که

معطرپور مریم
اسفند١٣٨٩
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ଘم৤قدৎ
وॣ࠽تدণتان৮درمభ଒ساଢساروओودشر॰د

ඟ໊دم،آड़و঩࣎مواوجभඟ໋࣎م
نࢂඟان،ख़࡛ࢴت୓یਟی৒భغ وৎقد৤مଘࣼ࡫م୓یൕঙࣂ૙ه

،اॸطاف঻یࢁඟانووओودධසزماభم
وৎقد৤مୀଘاభاৣم଒حاঃیانൕঙࣂਜพیز৯دਛیامංඌ঒ند.
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چ΋یده

Έهارمونی آنالیز گرایش در مطالعه و تحقیق جهت ریاضیدانان موردعلاقه هاکه نظریه از ͳ΋ی
است. باناخ جبرهای پذیری میانگین نظریه باشد، ͳم

دوم آرنز و اول آرنز های ضرب نام به ضرب نوع دو همراه به نیز A∗∗ دانیم ͳم باشد جبرباناخ Έی A اگر
دو این پذیری میانگین بین ͳارتباط آیا که شود ͳم مطرح سوال این حال شود، ͳم تبدیل باناخ جبر Έی به

هست؟ باناخ جبر
پذیر میانگین A∗∗ اگر بالعکس و است پذیر میانگین آن دوم دوگان آیا باشد، پذیر میانگین A اگر ͳیعن
ایده A که موضوع این گرفتن نظر در به توجه با ΁پاس دوم سوال مورد در ، است پذیر میانگین A آیا باشد،
کنیم ͳم مشاهده نامه پایان این در حال است. گرفته قرار مطالعه و ͳبررس مورد [۲۵] در باشد A∗∗ از ͳآل

کند. ͳم ایجاب را A پذیری میانگین ، A∗∗ پذیری میانگین ͳکل طور به که
پایان این در که است، مطرح نیز ضعیف پذیری میانگین حالت در بالا در شده مطرح سوالات طور همین

دهیم. ͳم قرار مطالعه مورد حدی تا نیز را سوالات این نامه
مثال بعنوان کنیم. ͳم مطالعه را L۱(G)∗∗ و L۱(G) ͳگروه باناخ جبرهای پذیری میانگین ارتباط انتها در
و L۱(G) شود، ͳم البعد ͳمتناه L۱(G) که این دلیل به باشد گسسته ͳموضع فشرده گروه Έی G اگر

شود. ͳم G پذیری میانگین با معادل آنها پذیری میانگین این بنابر بود خواهند ͳ΋ی L۱(G)∗∗

باناخ های جبر دوم دوگان ، ضعیف پذیری میانگین ، پذیری میانگین ، باناخ جبر کلماتکلیدی:



فهرستمطالب

صفحه عنوان

ب . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشΎفتار ٠-١

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اوليه تعاريف و مفاهيم ١

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳتابع آنالیز از پیشنیازهایی ١-١

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Έهارمونی آنالیز از پیشنیازهایی ١-٢

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیری میانگین مفهوم ٢

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳموضع فشرده های گروه روی پایا میانگین ٢-١

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعاریف ٢-٢

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باناخ های جبر پذیری میانگین ٢-٣

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باناخ های جبر ضعیف پذیری میانگین ۴-٢

۴٨ . . . . . . . باناخ های جبر دوم پذیریضعیفدوگان میانگین و پذیری میانگین ٣
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پیشΎفتار ٠-١

ͳمتناه مجموعه با ͳتابع آیا که شد آغاز ١Ίلب سوال این طرح با ١٩٠۴ سال در پذیری میانگین مفهوم

پذیری میانگین مفهوم ١٩٢٩ سال در دارد؟ وجود باشد، پایا گروه معین عمل Έی تحت که پذیر جم΄

مجموعه زیر روی پذیر جم΄ های اندازه مورد در ،messbar ͳآلمان عنوان تحت نویمن٢ فون جان توسط

ماهون ،١٩۴٩ سال در و شد ارائه ٣ͳ΋باناخ-تارس پارادوکس با رابطه در ،G ͳموضع فشرده گروه های

کرد. ترجمه ͳانگلیس در پذیری میانگین عنوان با را آن ۴ دی ام.

بین روابط مطالعه به مند علاقه ها ریاضیدان و هستند ͳ΋توپولوژی و جبری ساختار دارای باناخ های جبر

پذیری میانگین مطالعه باناخ های جبر مورد در موفقیت حصول های راه از ͳ΋ی باشند. ͳم ساختار دو این

هاست. آن

شد. مطالعه و ۵تعریف جانسون ١٩٧٢توسط سال در بار نخستین باناخ های جبر پذیری میانگین مفهوم

ͳگروه جبر ،G ͳموضع فشرده گروه برای که بود این شد، اثبات و بیان وی توسط که ͳاساس نتایج از ͳ΋ی

جبر پذیری میانگین تعریف این با باشد. پذیر میانگین G گروه اگر تنها و اگر است پذیر میانگین L۱(G)

نویمن، فون های جبر مانند ریاضیات دیΎر های شاخه وارد بعد به آن از و شد گذاری پایه باناخ های

به یافت تعمیم پذیری میانگین مفاهیم جانسون از پس شد. دیفرانسیل هندسه ͳحت و عملΎرها فضاهای

شد. ͳمعرف ضعیف پذیری میانگین جمله از ، پذیری میانگین از دیΎری انواع که طوری

جابجایی باناخ جبرهای برای ١٩٨٧ سال در را ضعیف پذیری میانگین مفهوم دیلز٨ و کورتیز٧ ، بید۶

داد. تعمیم ͳکل حالت برای را آن جانسون و کردند مطرح

های جبر دوم دوگان ضعیف پذیری میانگین و پذیری میانگین مفهوم ͳبررس نامه پایان این ͳاصل هدف

است. شده بندی فصل زیر بصورت که باشد، ͳم باناخ

به آن در که است بعدی های فصل در استفاده جهت اولیه مفاهیم و تعاریف شامل نامه پایان این اول فصل

پردازیم. ͳم Έهارمونی آنالیز و ͳتابع آنالیز در قضایایی و تعاریف از مختصری بیان

در و شده بیان باناخ های جبر و ͳموضع فشرده های گروه در پذیری میانگین مفهوم دوم فصل در

١Lebesgue
٢John Von Neumann
٣Banach-Tarski paradox
۴Mahlon M. Day
۵Johnson
۶Bade
٧Curtis
٨Dales

ب



است(قضیه آمده باناخ های جبر و ͳموضع فشرده های گروه پذیری میانگین بین ارتباط ͳونگΎچ ای قضیه

ͳم آن شده ی΋دار و ی΋دار غیر باناخ جبر Έی پذیری میانگین بین ارتباط ͳبررس به همچنین جانسون)

میانگین از ͳمهم های قضیه و باناخ های ضعیفجبر پذیری میانگین مفهوم نیز فصل این پایان در پردازیم.

است. شده بیان ضعیف پذیری

ͳگروه G اگر دهیم ͳم نشان سپس شده آشنا باناخ جبر Έی ͳ΋توپولوژی مرکز مفهوم با ابتدا سوم فصل در

و است پذیر میانگین L۱(G)∗∗ ، G بودن ͳمتناه فرض با باشد ضعیف ͳحذف گروه نیم یا ͳموضع فشرده

ͳونگΎچ ای قضیه در سپس بود. خواهد ͳمتناه G گاه آن باشد پذیر میانگین L۱(G)∗∗و باشد گروه G اگر

این با نیز آخر بخش در است. آمده A∗∗ ͳیعن آن دوم دوگان و A باناخ جبر پذیری میانگین بین ارتباط

شده ͳبررس ای قضیه در A∗∗ و A ضعیف پذیری میانگین بین ارتباط باشد، باناخ جبر Έی A که فرض

،A∗∗ در Â بودن چپ آل ایده و A∗∗ بودن ضعیف پذیر میانگین با که شود ͳم داده نشان واق΄ در است.

بود. خواهد ضعیف پذیر میانگین نیز A

پ



١ فصل

اوليه تعاريف و مفاهيم
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ͳتابع آنالیز از پیشنیازهایی ١-١

های فصل در که Έهارمونی آنالیز و ͳتابع آنالیز در نیاز مورد قضایای و مفاهیم ، تعاریف فصل این در

. نماییم ͳم بیان اختصار به را کنیم ͳم استفاده آنها از بعدی

x ∈ X هر به اگر نامیم ͳم ١ دار نرم ͳفضایخطΈی را X مختلط برداری فضای تعریف١-١-١.

: که باشد شده مربوط چنان x نرم نام به ∥x∥ مانند ͳنامنف و ͳحقیق عددی

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ، X در y و x هر ازای به الف)

.∥αx∥ = |α|∥x∥ ، باشد اس΋الر α و x ∈ X اگر ب)

نماید. ایجاب را x = ۰ تساوی ∥x∥ = ۰ ج)

فضایی ، نرم بوسیله شده تولید متر به نسبت هرگاه ، نامیم ͳم ٢ باناخ فضای Έی را X دار نرم فضای

X در {xn} مانند ͳکش دنباله هر ازای به هرگاه است باناخ فضای Έی X دیΎر، عبارت به باشد. کامل

. limn→∞∥xn − x∥ = ۰ که باشد موجود ، x ∈ X مانند عنصری

Έی را T : X → Y تابع باشند. F میدان روی برداری فضای دو Y و X گیریم .١-١-٢ تعریف

: باشیم داشته α, β ∈ F هر و x, y ∈ X هر ازای به هرگاه ، گوییم Y به X از ٣ ͳخط عملΎر

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y).

نامیم. ͳم ۴ ͳتابعکخطΈی را مختلط اعداد فضای توی به X برداری فضای از ͳخط عملΎر هر

کران عملΎر را T . باشد ͳخط عملΎر Έی T : X → Y و باشند دار نرم فضای دو Y و X کنیم فرض

: باشیم داشته x ∈ X هر ازای به که باشد داشته Mوجود مانند ͳثابت عدد اگر ، گوییم ۵ دار

∥T (x)∥ ≤M∥x∥.

١ Normed linear space
٢Banach space
٣ Linear operation
۴Linear fanctional
۵ Bounded operation

٢



به و دهیم ͳم نمایش ∥T∥ با و نامیده T نرم کند صدق خاصیت این در که را M عدد کوچ΋ترین

: کنیم ͳم تعریف زیر صورت

∥T∥ = sup{∥T (x)∥ : x ∈ X, ∥x∥ ≤ ۱}.

زیر صورت به و دهیم ͳم نشان ∥T∥∞ نماد با را ۶ T ی΋نواخت نرم ، باشد دار کران نگاشت Έی T اگر

: کنیم ͳم تعریف

∥T∥∞ = sup{∥T (x)∥ : x ∈ X}

. دهیم ͳم نمایش B(X, Y ) با را Y به X از دار کران ͳخط های عملΎر تمام مجموعه

Y بروی X از ٧ طولپا ͳخطͳریخت΋ی Έی ، Y و X دار نرم ͳخط فضای هر برای تعریف١-١-٣.

.∥T (x)∥ = ∥x∥ ،x ∈ X هر برای که طوری به است Y بروی X از T ͳخط نگاشت Έی ،

اگر است پیوسته ، Y دار نرم فضای به X دار نرم فضای از T عملΎر Έی که داریم توجه : توضیح

.Txn → Tx آنگاه xn → x که X در {xn} دنباله هر برای

زیر شرایط آنگاه . باشد ͳخط T : X → Y و بوده دار نرم فضای دو Y و X کنید فرض .۴-١-١ گزاره

ارزند: هم

. است پیوسته T الف)

. است دار کران T ب)

. T (xn) → ۰ گاه آن xn → ۰ پ)هرگاه

. [۲۴] به کنید رجوع . اثبات

و باناخ فضایی X ، ͳخط فضاهای Y و X کنیم فرض ی΋نواخت): کرانداری (اصل .۵-١-١ قضیه

Mx ، x ∈ X و T ∈ F هر برای اگر باشد. ͳخط تبدیلات از ای مجموعه F = {T : T : X −→ Y }

.∥Tx∥ ≤M ، T هر ازای به که دارد وجود Mای آنگاه ∥Tx∥ ≤Mx که باشد موجود ای

. [۲۴] به کنید رجوع . اثبات

۶Uniformly norm
٧Isomorphism linear isometrically

٣



٨ تصویر را P : X → X ͳخط نگاشت باشد. برداری فضای Έی X کنید فرض .۶-١-١ تعریف

. P ۲ = P که ͳصورت در ، گوییم

: باشیم داشته x ∈ X هر برای دیΎر بعبارت

P (P (x)) = P (x)

تصویر Έی P (x, y) = x+ iy و P (x, y) = ۰ های ضابطه با P : R۲ −→ R۲ تابع .١-١-٧ مثال

باشد. ͳم

اگر است محدب C ⊂ X ی مجموعه باشد. برداری فضای Έی X کنیم فرض تعریف١-١-٨.

tC + (۱− t)C ⊂ C (۰ ≤ t ≤ ۱)

باشد. tx+ (۱− t)y شامل C باید ، (۰ ≤ t ≤ ۱) و y ∈ C و x ∈ X اگر ͳعبارت به

٩ ͳقسمت خارج فضای باشد. آن از فضایی زیر N و برداری فضایی X کنید فرض تعریف١-١-٩.

، آن در که کنیم. ͳم تعریف X/N = {π(x) : x ∈ X} صورت به را N پیمانه به X

π(x) = x+N = {x+ y : y ∈ N}

اس΋الر ضرب و جم΄ با X/N

π(x) + π(y) = π(x+ y) , απ(x) = π(αx)

است. برداری فضای Έی

نگاشت نگارد، ͳم π(x) به را X که π : X → X/N نگاشت است. π(۰) = N X/Nبرابر فضای صفر

شود. ͳم گفته X در N ١١ بعد هم X/N ، بعد و ١٠ ͳقسمت خارج

نرم با X/N ، صورت این در باشد. X دار نرم فضای از بسته فضایی زیر N کنید فرض

∥π(x)∥ = inf{∥x− z∥ : z ∈ N}

. است باناخ فضایی هم X/N ، باشد باناخ X اگر که داریم توجه همچنین، است. دار نرم فضایی

بسته�ای زیرفضای هرگاه باشد. X دار نرم فضای از بسته فضایی زیر M کنیم فرض تعریف١-١-١٠.

کاملشده X Mدر گوییم آنگاه ،M
∩
N = {۰} و X =M +N که باشد داشته وجود X از N مانند

٨Projection
٩Quotient space

١٠Quotient mapping
١١Codimension

۴



کنیم. ͳم استفاده X =M
⊕

N نماد از و است N,M مستقیم جم΄ X گوییم حالت این در است. ١٢

١٣ : ͳداخل فضایضرب تعریف١-١-١١.

H در y و x بردارهای از مرتب زوج هر به اگر نامیم ͳداخل ضرب فضای Έی را H مختلط برداری فضای

شده مربوط چنان y و xالر΋اس ضرب حاصل یا ͳداخل ضرب حاصل نام به (x, y) مانند مختلط عدد Έی

باشند: برقرار زیر قواعد که باشد

.(y, x) = (x, y) .١

.(x+ y, z) = (x, z) + (y, z).٢

.(αx, y) = α(x, y)، α ∈ C و y ∈ H، x ∈ H اگر .٣

.(x, x) ≥ ۰ ، x ∈ H هر ازای ۴.به

: Hͳداخل ضرب فضای هر در که است ΀واض

.x = ۰ ⇔ (x, x) = ۰

حال شود. ͳم دار نرم فضای Έی H ، ∀x ∈ H : ∥x∥ = (x, x)
۱
۲ : دادن قرار با دید توان ͳم وضوح به

. نامیم ͳم ١۴ هیلبرت فضای Έی را آن باشد، کامل فضای Έی نرم این با H اگر

است. هیلبرت فضای Έی L۲(R) ، مثال عنوان به

مجموعه آنگاه باشد، ͳخط نگاشت Έی T : X → F گیریم ١۵ : پوچ فضای تعریف١-١-١٢.

T−۱{۰} = {x ∈ X : Tx = ۰} = N(T )

شود. ͳم نامیده T پوچ فضای که است X از زیرفضایی

X در باز ی΋ه گوی U و باناخ فضای دو Y و X کنیم فرض ١۶ فشرده: نگاشت تعریف١-١-١٣.

باشد. فشرده Y در T (U) اگر است ،فشرده T : X → Y ͳخط نگاشت گوییم باشد.

اگر ، مرتبگوییم ͳجزئ ≤ دوتایی رابطه وسیله به را φ مجموعه تعریف١-١-١۴.

.a ≤ c که کنند ایجاب b ≤ c و a ≤ b .١

١٢Complemented
١٣Inner product space
١۴Hilbert space
١۵Nilpotent space
١۶Compact mapping

۵



. a ≤ a ، a ∈ φ هر ازای به .٢

.a = b که کنند ایجاب b ≤ a و a ≤ b .٣

ͳجزئ مجموعه Έی ، دار جهت مجموعه Έی باشد. دار نرم جبر ΈیA گیریم .١۵-١-١ تعریف

باشد. داشته وجود (k = ۱, ۲) λk ≤ λ که شرط این با λ ∈ Λ ، λ۱, λ۲ ∈ Λ اگربرای است Λ مرتب

جهت مجموعه Έی از نگاشت Έی ، E ͳ΋توپولوژی فضای Έی در ١٧ تور Έی تعریف١-١-١۶.

ͳم داده نمایش x(λ) → x صورت به x ∈ E به ، E λ∈Λ{x(λ)}در تور همΎرایی است. E توی به دار

. شود

(λ ≥ λ۰) که شرط این با λ۰ ∈ Λ برای که باشد داشته وجود x از U ͳΎهمسای Έی هرگاه x(λ) → x و

x(λ) ∈ U : باشیم داشته

مانند ͳنگاشت همراه به {yβ}β∈B مانند توری ، {xα}α∈A تور از ١٨ تور زیر Έی .١-١-١٧ تعریف

: که طوری به است B به A از β → αβ

باشد، β ≥ β۰ اگر که طوری به باشد داشته وجود B از β۰ چون عضوی α۰ ∈ A هر ازای به .١

. αβ ≥ α۰ آنگاه

. yβ = xαβ .٢

x به نیز {xαβ
} مانند تور زیر هر آنگاه باشد، همΎرا x مانند ای نقطه به {xα}α∈I اگر .١-١-١٨ نکته

همΎراست.

ͳخط های تابعک از متش΋ل مجموعه باشد. ͳخطΈتوپولوژی فضای Έی X گیریم تعریف١-١-١٩.

. نامیم ͳم ١٩ X دوگان فضای آنرا و دهیم ͳم نشان X∗ با را R به X از پیوسته و

خواهد ͳخط فضای Έی آنگاه کنیم تعریف وار نقطه اس΋الر ضرب و جم΄ X∗ روی اگر : توضیح

شد.

دهیم: قرار Λ ∈ X∗ هر برای و باشد دار نرم فضای Έی X اگر بعلاوه

∥Λ∥ = sup{∥Λ(x)∥ : ∥x∥ ≤ ۱}

١٧Net
١٨Subnet
١٩Dual space

۶



شود. ͳم باناخ فضای Έی ، فوق شده تعریف نرم با X∗ آنگاه

باناخ) ͳحت) دار نرم فضای Έی X∗ چون باشد آن دوگان X∗ و دار نرم فضایی X گیریم : تذکر

نظر در باناخ فضای Έی دهیم، ͳم نشان X∗∗ با آنرا که (X∗)∗ ͳیعن X∗ دوگان توان ͳم بنابراین است،

داد. قرار مطالعه مورد و گرفت

تابعک x ∈ X هر صورت این در باشد. دار نرم فضایی X گیریم ٢٠ (ͳطبیع (نشاننده : توضیح

نگاشت .Fx(f) = f(x) ، f ∈ X∗ هر ازای به و ∥Fx∥ = ∥x∥ که کند ͳم القا را Fx مانند ͳخط

به X از ͳطبیع نشاننده Έی یا طولپا ͳهمریخت Έی J(x) = Fx ، x ∈ X هر ازای به که J : X → X∗∗

بود. خواهد X∗∗

باشد پوشا زیر نرم حافظ و ͳخط نگاشت هرگاه گویند ͳانعکاس را X دار نرم فضای

Φ : X → X∗∗ Φ(x) = x̂

، آن در که

x̂ : X∗ → F x̂(Λ) = Λ(x)

.Φ(X) = X∗∗ هرگاه است ͳانعکاس X دیΎر عبارت به

X∗ وسیله به شده تولید توپولوژی باشد. X دوگان فضای X∗ و دار نرم فضای Έی X کنیم فرض

را باشد پیوسته τ به نسبت Λ ∈ X∗ هر که طوری به X روی τ توپولوژی ترین ضعیف ͳیعن ،X روی

دنباله اگر یا دهند ͳم نشان σ(X,X∗) با آنرا و گویند X )روی توپولوژی - w) ٢١ ضعیف توپولوژی

و ( w − limxn = x) xn
w→ x نویسیم ͳم و باشد x به همΎرا ضعیف توپولوژی به نسبت X در {xn}

: داریم

xn
w→ x ≡ ∀f ∈ X∗, f(xn) → f(x).

نویسیم ͳم باشد، X به همΎرا (قوی) اولیه توپولوژی به نسبت X در {xn} دنباله اگر : ملاحظه

هرگاه xn → x

∥xn − x∥ −→ ۰

σ(X∗, X∗∗) توپولوژی آنگاه باشد آن دوگان فضای X∗ و دار نرم یΈفضای X اگر تعریف١-١-٢٠.

هر که طوری به است X∗ روی τ توپولوژی ترین ضعیف دیΎر عبارت به است X∗ روی ضعیف توپولوژی

٢٠Natural embedding
٢١Weak topology

٧



باشد. پیوسته τ به نسبت Λ ∈ X∗∗

ضابطه با x̂ : X∗ → R نگاشت x ∈ X هر برای : کنیم ͳم تعریف X∗ روی توپولوژی Έی حال

بر {x̂}x∈X های ازتابعک خانواده Έی کند تغییر X در x هرگاه . گیریم ͳم نظر در را x̂(f) = f(x)

. داریم X∗

با را گردد ͳم پیوسته {x̂}x∈X ، x ∈ X هر ازای به آن به نسبت که X∗ روی توپولوژی کوچ΋ترین

ͳم ͳسادگ به نامیم. ͳم X∗ روی ( توپولوژی -w∗) ٢٢ ∗ توپولوژیضعیف آنرا و داده نشان σ(X,X∗)

X∗ در {fn} دنباله برای . ∗Xاست ضعیفروی توپولوژی از تر ضعیف ، ∗ ضعیف توپولوژی که دید توان

. دهیم ͳم نشان ( w∗−lim fn = f) fn
w∗
→ f نماد با را σ(X∗, X)توپولوژی در f سمت به fn همΎرایی

بسته ی΋ه گوی آنگاه باشد، دار نرم فضای Έی X اگر ٢٣ آلاغلو) (باناخ .١-١-٢١ قضیه

. است فشرده ، ∗ ضعیف توپولوژی در X∗ از S∗ = {Λ ∈ X∗ : ∥Λ∥ ≤ ۱}

� . [۲۴] به کنید رجوع اثبات.

نگاشت ، T ∈ B(X,Y ) هر ازای به باشند. دار نرم فضای دو Y ، X کنیم فرض .١-١-٢٢ گزاره

،y∗ ∈ Y ∗ هر و x ∈ X هر ازای به که شود ͳم نظیر ، T ٢۴ ͳالحاق نام به ، T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗) ی΋تای

< Tx, y∗ >=< x, T ∗y∗ >

. است برقرار نیز ∥T ∗∥ = ∥T∥ شرط ، علاوه به

� . [۲۴] ۴.١٠ قضیه اثبات.

توری ϕ ∈ E∗∗ هر برای باشد، باناخ فضای Έی E کنیم :فرض ٢۵ گلدشتاین) ) .١-١-٢٣ قضیه

ـ� w∗ با E∗∗ در E دیΎر عبارت به .xα
w∗
−→ ϕ و ∥xα∥ ≤ ∥ϕ∥، α هر برای که هست E در (xα) مانند

. است چΎال توپولوژی،

� . [۲۴] به کنید رجوع اثبات.

٢٣Banach Alaoglu
٢۴Adjoint
٢۵Goldstine theorem

٨



X از محدب مجموعه زیر Έی E و باناخ فضای Έی X کنیم فرض : ٢۶ مازور) ) .٢۴-١-١ قضیه

.A∥.∥
= A

w آنگاه باشد،

� . [۲۴] به کنید رجوع اثبات.

٢۶Mazor theorem

٩


