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سپاسͽزاری

دوران از دیͽری مرحله�ی اینͺه نیز و اش ͬͽهمیش الطاف خاطر به� را منان و بزرگ خداوند

سپاسͽزارم. مͬ�رسانم، پایان به را ام تحصیلͬ

استاد عنوان به رضاپور پروفسور آقای جناب فاضل و گرامͬ استاد از دانم مͬ خویش وظیفه

لطف مورد را نͽارنده نامه پایان این نͽارش در همواره خلق حسن و صدر سعه کمال در که راهنما

زحمت که ستاری دکتر آقای جناب ارجمند استاد مساعدت از همچنین دادند قرار خود محبت و

دارم. ابراز را خود قدردانͬ و سپاس نهایت شدند، متقبل را مشاوره

اندوخته خرمن از چینͬ خوشه فرصت تحصیلم دوران طͬ که بزرگوارم اساتید تمام از ضمنا

مͬ�دارم. ابراز را خویش قدردانͬ و سپاسͽزاری مراتب داده�اند، قرار بنده اختیار در را خویش

رساله این تدوین طͬ در نیز و تحصیل مدت در که زحماتͬ و فداکاری خاطر به همسرم از

مͬ�نمایم. تشͺر ویژه صورت به شدند، متحمل

پ



ت

چͺیده

های شاخه از بسیاری و اقتصاد بازی�ها، نظریه دیفرانسیل، معادلات مسائل حل در ثابت نقطه نظریه

دیͽر گرایش�های و ثابت نقطه نظریه بین نموده�اند تلاش بسیاری محققین مͬ�شود. گرفته به�کار دیͽر

خواص بررسͬ ارتباط، ایجاد برای روش بهترین کنند. برقرار ارتباط جبری توپولوژی بخصوص ریاضͬ،

این در را نتایجͬ نموده�اند سعͬ بسیاری افراد همچنین است. چند�تابعͬ�ها ثابت نقاط مجموعه ͷتوپولوژی

را نتایجͬ سنت�مارین١ ،٢٠٠٧ سال در آورند. بدست چند�تابعͬ�ها برای مختلف شرایط به�کارگیری با زمینه

درون�بری مͬ�تواند چند�تابعͬ دو مشترک ثابت نقاط مجموعه شرایطͬ چه تحت مͬ�داد نشان که نمود ارائه

،٢٠١٢ سال در داد. خواهیم تعمیم را سنت�مارین نتایج رساله این در باشد. ͷمتری فضاهای برای مطلق

یͷضریب به�عنوان α مانند تابعͬ به�کارگیری با ثابت نقطه نظریه در را همͺارانشروشجدیدی و صامت٢

ͷمتری فضاهای روی بخصوص ثابت نقطه مرتبط قدیمͬ نظریه�های از بسیاری آنان نتایج نمودند. ارائه

و صامت جدید روش به�کارگیری نیز و سوزوک٣ͬ متد بͺارگیری با رساله این در مͬ�داد. تعمیم را مرتب

متعددی نتایج اخیر، سال�های در بخشید. خواهد بهبود را قبلͬ نتایج که شد خواهد ارائه نتایجͬ همͺارانش،

هیبریدی -(α, β) و غیرمنبسط نͽاشت�های ازجمله مختلف نͽاشت�های برای تͺراری روش�های درباره�ی

نͽاشت�های برای تͺراری روش�های برخͬ بررسͬ به رساله این آخر فصل در اند. شده ارائه یافته تعمیم

را زمینه این در مرتبط قدیمͬ نتایج برخͬ که مͬ�شوند بررسͬ جدید نتایجͬ و مͬ�پردازیم هیبریدی -(α, β)

مͬ�دهند. تعمیم

کلیدی کلمات

تعمیم�یافته. ,α)-هیبریدی β) نͽاشت� KS-چندتابعͬ، سوزوکͬ، روش مطلق، درون�بری

١Sintamarian

٢Samet

٣Suzuki
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پیشͽفتار

سایر در آن کاربرد همچنین و دیفرانسیل معادلات حل در آن کاربرد خاطر به ثابت، نقطه نظریه

وکاربردی محض ریاضیات در مطالعه از مهمͬ زمینه به علوم سایر نیز و ریاضیات های شاخه

ثابت نقطه ͷی وجود باناخ، انقباضͬ اصل به معروف باناخ ثابت نقطه قضیه است. شده تبدیل

قضیه این مͬ�کند. تضمین کامل ͷمتری فضاهای در را انقباضͬ خودنͽاشت ͷی از بفرد منحصر

.([١۶]) شد مطرح لهستانͬ ریاضیدان باناخ١ استفان توسط ١٩٢٢ سال در

است این مͬ�کند برقرار را ثابت نقطه نظریه و جبری توپولوژی بین ارتباط که مهمͬ مسئله�ی

ارث به آن ثابت نقاط مجموعه وسیله به چندتابعͬ ͷی مقادیر خواص شرایطͬ چه تحت که

توسط همچنین ،١٩٧٠ اسͺرمیر٢در توسط مسئله این چندتابعͬ�ها بعضͬ برای مͬ�شود. برده

ͷی مقادیر اگر که کرد ثابت مقاله�ای طͬ اسͺرمیر مثال برای شد. ١٩٨٧مطرح ریسری٣در

فشرده Fثابت نقاط مجموعه باشند محدب و کراندار بسته، ،F : R → ٢Rͬانقباض چندتابعͬ

کردند. ثابت متفاوت شرایطͬ با را فوق نتایج دیͽر محققانͬ او کارهای ادامه در است.

مͬ�شود. آورده مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف رساله این اول فصل در

مͬ�باشد. سنت�مارین کارهای تعمیم و مطلق درون�بری مبحث شامل دوم، فصل

زمینه این در مقاله دو ارائه با سنت�مارین ریسری، و اسͺرمیر کارهای ادامه�ی در و ،٢٠٠٧ سال در

ͷی در که چندتابعͬ دو مشترک ثابت نقاط مجموعه که صورت این به داد. تعمیم را آنها نتایج

١Banach

٢Schirmer

٣Ricceri

١



٢ پیشͽفتار

آن با متفاوت ولͬ انقباضͬ نوع شرایط در و کنند صدق انتخاب خاصیت عنوان تحت مفهومͬ

فضاهای برای مطلق درون�بری باشند صادق مͬ�باشند، انقباضͬ نͽاشتهای از تعمیمͬ واقع در که

و بوده معادل سنت�مارین و چریچ١ شرایط که کرد خواهیم ثابت ما فصل این در مͬ�باشد. ͷمتری

است. برقرار چریچ نوع از چند�تابعͬ�هایͬ برای سنت�مارین توسط شده مطرح نتایج ترتیب به�این

ثابت نقاط مجموعه نوع از که را مجموعه�هایͬ حیطه متفاوت شرایط گرفتن درنظر با همچنین

داد. خواهیم افزایش را هستند ͷمتری فضاهای برای مطلق درون�بری و بوده چندتابعͬ دو یا ͷی

گرفتن درنظر با دومتغیره توابع به وابسته مجموعه�های مطلق درون�بری فصل این دوم بخش در

مͬ�شود. بررسͬ خاص شرایط

کیͺاوا-سوزوکͬ نوع از چندتابعͬ�هایͬ ثابت نقاط مجموعه مطلق درون�بری شامل سوم فصل

مͬ�باشد.

باناخ و محدب همچون ساختارهایͬ ما باشد. کامل ͷمتری فضای در نͽاشت ͷی T کنید فرض

T نͽاشت ثابت نقطه وجود بر دلیل که دارد وجود قضیه هزاران نمͬ�گیریم نظر در را فضا بودن

کرد. بندی دسته زیر گروه چهار در را آنها مͬ�توان و مͬ�باشند

،x ∈ X هر ازای به و دارد منحصربفرد ثابت نقطه ͷی T گروه این در :([٣۵])٢ لیدر نوع الف)

مͬ�نامیم. پیͺارد عملͽر را نͽاشت�ها نوع این است. ثابت نقطه به همͽرا {T nx}

نقطه به همͽرا لزوما {T nx} و دارد منحصربفرد ثابت نقطه ͷیT نوع این در انامد٣: نوع ب)

نیست. ثابت

و باشد داشته ثابت نقطه ͷی از بیش است Tممͺن گروه این در سابراهمانیام۴([۴۶]): نوع ج)

ضعیفا عملͽر را نͽاشتها این که است ثابت نقطه ͷی به همͽرا {T nx} ،x ∈ X هر ازای به

١Ciric

٢Leader

٣Unnamed

۴Subrahmanyam



٣ پیشͽفتار

مͬ�نامیم. پیͺارد

و باشد داشته ثابت نقطه ͷی از بیش T است ممͺن نوع این در :([١٩]) کریستͬ نوع د)

نیست. ثابت نقطه به همͽرا لزوما {T nx}

نقطه ͷی ،X روی کانان نͽاشت هر و انقباضͬ نͽاشت هر باشد کامل ͷمتری فضای ͷی X اگر

انقباضͬ نͽاشت ͷی که طوری به هستند مستقل شرایط همه همچنین دارند. منحصربفرد ثابت

نمͬ�توانیم بنابراین نیست. انقباضͬ که دارد وجود کانان یͷنͽاشت و نیست، کانان که دارد وجود

کنیم. مقایسه هم با مستقیما را شرایط این همه

نͽاشت�های ،٢٠٠٨ سال در و آورد، به�دست آنها از قوی�تر نتایجͬ فوقسوزوکͬ کارهای راستای در

این به�طوریͺه داد، تعمیم را دیͽر انقباضͬ نͽاشت�های از بسیاری و کانان نͽاشت�های و انقباضͬ

ثابت حملبران٢ͬ و رضاپور١ ،٢٠١١ سال در به�اینͺه توجه (با هستند. واقعͬ تعمیم�هایͬ تعمیم�ها�،

نیستند). تعمیم واقعا تعمیم�ها از بعضͬ که کردند

مثالͬ و کرد خواهیم ثابت سوزوکͬ نوع چند�تابعͬ�های برای را سنت�مارین نتایج ما سوم فصل در

ادامه در �کند. صدق مذکور شرایط در ولͬ نͺند صدق سنت�مارین شرایط در که داد خواهیم ارائه

،٢٠١١ سال در رضاپور و آل�عمرانͬ�نژاد٣ توسط که چند�تابعͬ�هایͬ برای را نتایج همان سه فصل

کرد. خواهیم ثابت هستند سوزوکͬ نتایج از تعمیم�هایͬ واقع در و شدند مطرح

متد و تعمیم�یافته ,α)-هیبریدی β) نͽاشت�های و غیرمنبسط نͽاشت�های چهارم فصل در

مͬ�شود. آورده ͬͺکراسنوسلس و مان تͺراری
غیرمنبسط۵ قویا نͽاشتهای مبحث کردن وارد با را غیرمنبسط نͽاشتهای براک۴ ١٩٧٣ سال در

١Rezapour

٢Hamlbarani

٣Aleomraninejad

۴Bruck

۵Firmly nonexpansive



۴ پیشͽفتار

مجموعه زیر ͷی C و حقیقͬ هیلبرت١ فضای ͷی (H,< ., . >) اگر که به�اینصورت داد. تعمیم

x, y ∈ C و r > ٠ هر ازای به اگر نامند غیرمنبسط قویا را T : C → H نͽاشت باشد، H از ناتهͬ

باشد درست زیر نامساوی

∥Tx− Ty∥ ≤ ∥r(x− y) + (١ − r)(Tx− Ty)∥.

هر ازای به و بوده ناتهͬ F (T ) هرگاه شود مͬ گفته غیرمنبسط٢ شبه ،T : C → H نͽاشت ͷی

باشیم داشته z ∈ F (T ) هر و x ∈ C

∥Tx− z∥ ≤ ∥x− z∥.

٢٠١٠ سال در و کرده مطرح را غیرانبساطͬ نͽاشتهای تاکاهاش۴ͬ و کوساکا٣ ٢٠٠٨ سال در

ثابت غیرانبساطͬ نͽاشتهای برای هیلبرت فضاهای در را ضعیف و قوی همͽرایͬ از قضایایͬ

آیوما، طرفͬ از دادند، توسعه را آنها نتایج از برخͬ کوساکا و آیوما۵ کارها این ادامه�ی در نمودند.

ثابت λ−هیبریدی نͽاشتهای مورد در را ثابت نقطه نتایج از بعضͬ تاکاهاشͬ و کوساکا ایموتو۶،

کردند.

فوق نتایج از برخͬ و داد خواهیم ارائه غیرمنبسط -α نͽاشت�های برای تعمیمͬ ما فصل، این در

مͬ�دهد. تعمیم را قبلͬ نتایج که مͬ�کنیم ثابت متفاوت شرایط تحت را

شده استخراج رساله این از [۶] و [۵] ،[۴] ،[٣] ،[٢] ،[١] مقالات که است ذکر به لازم ضمنا

اند.

١Hilbert

٢Quasi-nonexpansive

٣Kohsaka

۴Takahashi

۵Aoyama

۶Iemoto



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

را X زیرمجموعه�های از A گردایه باشد. ͷتوپولوژی فضای ͷی X کنید فرض .١�١ تعریف

A عضو متناهͬ تعداد فقط که باشد داشته ͬͽهمسای ͷی X عضو هر هرگاه نامند متناهͬ موضعا

کند. قطع را

باز پوشش هر و بوده هاسدورف هرگاه نامند فشرده پیرا را X ͷتوپولوژی فضای .٢�١ تعریف

باشد. متناهͬ موضعا باز پوشش زیر ͷی دارای آن

را F : X → ٢X چندتابعͬ باشند. ͷتوپولوژی فضای دو Y و X کنید فرض .٣�١ تعریف

باشد. بسته X در F−١(B) ،X از B بسته مجموعه زیر هر برای هرگاه نامند بالایͬ پیوسته نیم

باز X در F−١(A) ،X از A باز مجموعه زیر هر برای هرگاه نامند پایینͬ نیم�پیوسته را F همچنین

باشد.

خانواده ͷی E و X ∈ M باشد، ͷمتری فضاهای تمام گردایه M کنید فرض .۴�١ تعریف

باشد: زیر خواص با X بسته های زیرمجموعه از

.∩i∈IAi ∈ E گاه آن باشد، E در خانواده ͷی {Ai}i∈I اگر (i)

مجموعه ،x١, x٢, . . . , xk ∈ X هر و k طبیعͬ عدد هر ازای به (ii)

A(x١, x٢, . . . , xk) = ∩{A : A ∈ E;x١, x٢, . . . , xk ∈ A}

۵



۶ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

باشد. همبند

هر و k طبیعͬ عدد هر ،A ∈ E هر برای که باشد موجود چنان δ > ٠ ،ε > ٠ هر ازای به (iii)

باشد برقرار زیر رابطه x١, x٢, . . . , xk ∈ Oδ(A)

A(x١, x٢, . . . , xk) ⊂ Oϵ(A),

است. δ شعاع به A مجموعه ͬͽهمسای Oδ(A) آن در که

باشیم داشته A ∈ E هر برای نیز و r > ٠ و x ∈ X هر برای (iv)

cl(A ∩B(x, r)) ∈ E.

مͬ�نامند. مایͺل١ خانواده ͷی را E حالت دراین

٢X با را X ناتهͬ زیرمجموعه�های تمام مجموعه باشد. ناتهͬ مجموعه ͷی X کنید فرض

به� مͬ�دهند، نمایش FF با که را F : X → ٢X چند�تابعͬ ثابت نقاط مجموعه مͬ�دهند. نشان

مͬ�کنند. تعریف FF = {x ∈ X : x ∈ F (x)} صورت

�صورت به و داده نشان (CF)F١,F٢
با را F٢ و F١ چند�تابعͬ مشترکدو ثابت نقاط مجموعه ضمنا

مͬ�کنند. تعریف (CF)F١,F٢
= {x ∈ X : x ∈ F١(x) ∩ F٢(x)}

باشد. چند�تابعͬ ͷی F : X → ٢Y و ناتهͬ مجموعه دو ،Y و X کنید فرض .۵�١ تعریف

نامیده F از انتخاب ͷی ،φ(x) ∈ F (x) باشیم داشته x ∈ X هر برای که φ : X → Y نͽاشت

مͬ�شود.

نمایش R+ با را نامنفͬ حقیقͬ اعداد مجموعه و N٠ با را نامنفͬ صحیح اعداد تمام مجموعه

مͬ�دهند.

صورت به را B(x٠, r) مجموعه .r > ٠ و x٠ ∈ X باشد، ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض

است ٢X از عناصری تمام نمایشͽر Pb(X) و مͬ�کنند تعریف B(x٠, r) = {x ∈ X : d(x٠, x) < r}

١Michael



٧ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

باشند. کراندار که

صورت به A,B ∈ ٢X هر ازای به را D : ٢X × ٢X → R+ ͷتابع همچنین

D(A,B) = inf{d(a, b)|a ∈ A, b ∈ B}

صورت به� H : ٢X × ٢X → R ∪ {+∞} هاوسدورف ͷمتری و مͬ�کنند. تعریف

H(A,B) = max{sup
a∈A

D(a,B), sup
b∈B

D(b, A)}

مجموعه�های زیر تمام مجموعه ،X ͷتوپولوژی فضای هر برای رساله، این در مͬ�شود. تعریف

تمام مجموعه ،X خطͬ فضای هر برای همچنین مͬ�دهیم. نمایش Pcl(X) با را X ناتهͬ و بسته

مͬ�دهیم. نشان Pcv(X) با را آن ناتهͬ و محدب مجموعه�های زیر

برای و T پیرافشرده ͷتوپولوژی فضای هر برای اگر باشد. ͷتوپولوژی فضای ͷی C کنید فرض

چنان φ : T → C مانند پیوسته تابعͬ ،ψ : A → C پیوسته تابع هر برای نیز و A ∈ Pcl(T ) هر

مشابها نامند. پیرافشرده فضاهای برای مطلق درون�بری را C آنͽاه ،φ|A = ψ که باشد موجود

نمود. تعریف را ͷمتری فضاهای برای مطلق درون�بری مͬ�توان
ریسری١ ،F : X → Pcl,cv(X) انقباضͬ چند�تابعͬ و X ∈ Pcl,cv(E) ،E باناخ فضای ͷی برای

است([۴٠]). پیرافشرده فضاهای برای مطلق درون�بری FF = {x ∈ X : x ∈ F (x)} که کرد ثابت

ͷی ازای به انقباضͬ چند�تابعͬ�های برای را مشابه نتیجه�ای ۴ͬͺووسͺفریس و کلینا٣ بریسان٢،

کردند([١٣]). ثابت L١(T,E) روی T اندازه فضای

که انقباضͬ چند�تابعͬ�های برای را فوق نتایج ٧ͬͺاسلوسارس و مارونا۶ گارنیویز۵، ١٩٩۶ در

١Ricceri

٢Bressan

٣Cellina

۴Fryszkowski

۵Gorniewicz

۶Marano

٧Slosarski



٨ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

خاصیت نام به تعریفͬ بردن کار به با باشند، ناتهͬ و بسته کراندار، مجموعه�های مقادیرشان

دادند. توسیع مͬ�شود بیان زیر در که انتخاب،

نیم�پیوسته چندتابعͬ ͷی F : X → Pb,cl(X) و D ∈ P (M) ،X ∈ M فرضکنید .۶�١ تعریف

پیوسته تابع و Y ∈ D هر ازای به هرگاه دارد انتخاب خاصیت D به نسبت F گوییم باشد. پایینͬ

،y ∈ Y هر برای که g : Y → (٠,∞) پیوسته ͷتابع هر و f : Y → X

G(y) = F (f(y)) ∩B(f(y), g(y)) ̸= ϕ

که φ : Y → X مانند پیوسته توسیع ͷی ،G|A از ψ : A → X پیوسته انتخاب هر Aو ∈ Pcl(Y )

باشد. داشته وجود باشد، G برای انتخاب ͷی

مͬ�دهیم. نشان F ∈ SP (X) با و دارد انتخاب خاصیت F گوییم ،D = M اگر

کرد([۴٠]). ثابت را زیر قضیه ریسری ١٩٨٧ سال در

و E از ناتهͬ و محدب بسته، زیرمجموعه X باناخ، فضای ͷی E کنید فرض .١�١ قضیه

صورت این در باشد. خودش توی به X از محدب و بسته مقادیر با انقباضͬ چند�تابعͬ ͷی φ

مͬ�باشد. ͷمتری فضاهای برای مطلق درون�بری Fix(φ)

است. پیرافشرده پذیر، ͷمتری فضای هر .٢�١ قضیه

صورت این در باشد. آن بسته زیرمجموعه ͷی A و نرمال فضای ͷی X فرضکنید .٣�١ قضیه

همه از پیوسته نͽاشت ͷی به مͬ�توان را R از [a, b] بسته بازه در A از پیوسته نͽاشت هر (i)

داد، گسترش X

در X همه از پیوسته نͽاشت ͷی به مͬ�توان را R حقیقͬ خط در A از پیوسته نͽاشت هر (ii)

داد. گسترش R

چند�تابعͬ φ : X → ٢X و کامل مطلق درون�بری ͷی X کنید فرض ([٢۵]) .۴�١ قضیه

ازای به که باشد موجود چنان X زیرمجموعه�های از E مایͺل خانواده ͷی اگر باشد. انقباضͬ

است. ͷمتری فضاهای برای مطلق درون�بری Fix(φ) صورت این در ،φ(x) ∈ E ،x ∈ X هر



٩ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

بـانـاخ فضـای از ناتهͬ و محـدب بستـه، زیـرمجمـوعه ͷی X فـرضکنیـد ([٢۵]) .۵�١ قضیه

این در باشد محدب φ(x) ،x ∈ X هر برای اگر باشد. انقباضͬ چند�تابعͬ ͷی φ : X → ٢X و E

مͬ�باشد. مطلق درون�بری ͷی ،Fix(φ) صورت

برای را فوق نتایج زمینه همین در مقاله دو ارائه با سنت�مارین ٢٠٠٩ و ٢٠٠٨ سال در

کرد. ثابت انقباضͬ با متفاوت ولͬ انقباضͬ نوع از چند�تابعͬ�ها

نͽاشت�هایͬ سوزوکͬ، نوع از نͽاشت�هایͬ نͽاشتهایسوزوک١ͬ، برای فوق کارهای رساله این در

انقباضͬ نوع از برایچند�تابعͬ�های بالاخره و دومتغیره برایچند�تابعͬ�های همچنین سامت٢، نوع از

مͬ�شود. بررسͬ آن با متفاوت ولͬ

١Suzuki

٢Samet



٢ فصل

ثابت نقاط مجموعه مطلق درون�بری

چندتابعͬ�ها

چندتابعͬ مشترکدو ثابت نقاط مجموعه مطلق درون�بری ١�٢

یͷچندتابعͬ خواصمقادیر شرایطͬ تحتچه استکه این ثابت نقطه نظریه در جالب یͷمسئله

توسط مسئله این چندتابعͬ�ها بعضͬ برای مͬ�شود. برده ارث به آن ثابت نقاط مجموعه وسیله به

کرد ثابت اسͺرمیر مثال برای شد. مطرح ١٩٨٧ در ریسری توسط همچنین و ١٩٧٠ در اسͺرمیر

آن�گاه باشند، محدب و کراندار بسته، F : R → P (R) انقباضͬ چندتابعͬ ͷی مقادیر اگر که

است. فشرده F ثابت نقاط مجموعه

.([٢۵]) کردند ثابت را زیر قضیه ͬͺاسلوسارس و مارونا گارنیوز، ١٩٩۶ در

باشد انقباضͬ چند�تابعͬ F : X → ٢X کامل، مطلق درون�بری ͷی X کنید فرض .١�٢ قضیه

است. کامل مطلق درون�بری ͷی FF صورت این در .F ∈ SP (X) و

هر ازای به که است موجود چنان ٠ < l < ١ عدد است، انقباضͬ چند�تابعͬ F چون اثبات.

صورت این در .q ∈ (١, l−١) کنید فرض .H(F (x), F (y)) < ld(x, y) باشیم داشته x, y ∈ X

١٠



١١ چندتابعͬ�ها ثابت نقاط مجموعه مطلق درون�بری .٢ فصل

آن�گاه باشد، پیوسته تابع ͷی ψ : A → FF و A ∈ Pcl(Y ) ،ͷمتری فضای ͷی Y اگر .ql < ١

چنان φ : Y → X پیوسته تابع است، ͷمتری فضاهای برای مطلق درون�بری X اینͺه به توجه با

تعریف زیر صورت به را g٠ : Y → (٠,∞) ͷتابع ،y ∈ Y هر ازای به .φ|A = ψ که است موجود

کنید

g٠(y) = sup{d(φ٠(y), z)|z ∈ F(φ٠(y))}+ ١.

از .F (φ٠(y), g٠(y)) = F (φ٠(y)) داریم y ∈ Y هر بـرای و است پیـوسته g٠ که کنید توجه

است. A ∋ y ⊢ F١(φ٠(y)) چند�تابعͬ از پیوسته انتخاب ͷی ψ : A→ FF تابع طـرفͬ

.φ١(y) ∈ F (φ٠(y))و φ١|A = ψ که دارد وجود φ١ : Y → X پیوسته تابع ،F ∈ SP (X) چون

داریم y ∈ Y هر ازای به حال

D(φ١(y), F (φ١(y))) ≤ H(F (φ٠(y), F (φ١(y))) ≤ ld(φ٠(y), φ١(y))

< ld(φ٠(y), φ١(y)) + l < ld(φ٠(y), φ١(y)) + q−١.

داریم y ∈ Y هر ازای به بنابراین

G٢(y) = F (φ١(y) ∩B(φ١(y), ld(φ٠(y), φ١(y)) + q−١) ̸= ϕ.

که است موجود چنان φ١ : Y → X پیوسته تابع ،F ∈ SP (X) چون

φ١(y) ∈ F (φ٠(y)), φ١|A = ψ.

داریم y ∈ Y هر برای درنتیجه

φ٣|A = ψ,

φ٣(y) ∈ F (φ٢(y)),

d(φ٢(y), φ٣(y)) ≤ ld(φ٠(y), φ١(y)) + q−١.

به که مͬ�شود حاصل است، پیوسته تابع ͷی φn : Y → X آن در که ،{φn}n∈N٠ دنباله استقرا به



١٢ چندتابعͬ�ها ثابت نقاط مجموعه مطلق درون�بری .٢ فصل

برقرارند زیر خواص y ∈ Y و n طبیعͬ عدد هر ازای

φn|A = ψ,

φn(y) ∈ F (φn−١(y)),

d(φn−١(y), φn(y)) ≤ ln−١d(φ٠(y), φ١(y)) + q−(n−١).

دهید قرار λ > هر٠ ازای به

Yλ = {y ∈ Y |d(φ٠(y), φ١(y)) < λ}.

دنباله λ > ٠ هر ازای به است. Y برای باز پوشش ͷی {Yλ : λ > ٠} خانواده� که کنید توجه

داریم n طبیعͬ عدد هر و y ∈ Y هر ازای به که چرا همͽراست Yλ روی یͺنواخت بطور {φn}n∈N٠

d(φn−١(y), φn(y)) ≤ ln−١d(φ٠(y), φ١(y)) + q−(n−١).

پیوسته φ صورت، این در باشد. {φn}n∈N٠ توابع دنباله یͺنواخت حد φ : Y → X کنید فرض

.φ|A = ψ پس ،φn|A = ψ داریم n طبیعͬ عدد هر برای چون و است

نتیجه مͬ�توان گرفتن حد با لذا .φn(y) ∈ F (φn−١(y)) داریم n ≥ ١ هر و y ∈ Y هر ازای به اما

.φ(y) ∈ F (φ(y)) ،y ∈ Y هر ازای به که گرفت

مطلق درون�بری ͷی FF تعریف، طبق لذا مͬ�نͽارد. FF توی به را Y که است نͽاشتͬ φ بنابراین،

است. کامل

دو مشترک ثابت نقاط مجموعه مطلق درون�بری روی را زیر نتایج سنت�مارین ٢٠٠٧ سال در

.([۴٣]) ،([۴٢]) است کرده ثابت شرایط سری ͷی تحت چندتابعͬ

F١, F٢ : X → و X ∈ Pcl,cv(E) باناخ، فضای ͷی (E, ∥ . ∥) کنید فرض [۴٣] .٢�٢ قضیه

که کنید فرض باشند. پایینͬ نیم�پیوسته عملͽر دو Pcl,cv(X)

ازای به که بطوری� دارند وجود a١١ + a١٢ + a١٣ + ٢a١۴ < ١ شرط با a١١, . . . , a١۵ ∈ (٠,∞) الف)



١٣ چندتابعͬ�ها ثابت نقاط مجموعه مطلق درون�بری .٢ فصل

که باشد موجود چنان uy ∈ F٢(y) ،y ∈ X هر و ux ∈ F١(x) ،x ∈ X هر

∥ ux−uy ∥≤ a١١ ∥ x−y ∥ +a١٢ ∥ x−ux ∥ +a١٣ ∥ y−uy ∥ +a١۴ ∥ x−uy ∥ +a١۵ ∥ y−ux ∥ .

ازای به که باشد موجود چنان a٢١ + a٢٢ + a٢٣ + ٢a٢۴ < ١ شرط با a٢١, . . . , a٢۵ ∈ (٠,∞) ب)

که باشد موجود چنان uy ∈ F١(x) ،y ∈ X هر و ux ∈ F٢(x) ،x ∈ X هر

∥ ux − uy ∥≤ a٢١ ∥ x− y ∥ +a٢٢ ∥ x− ux ∥ +a٢٣ ∥ y − uy ∥

+ a٢۴ ∥ x− uy ∥ +a٢۵ ∥ y − ux ∥ .

است. پیرا�فشرده فضاهای برای مطلق درون�بری (CF)F١,F٢ صورت دراین

[۴٣] .٣�٢ قضیه

عملͽر F : X → Pcl,cv(X) و X ∈ Pcl,cv(E) باناخ، فضای ͷی (E, ∥ . ∥) کنید فرض

که باشند موجود چنان a١, . . . , a۵ ∈ (٠,∞) اعداد کنید فرض همچنین باشد. پایینͬ نیم�پیوسته

a١ + a٢ + a٣ + ٢a۴ < ١

که باشد موجود چنان uy ∈ F (y) ،y ∈ Y هر و ux ∈ F (x) ،x ∈ X هر ازای به نیز و

∥ ux − uy ∥≤ a١ ∥ x− y ∥ +a٢ ∥ x− ux ∥ +a٣ ∥ y − uy ∥ +a۴ ∥ x− uy ∥ +a۵ ∥ y − ux ∥ .

است. پیرا�فشرده فضاهای برای مطلق درون�بری FF صورت دراین

مͬ�نماییم. ارائه سنت�مارین از را زیر نتیجه حال

ͷمتری فضاهای برای مطلق درون�بری و کامل ͷمتری فضای ͷی (X, d) فرضکنید .۴�٢ قضیه

و .F١, F٢ ∈ SP (X) که باشند چندتابعͬ دو F١, F٢ : X → Pcl,b(X) کنید فرض همچنین باشد.

که باشند موجود چنان a١, . . . , a۵ ∈ (٠,∞) اعداد

a١ + a٢ + a٣ + ٢ max{a۴, a۵} < ١

باشیم داشته x, y هر برای و

H(F١(x), F٢(x))١d(x, y)+a٢D(x, F١(x))+a٣D(y, F٢(y))+a۴D(x, F٢(y))+a۵D(y, F١(y)).


