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ها و صفحات شدگی تیرهاي بدون اتکاي جانبی، کمانش پیچشی ستونمعادلات حاکم بر مسائلی نظیر چپ
. باشندمی فرداي شکل متقارن مرکزي که تحت اثر نیروهاي شعاعی فشاري یکنواخت قرار دارند، از مرتبه هدایر

پذیر شکل ضعیف معادله امکاناجزاي محدود هاي روشاز آنجایی که حل معادلات دیفرانسیل مراتب فرد با 
- معادلات اجزا استحراج می رداخته وترکیبی پ اجزاي محدود شکل قوي و حل با هايروش بهابتدا  نیست، 

ي ایزوژئومتریک بند فرمول ،اسپلاین-هاي بیهاي تولید هندسه نظیر منحنیروش سپس با بکارگیري. شوند
هاي عددي کارائی و دقت روش هايمثال با ارائه ،ادامهدر . استمعادلات دیفرانسیل مراتب فرد بدست آمده 
به  شدگی تیرهاي بدون اتکاي جانبیچپ مسئله ،در پایان. اندشده اجزاي محدود و ایزوژئومتریک با هم مقایسه

کلی، در این  به طور .شده است حل عاتهاي اجزاي محدود و ایزوژئومتریک گالرکین و حداقل مربکمک روش
هاي اجزاي محدود و ایزوژئومتریک گالرکین و حداقل مربعات در حل ي هرکدام از روشریکارگ بهپژوهش نحوه 

هاي فوق در مقایسه دقت نتایج روش. استبا شرایط مرزي متفاوت بررسی شده ت دیفرانسیل مرتبه سهمعادلا
  .نمایدهاي مذکور را تایید میهاي تحلیلی، کارآمدي روشحل معادلات دیفرانسیل با پاسخ
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  اظهارنامه
هاي هوایی سازه - هوافضادانشجوي دوره کارشناسی ارشد رشته مهندسی اسماعیل شکوري اینجانب 

هاي اجزاي محدود و مقایسه روش دانشکده مهندسی دانشگاه فردوسی مشهد نویسنده پایان نامه
ایزوژئومتریک در حل معادلات دیفرانسیل مرتبه فرد با طرح کاربردهاي آن و تهیه کد نرم افزاري 

  :شوم متعهد میبهروز حسنی تحت راهنمایی دکتر 

  تحقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار
 . است

 وهشهاي محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده استدر استفاده از نتایج پژ. 
  مطالب مندرج در پایان نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگري براي دریافت هیچ نوع مدرك

 .یا امتیازي در هیچ جا ارائه نشده است
 باشد و مقالات مستخرج با  کلیه حقوق معنوي این اثر متعلق به دانشگاه فردوسی مشهد می

به »  Mashhad Ferdowsi University of« و یا » دانشگاه فردوسی مشهد «   نام
 .چاپ خواهد رسید

 اند در  حقوق معنوي تمام افرادي که در به دست آمدن نتایج اصلی پایان نامه تأثیرگذار بوده
 .مقالات مستخرج از پایان نامه رعایت شده است

 استفاده ) یا بافتهاي آنها(دي که از موجود زنده در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در موار
 .شده است ضوابط و اصول اخلاقی رعایت شده است

  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردي که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی
 .یافته یا استفاده شده است، اصل رازداري، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است

  
   

  

  

  

  

  امضاي دانشجو    12/1390/      اریخت                                                       

 مالکیت نتایج و حق نشر 

  اي، نرم افزارهـا و   مقالات مستخرج، کتاب، برنامه هاي رایانه(کلیه حقوق معنوي این اثر و محصولات آن
این مطلب باید بـه نحـو مقتضـی در    . باشد متعلق به دانشگاه فردوسی مشهد می) تجهیزات ساخته شده

 . تولیدات علمی مربوطه ذکر شود
  باشد نتایج موجود در پایان نامه بدون ذکر مرجع مجاز نمیاستفاده از اطلاعات و.  



V 
 

 :پایان نامه حاضر تحت عنوان 

و ایزوژئومتریک در حل معادلات دیفرانسیل مرتبه فرد با طرح  اجزاي محدود يها روشمقایسه 
  آن و تهیه کد نرم افزاري يکاربردها

 

که توسط آقاي اسماعیل شکوري تهیه و به هیات داوران ارائه گردیده است، مورد تایید کمیته تحصیلات تکمیلی گروه 
  .باشد می کمکانی

  :درجه ارزشیابی                                       : نمره  :تاریخ دفاع 
                                            

  :اعضاي هیات داوران
  امضاء  مرتبه علمی  هیات داوران  نام و نام خانوادگی

    دانشیار  استاد راهنما  دکتر بهروز حسنی -1

    استاد  ممتحناستاد   ابولبشري دکتر محمد حسین -2

    دانشیار  ممتحناستاد   دکتر حمید اختراعی طوسی -3

    دانشیار  نماینده تحصیلات تکمیلی  دکتر مجید معاونیان -4
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  تشکر و قدردانی
نامه دوره کارشناسی ارشد به پایان با یاري خداوند متعال توانستم این طرح پژوهشی را در غالب پایان

جناب  راهنماي عزیزم،ها و کمکهاي عالمانه و و دلسوزانه استاد دانم از تلاشبر خود لازم می. برسانم
  .کمال تشکر و سپاسگزاري را داشته باشمآقاي دکتر بهروز حسنی 

نشستن این پایان نامه مرا یاري نمودند تشکر  رهمچنین از کلیه عزیزانی که به هر نحوي در به ثم
. مینما یم
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 مقدمه  1-1
هستند ناگزیر به حل معادلات ها مطرح جهت شناخت و ارزیابی صحیح مسائلی که در حوزه مکانیک سازه

جهت شناخت و توسعه علم خود  لذا ؛باشیم که در حالت کلی پیچیدگی بسیار زیادي دارنددیفرانسیلی می
 بسیاري هايروش گذشته هايدهه در .باشیم معادلات این حل هايروش دنبال به بایدنسبت به این مسائل 

 ها آن مشهورترین از برخی که است شده هئارا 1محاسباتیحیطه مکانیک در  مهندسی مسائل تحلیل براي

 .باشند یم 4شبکه بدون هايروش عنوان با هاروش از يا دسته و 3محدود اجزاي روش ،2محدود تفاضل روش
 .اند شده هارائ خود از پیش هايروش مشکلات رفع و نمودن توانمندتر هدف با و یکدیگر پی در هاروش این
 مسائل تحلیل در محققین نشیب و فراز پر مسیر در بزرگی خلاء هنوز تا است شده سبب دلایلی وجود اما

  :از عبارتند دلایل این از برخی .باشد داشته وجود رویشان پیش
 نیاز تر،پیچیده مسائل با مواجهه مرزي، شرایط دقیق اقناع عدم مسائل، شکل دقیق تولید در هاروش ضعف

  .غیره و استفاده مورد هاياز الگوریتم برخی بودن پیچیده آن، مربوط به مشکلات و مسائل و شبکه تولید به
- که اصلی گفت بتوان شاید. دارد قرار محققین اختیار در مسائل حل براي قدرتمندي هايروش امروزه    

. دباشمی افزاري نرم و افزاري سخت بعد در کامپیوتر علم توسعه ها،روش این توانایی و پیشرفت دلیل ترین
 هولمج ها ونیلیم داراي گاه که معادلاتی يها دستگاه حل به قادر گاه چیه قدرتمند کامپیوترهاي وجود دونب

 کیفیت، که شودمی ملاحظه اغلب لذا .بودیمنمی شوند یم هارائ کنونی هايروش خروجی عنوان به و بوده

  .دارد استفاده مورد کامپیوتر هايتوانایی با مستقیم ارتباط موجود، هايروش در حل زمان و هزینه

  هاهاي تحلیل سازهروش  1-2

 هاي عدديتاریخچه روش  1-2-1
 هايسازه تحلیل با و شده مرسوم میلادي 1950 دهه در محدود اجزاي روش از استفاده با ها سازه تحلیل

محققان  روش نپس از معرفی ای يها سالدر  .نمود پیشرفت و گسترش به شروع تیرها از شده ساخته
همچنین ابهامات و اشکالات بسیاري مورد . اندن بر روي توسعه این روش کار کردهبسیاري در سراسر جها

 از برخی رفع و تحقیقات گسترش با .اند شدههایی رفع موشکافی و بررسی قرار گرفته و اغلب با تولید راه حل

 بر تجاري و آکادمیک افزارهاي نرم از زیادي تعداد میلادي، 1970 تا 1960 دهه اواسط در روش این معایب

، NASTRAN، ANSYS ،ADINAتوان به نرم افزارهایی مانند  ز جمله میا .دگردی تهیه روش این مبناي

ASKA ،PLAXIS ،ABAQUS ،CATIA ،SAP مبناي بر همگی افزارها نرم این .و غیره اشاره نمود 

                                                        
1 Computational  mechanic 
2 Finite difference  method 
3 Finite element  method 
4 Mesh less method 
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 در نیز کامپیوترها افزاري سخت و افزاري نرم يها تیمحدود .بود آمده بدست زمان آن تا که بودند دانشی

 در توجهی قابل هايپیشرفت زمان این از پس .بود مشکلات از برخی نشدن حل و ایجاد سبب زمان آن

توان اشکالات و یا  هنوز می تر قیدق اما با بررسی افتاد، اتفاق علم دیگر هايحوزه به روش این نفوذ و توسعه
مورد نظر  مسألهنقاط ضعفی را براي آن برشمرد که ناشی از فلسفه برخورد این روش با معادلات حاکم بر 

در مکانیک جامدات از  مسألهبراي تولید هندسه یک  1هااي از المان به تولید شبکه ازین مثلاً. باشد می
از  ها،بندي، نوع المان مورد استفاده و تعداد المان نحوه شبکه. شود این روش محسوب می يها ضعف

به جواب مطلوبی  ها آنباشند که در صورت انتخاب نادرست  می ،مسألهپارامترهاي موثر بر جواب نهایی 
 وجود با .باشد امري دشوار و زمان بر می مسألهاز طرف دیگر خود شبکه بندي هندسه . دست نخواهیم یافت

 هنوز امروز به تا ولی پذیرفت انجام محدود اجزاي شبکه تولید يها روش يور بر که زیادي بسیار تحقیقات

 انجام براي که است زمانی مدت شبکه تولید اشکال حداقل. باشد یم روش این مشکلات ترینجدي از یکی

 بنديرا مدلسازي هندسی و شبکه مسأله حل زمان درصد هشتاد حدود میانگین طور به .شودمی صرف آن

از تعداد  دهندسه جسم بای يساز مدلاز طرف دیگر براي بالا بردن دقت در  .]1[ دهدمی اختصاص خود به
حالات هاي با مرتبه بالاتر و یا ترکیبی از این دو روش استفاده نمود که در تمام بیشتري المان و یا المان

و حافظه مورد نیاز  مسألهها، زمان حل دستگاه معادلات حاکم بر تولید شبکه المان افزایش زمان سبب
هول جبراي تقریب تابع م الاتريها، دقت بتعداد مشخصی از المان اياز هبهمچنین اگر . خواهد شدکامپیوتر 
ها بر شدن تولید شبکه مناسب المانبر زمان که علاوهبهره جست هاي بهبود شبکه ز تکنیکباید ا لازم باشد

مورد  مسألهشدن  تر دهیچیپدر حالت کلی نیز با . باید بر مشکلات ایجاد شده در مباحث تئوري غلبه نمود
 شبکه بدون يها روش ایجاد .دهند اثرات منفی خود را نشان می يمؤثرترکلیه موارد فوق به شکل  ،بررسی

 به نیاز ها آن در هم باز که گردید شروع مشکلات این رفع خاطر به نیز میلادي 1990 از بعد يها سال در

 در .]2[ گردید معرفی 2اسپلاین پایه توابع مفهوم 1974 سال حدود در .داشت وجود هاگره از ايشبکه تولید
 ندشومی ساخته سطح و منحنی تکه چندین از استفاده با دلخواهی شکل هر به سطوح و ها یمنحن روش این

 محاسبات به روش این در اینکه به توجه با. دگردمی برقرار خودکار طور به نیز قطعات این بین پیوستگی که

 این يها يتئور بر روي کار همراه به کامپیوترها افزاري سخت و افزاري نرم پیشرفت لذا است، نیاز عددي

  .گردید روش این بیشتر توسعه سبب محققین توسط روش
 تحلیل در محدود اجزاي در استفاده مورد شکل توابع جاي به اسپلاین ايپایه توابع از استفاده ایده     

 توسعه حدودي تا و معرفی 2004 تا 1998 يها سال در ]5,4,3 [کاگانهولینگ و توسط  مهندسی مسائل

 آیند توسطمی بدست اسپلاین توابع توسعه از که نربز توابع از استفاده با ایده این 2005 سال رد. تیاف

                                                        
1 Mesh generation 
2 Spline 
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 در سعی همکارانش و هیوزبعد  به 2005 سال از. گرفت نام ایزوژئومتریک تحلیل روش و یافت تکامل 1هیوز

  .]9,8,7,6 [است شده منتشر صخصو این در نیز مقاله چندین که اند داشته روش این توسعه

  

  معرفی روش تحلیل اجزاي محدود  1-2-2

 1960در سال  ]10[ 3و کلسی 2به کتاب آرگریس توان یمدر تاریخچه روش اجزاي محدود  فاتیتألاز اولین 

 4و همچنین مقالات ترنر 1955و  1954 يها سالاي از مقالات ایشان در اشاره نمود که در واقع مجموعه
 انتخاب 1960در سال  ]12[ 5کلافنام روش اجزاي محدود توسط . است 1956و همکارانش در سال  ]11[

مانند تحلیل تنش، جریان سیال، انتقال حرارت و غیره لی این دهه مهندسان براي حل مسائدر اواخر . گردید
رشد سریع این روش اثرات بسیار شگرفی در رشد علوم و تکنولوژي در نیم . کردند از این روش استفاده می
متنوعی از  يها حوزهدر  اجزاي محدوددر این بازه از زمان استفاده از روش ؛ لذا قرن گذشته داشته است

رفع اغلب ابهامات و مشکلات رشد این روش دیگر سرعت  به علتامروزه  .است دهسبب توسعه آن شعلوم 
. اردل و جزئیات خاص، تحقیقات براي ارتقاي این روش ادامه دشته را نداشته و فقط در برخی مسائگذ

صصی که اغلب به صورت تخ شده استاین روش تهیه بکمک یک بسیاري کادمتجاري و آ يها برنامهامروزه 
در واقع تفاوت اصلی این نرم افزارها در مباحث گرافیکی، . شوند ل مختلف استفاده میمسائ براي حل

ها، تکنولوژي تولید شبکه، توانایی بهبود شبکه، توانایی حل دستگاه معادلات، نیازهاي سخت کتابخانه المان
  .باشد افزاري و غیره می

متنوع ل مسائامکان استفاده در  ،سازي انواع هندسهلمزایایی از جمله پایداري عددي، قابلیت اعتماد، مد    
رشد و سبب قوي  تحقیقاتی  پیشینه متنوع و نهایتاًشرایط مرزي ها و مهندسی، قابلیت اعمال بارگذاري

به حل دقیق، خطاهاي ناشی  یابی دستعدم نظیر دیگر معایبی از طرف . استشده گسترش سریع این روش
، )محدود(به محیط ناپیوسته ) نامحدود(براي تبدیل محیط پیوسته  ها گرهسازي هندسه، استفاده از از مدل

حاصله و  يها جواببا  ردضاوت صحیح مهندسی در برخواز به قمشکلات ناشی از تولید شبکه و بهبود آن، نی
- بندي در این روش می وجود دارد که بیشتر ناشی از شرایط فرمول این روشدر اشتباهات ناشی از کاربران 

  .]13[باشند 

                                                        
1 Hughes 
2 Argyris 
3 Kelsey 
4 Turner 
5 Clough 
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  معرفی روش تحلیل ایزوژئومتریک  1-2-3

. شده استبنا  1تکنیک نربزهاي تولید هندسه مانند بر مبناي استفاده از تکنیک ایزوژئومتریکروش 
 يها بخشباشد که در  می 2تکنیک نربز به عنوان راهکاري استاندارد براي تولید هندسه به کمک کامپیوتر

سپس . شود دقیق مدل می به صورت مسألهدر این روش هندسه . بعدي به تفصیل به آن اشاره خواهد شد
، براي تقریب تابع مجهول استفاده ده استشسازي هندسه استفاده از همان اطلاعاتی که براي مدل

برگرفته از مفهوم  که شده استئومتریک بر روي آن قرار داده به همین علت نیز نام روش ایزوژ. شود می
مفاهیم  نیتر مهمایزوپارامتریک که از  يها المان .]1[تاس اجزاي محدودایزوپارامتریک در روش المان 

ل در سا 5و چانگ 4و زینکویچ ]14[ 3توسط آیرونز 1966سال ، در هاست المانتکنولوژي  خچهیتار
هاي تولید هندسه توسط کامپیوتر باعث شده است که اساس استفاده از روش .اند شدهارائه  ]15[1968

. باشند تري در تولید هندسه به جاي تکنیک نربزمتنوع يها کیتکنمحققان به دنبال استفاده از 
هستند که به  ییها روش نیتر مهمو غیره از جمله  7بخشر ، زی6اسپلاین- مانند روش تی ییها کیتکن

الاتی در این خصوص قدر روش ایزوژئومتریک مورد استفاده قرار گرفته و م عنوان جایگزین تکنیک نربز
ل متنوعی از مسائ هاينظر کاربردي این روش در حوزهاز  .]22,21,20,19,18,17,16 [منتشر شده است

سازي مدل ،]28[ انتشار حرارت ،]27,26,25,24 [هاتحلیل پوسته، ]23[ سازهبا  رکنش سیالدنظیر ان
 ، تحلیل دینامیکی]32,31[ ها، ارتعاش سازه]30[ هاي بزرگ، تغییر شکل]29[ هاي متلاطمجریان

- ، المان دایره]37[ یري عدديگ، انتگرال]36[ آیرودینامیک ،]35[ گیري میدان کرنشاندازه، ]34,33[

مورد توجه ، ]42[ ، جریان ناویر استوکس]41,40[ ، تحلیل برخورد]39[ اي، المان استوانه]38[ اي
  .محققان بوده است

به آن  یات خاص خود برخوردار است که بعداًاز ادب اجزاي محدودروش ایزوژئومتریک در مقایسه با روش  
  .]43[باشد خلاصه برخی از مزایاي آن به شرح زیر می به طورولی . اشاره خواهد شد

 یی با اشکال پیچیدهدر تولید و کنترل مرزها العاده فوقسازي دقیق هندسه و انعطاف پذیري مدل. 

 عدم وابستگی هندسه تولید شده به ریز یا درشت بودن شبکه نقاط کنترلی. 

                                                        
1 Non uniform rational b-splines (NURBS) 
2 Computer aided geometric design (CAGD) 
3 Irons 
4 Zienkiewicz 
5 Cheung 
6 T-Spline 
7 Subdivision 
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 شرایط مرزي قرار دارند ولی در این روش یک مرز تحت  ریتأثها تحت  در روش اجزاي محدود گره
 .در این روش وجود داردد بنابراین امکان اقناع دقیق شرایط مرزي گیرقرار می ریتأث

 داشتن تئوري مشابه روش اجزاي محدود و دارا بودن اغلب مزایاي این روش. 

 کند تغییر میدر حین حل  مسألهلی که هندسه م نیاز به شبکه بندي مجدد در مسائعد. 

 کاهش چشمگیر در ابعاد دستگاه معادلات حاکم و در نتیجه کاهش زمان حل دستگاه معادلات. 

  مسألهکاهش در حجم حافظه کامپیوتري مورد نیاز براي ذخیره سازي اطلاعات. 

  ورودي بسیار ساده و قابل درك يها لیفانیاز به. 

  بهبود شبکه و بالا بردن دقت حل مسألهایجاد امکانات بیشتر در خصوص. 

 عادلات دیفرانسیل با ضرایب متغیرحل م.  

  اهمیت حل معادلات دیفرانسیل مرتبه فرد در مهندسی سازه  1-3
و بال پهن که از نظر مقاومت خمشی و (])  ناودانی ،)Ι( لفولادي تیرهایی از قبیل آي شک يها رخنیم 

باشند، از لحاظ پیچشی مقاومت خوبی ندارند، و اگر به علتی تحت فشاري داراي مزایاي قابل توجهی می
هاي ناخواسته از کمانش ممکن است ناپایداري هاي قابل توجه و یاها و تنشپیچش قرار گیرند، تغیر شکل

مقاطع . گیردبه طور کلی وقتی که یک عضو با مقطع غیر دایره تحت پیچش قرار می. وجود آید به ها آندر 
 1ايمانند و سطح تاب برداشتهي عمود بر محور عضو، پس از پیچش دیگر به صورت صفحه باقی نمیاصفحه

هاي برشی، اعضا اگر مقاطع براي تاب برداشتن آزاد نباشند علاوه بر تنش گونه نیا در. آورندبه وجود می
پرکاربردي  مانند تیر   هشدگی در سازبنابراین تحلیل مسئله چپ. هاي قائم بر مقطع نیز خواهیم داشتتنش

شدگی پیچشی تیرها چپ ي حاکم بر مسائلبه علت آنکه معادله .]44[ باشداز اهمیت خاصی برخوردار می
اي شکل متقارن مرکزي که تحت ها مانند کمانش صفحات دایرهکمانش پیچشی ستون وبدون اتکاي جانبی 

   باشدمعادله دیفرانسیل معمولی مرتبه سه میاثر نیروهاي فشاري شعاعی یکنواخت قرار دارند، یک 
عددي کارآمد  يها روشلذا ناگزیر به حل معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه فرد با استفاده از  .]46,45[

است روش مناسبی که توسط چانگ نیو چنگ معرفی شده  2روش عددي دیفرانسیل کوادرچر. باشیممی
روش اجزاي محدود از  .]47[ شدگی پیچشی استفاده شده استکه از آن در حل معادلات چپ باشدمی

اي با خطی با هر مرتبه رنیرومند در حل انواع معادلات دیفرانسیل خطی و غی اریبسهاي عددي جمله روش
پیچیده و  نسبتاًي شرایط مرزي با هندسه ي آسان برايی بالا و استفادهئنرخ همگرا. قدمتی شصت ساله است

 ]48[ باشدمزایاي شناخته شده این روش میجمله هاي کامپیوتري از جهت تهیه برنامهآن،  الگوریتمه شدن

                                                        
1 Warped surfaced 
2  Differential quadrature element method (DQEM)   



  7 /مقدمه  –فصل اول 
 

 
 

معادلاتی  اکثراًکه از آن به طور گسترده در حل معادلات دیفرانسیل حاصل از مسائل مکانیک مهندسی، که 
براي حل مسئله با بررسی این روش شناخته شده تحقیق در این . از مراتب زوج هستند استفاده شده است

به آسانی و با دقت بسیار بالا  فرد هم مراتب دیفرانسیلشدگی، نشان داده شده است که حل معادلات چپ
   .باشدمی یابی دستقابل  و ایزوژئومتریکاجزاي محدود  1قوي هايشکل ازبا استفاده 

  ساختار کلی پایان نامه  1-4
هاي عددي و معرفی اي بر تاریخچه روشبه مقدمهفصل حاضر . باشداین رساله مشتمل بر شش فصل می

ردهاي معادلات دیفرانسیل مرتبه فرد در مهندسی کارب برخی از در فصل دوم. فته استاختصاص یا ها آن
هاي حل اجزاي محدود معادلات دیفرانسیل مرتبه فرد بررسی در فصل سوم روش. اند شدهمکانیک معرفی 

و از رهیافت حاصل شده در فصل چهارم معادلات اجزا و توابع شکل مورد نیاز در حل معادلات  است شده
این معادلات توسط روش تحلیل در ادامه جهت حل . است شدهمعمولی مرتبه سه استخراج  لیفرانسید

ه حل معادلات مرتبه س يبند فرمولاسپلاین، - در فصل پنجم ضمن معرفی روش هندسی بیئومتریک ایزوژ
اجزاي  يهاروش کمک بهمتنوعی  مرتبه سه معادلات دیفرانسیل. استبدست آمده  مذکور نیز توسط روش

با تعیین حداکثر خطاي مطلق هر روش باهم ه حاصل يها پاسخحل و  شش در فصل محدود و ایزوژئومتریک
  .ه استبندي و ارائه شدمقایسه شده است و در پایان نتایج هر روش جمع

                                                        
1 Strong form 
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  مقدمه  2-1
در مکانیک مهندسی، نظیر مسائل انتقال حرارت، جریان هاي مهم پدیده اکثر معادلاتی که توصیف کننده

ها هستند از نوع معادلات دیفرانسیل معمولی و یا معادلات با لزج بین صفحات، ارتعاشات و کمانش سازه
کمتر شاهد کاربرد معادلات دیفرانسیلی مراتب فرد در  لذا ؛باشندهاي زوج میمشتقات جزئی از مرتبه

در این فصل سعی شده است تا مباحث مهمی را که توسط معادلات دیفرانسیلی . یماها بودهمکانیک سازه
 .معرفی گردد دنشومراتب فرد توصیف می

  شدگی تیر بدون اتکاي جانبیمسئله چپ  2-2
اي سخت جوش شده و در یک انتها به صفحه که در دهدشکل را نشان می (Ι)تیري با مقطع  )1- 2( لشک

که نشان داده شده ا) 2- 2(مقطع عرضی این تیر در شکل . قرار دارد ௭ܯانتهاي آزادش تحت لنگر پیچششی 
هاي فوقانی و تحتانی نیز به اندازه و بال است دوران کرده ϕ در آن جان تیر نسبت به وضعیت اولیه به اندازه

در نتیجه این لنگر پیچشی، دو نوع تنش برشی در سطح . اندهبه وضعیت اولیه تغییر مکان جانبی نمود ݑ
شده در مقابل تاب  ایجاد آید، یکی به واسطه پیچش خالص و دیگري به علت ممانعتمقطع بوجود می

دو لنگر پیچشی مقاوم، یکی لنگر پیچشی  )1- 2(برداشتن، وجود این دو نوع تنش برشی، طبق رابطه 
 . کندایجاد می ٢هو دیگري لنگر پیچشی ممانعت شد ١خالص

 

  تیر تحت پیچش) 1-2(ل شک

 
௭ܯ  )1- 2( = ௦ܯ +     ௪ܯ

                                                        
1 Pure torsion 
2 Restraint warping torsion 


