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و ابتکارات مطالعات، نتایج بر مترتب مادي حقوق کلیه
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೯دایا...
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای ب�ͳثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا ͳزیستن من به
آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بΎذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا ͳمˇردن و نخورم

م�ͳداری. دوست تو که
تو پای به بردن رن; و تو بخاطر کشیدن ͳزندان تو، بخاطر دیدن شنجه که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو
که توست ͳرهای امید از م�ͳخندم، دل در من که توست شادی از است، من ͳزندگ بزرگ لذت تنها
ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست ͳخوشبخت از و م�ͳدرخشد خسته�ام چشمان در امید برق
جمله�های و ساده کلمات زیر در که را ͳفتΎش نیروی بزنم. حرف خوب نم�ͳتوانم م�ͳکنم. احساس

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف
من، نΎاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از ͳزندگ که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو

است. عاجز من، دل در ͳشعف موج برانΎیختن از
آموخت. خواهم خود را مردن چΎونه بیاموز، من به را زیستن چΎونه تو،

فداکاری ب�ͳپاداش، کار ب�ͳسلاح، جهاد ب�ͳهمراه، رفتن نومیدی، در صبر شست، تلاشدر توفیق من به
ب�ͳنمود، ͳخوب ب�ͳریا، ایمان ب�ͳنان، خدمت ب�ͳنام، عظمت ب�ͳعوام، مذهب ب�ͳدنیا، دین سوت، در
ب�ͳآنه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در ͳتنهای ب�ͳهوس، عشق ب�ͳغرور، قناعت ،ͳخام�ͳب ͳگستاخ

کن. روزی بداند، دوست

اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت
৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه



චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را ͳآدم خود، ب�ͳکران لطف با که را حیم خداوندگار سپاس
عبدالمجید دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد ب�ͳدری΅ زحمات از م�ͳدانم خود وظیفه� آغاز در
به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمای�ͳهای بدون قطعاً که کنم ͳقدردان و تشر صمیمانه ،ͳفتاح
بعد و عزیزم مادر و پدر ،ͳمهربان و مهر خداوندگاران دستان بر م�ͳزنم بوسه پایان، در نم�ͳرسید. انجام
و سرشار عاطفه پاس به عزیزم برادران از م�ͳکنم تشر و را مقدس�شان وجود م�ͳکنم ستایش خدا، از

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای

ͳسلیم سمیه
١٣٩١ بهمن

ଘمقدৎ
৮دروماෙय़భباৣم



چیده
م�ͳدهیم. ارائه را مدول -C∗ هیلبرت در ریس پایه و ها قاب برای جدید نتای; ͳبرخ تحقیق این در
پایه و ها قاب ͳΎآشفت پایان در م�ͳکنیم. ͳبررس مدول -C∗ هیلبرت فضای در را ها آن خواص سپس
پایه ͳΎآشفت تحت را ͳکاف و لازم شرط ͳیعن م�ͳکنیم، مشخص را مدول -C∗ هیلبرت فضای در ریس

بماند. ͳباق ریس پایه تا م�ͳآوریم دست به مدول -C∗ هیلبرت فضای در ریس
کلماتکلیدی:

ها قاب ͳΎآشفت ریس، پایه مدول، -C∗ هیلبرت
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پیشΎفتار

آنالیز به مربوط مسائل ͳبرخ مطالعه برای وشیفر٢ دافن١ توسط ها قاب بار اولین برای ١٩۵٢ سال در

در کاربردی نقش هستند ریس های پایه از ͳتعمیم که ها قاب شدند. تعریف Έهارمونی غیر فوریه

ایفا گیری نمونه نظریه و ها داده سازی متراکم تصاویر، و سیΎنال پردازش نظیر مختلف های زمینه

کردند تعریف مدول -C∗ هیلبرت در را استاندارد قاب ۴Έفران و لارسن٣ ١٩٩٩ سال در م�ͳکنند.

مدول -C∗ هیلبرت شده تولید ͳمتناه یا شمارا مولد در استاندارد های قاب برای نتای; سری Έی و

هیلبرت و جبر -C∗ در را مدول قاب مفهوم سال همین در و آوردند دست به ͳانی جبر -C∗ روی

های تفاوت است. هیلبرت فضای مفهوم از ͳتعمیم مدول -C∗ هیلبرت کردند. ͳمعرف مدول -C∗

مدول، -C∗ هیلبرت در مثال عنوان به دارد. وجود مدول -C∗ هیلبرت و هیلبرت فضاهای بین ͳاساس

امر این هیلبرت فضای در اما است، ریس پایه {xj}j∈J که axj = ۰ که طوری به دارد وجود ͳناته a

نم�ͳافتد. اتفاق

در باشد. هیلبرت فضای از تر پیچیده مدول -C∗ هیلبرت در ها قاب مشلات داریم انتظار بنابراین

هیلبرت های قاب به م�ͳتوان ͳسادگ به را هیلبرت فضای در ها قاب درباره آمده دست به نتای; که ͳحال

هیلبرت فضای در نیاز مورد های روش تغییر با و سهولت به را دیΎر بسیاری داد. توسی΄ مدول -C∗

نم�ͳپذیرد قاب Έی مدول -C∗ هیلبرت هر که است داده نشان لای۵ آورد.اخیرا دست به م�ͳتوان را
کاسپاروف۶ تثبیت مشهور قضیه وجود این با است. قاب Έی دارای هیلبرت فضای هر که ͳحال در

در پس است. قاب دارای شده تولید ͳمتناه یا شمارا مدول -C∗ هیلبرت هر که است آن از ͳحاک

بحث A ͳانی جبر -C∗ روی شده تولید ͳمتناه یا شمارا مدول -C∗ هیلبرت روی نامه پایان این

فضای در ریس پایه و قاب برای ͳΎآشفت همارانشان و مهاپاترا٨ هان٧، ٢٠٠٩ سال در . م�ͳکنیم

که همانطور کریستین٩ - کازا ͳΎآشفت قضیه که دادند نشان و کردند ͳبررس را مدول -C∗ هیلبرت

ͳمعن به ͳΎآشفت واق΄ در است. پایدار نیز مدول -C∗ هیلبرت در است برقرار مدول -C∗ هیلبرت در

Duffin١

Schaeffer٢

Larson٣

Frank۴

Li۵

Kasparov۶

Han٧

Mohapatra٨

Christensen - Casazza٩

پ



قاب Έی ͳΎآشفت تحت که کنیم ͳم ͳبرس و آید ͳم وجود به قاب Έی سیستم در که است ͳتغییرات

-C∗ هیلبرت در ریس پایه و ها قاب بین تفاوت آوردن فراهم تحقیق این ͳاصل ماند.هدف ͳم ͳباق

فضای در ها قاب برای کریستین - کازا ͳΎآشفت قضیه که داد خواهیم نشان همچنین و است مدول

برقرار مدول -C∗ هیلبرت فضای در ریس پایه برای قضیه این و است معتبر نیز مدول -C∗ هیلبرت

بماند. ͳباق ریس پایه تا آوریم ͳم دست به ͳΎآشفت این تحت را ͳکاف و لازم شرط نیز و نیست

بعد فصول در نیاز مورد نیازهای پیش ذکر به اول فصل در که بوده فصل چهار شامل تحقیق این

در کنیم. ͳم ͳبررس را هیلبرت فضای در ها قاب اولیه قضایای و مفاهیم دوم فصل در و پرداخته

چهارم فصل در و کنیم ͳم بیان را مدول -C∗ هیلبرت فضای در ها قاب از ͳمقدمات مفاهیم سوم فصل

کنیم. ͳم بیان را مدول -C∗ هیلبرت فضای در ریس پایه و ها قاب ͳΎآشفت

ت



نمادها و نشانه�ها فهرست

کرونر دلتای δα,β

A اعضای از ͳمتناه ͳخط ترکیبات مجموعه Span(A)

هیلبرت فضای H

U متعامد متمم U⊥

U پوچ فضای N (U)

U برد فضای R(U)

Y به X از کراندار ͳخط عملΎرهای فضای L(X, Y )

f برای LP نرم ∥f∥p

معوس شبه U †

پذیر الحاق ͳخط -A های نΎاشت همه از ای گردایه B(H,K)

ث



١ فصل

اولیه مقدمات و مفاهیم



�

م�ͳنماییم. بیان را بعدی فصول نیاز مورد قضایای و تعاریف فصل این در

دار نرم فضاهای ١-١

∥.∥ : X → R نΎاشت باشد، مقدار مختلط برداری فضای Έی X م�ͳکنیم فرض تعریف١-١-١.

،α ∈ C هر برای و x, y ∈ X هر برای گاه هر م�ͳنامیم X روی نرم Έی را

،x = ۰ اگر وتنها ∥x∥اگر = ۰ ( (الف

،∥αx∥ = |α|∥x∥ ( (ب

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ( (پ

١م�ͳنامیم. دار نرم ͳفضایخطΈی ∥.∥ نرم با همراه را X برداری فضای

است. برقرار x, y, z ∈ X هر برای ͳمثلث نامساوی ( (پ بنابر

∥x− y∥ ≤ ∥x− z∥+ ∥z − y∥.

دار نرم ͳخط فضای هر کنیم، تعریف ∥x− y∥ برابر را x, y فاصله اگر که م�ͳدهد نشان فوق خواص

است. متری٢ یΈفضای

با و م�ͳشود. نامیده ٣ دوگان فضای R به X از پیوسته و ͳخط تواب΄ تمام فضای تعریف١-١-٢.

م�ͳشود. داده نمایش X ′

همΎرای f به {fn}n∈N Xباشد.گوئیم بر تواب΄ از ای دنباله {fn}n∈N فرضم�ͳکنیم تعریف١-١-٣.

نامساوی n ≥ N که طوری به باشد N مانند ͳصحیح عدد ϵ > ۰ هر ازای به گاه هر است، ینواخت

|fn(x)− f(x)| ≤ ϵ.

باشد. برقرار x ∈ X هر ازای به

linear normed space١

metric space٢

dual space٣

٢



است. ͳکوش همΎرا دنباله هر X دار نرم فضای در .۴-١-١ قضیه

.[١٣] از قضیه١-۵ به شود رجوع برهان.

گاه هر نامیم ͳم ارز)١ (هم معادل را X دار نرم فضای در ∥.∥۲ و ∥.∥۱ نرم دو تعریف١-١-۵.

،x ∈ X هر ازای به که طوری به باشند موجود A,B مثبت و ثابت اعداد

A∥x∥۱ ⩽ ∥x∥۲ ⩽ B∥x∥۱.

ارزند. هم دلخواه نرم دو هر ͳمتناه بعد با دار نرم فضای هر در .۶-١-١ قضیه

.[۵] از ١-٣ قضیه به شود رجوع برهان.

دار نرم فضاهای روی ͳرهایخطΎعمل ١-٢

برداری فضای از ٢ͳرخطΎعملΈی باشند، برداری فضای ,Xدو Y فرضم�ͳکنیم تعریف١-٢-١.

داشته α, β اسالر دو هر و x, y ∈ X هر ازای به که T مانند است ͳاشتΎن ،Y برداری فضای به X

باشیم:

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y).

م�ͳنامیم. ٣ ͳخطΈتابعΈی را T اسالرهاست، میدان Y که ͳخاص حالت در

ترتیب به را R(T ) := {T (x) ; x ∈ X} و N (T ) := {x ∈ X ; T (x) = ۰} های عه مجمو

م�ͳنامیم. T برد فضای و پوچ فضای

م�ͳدهیم. نشان I با خلاصه طور به یا Ix نماد رابا X روی ͳهمان عملΎر همچنین

T : X → Y ͳخط عملΎر باشند، دار نرم برداری فضاهای Y و X م�ͳکنیم فرض تعریف١-٢-٢.

باشیم: داشته x هر برای که طوری به باشد داشته Mوجود مثبت یΈعدد گاه هر گویند، کراندار۴ را

∥T (x)∥ ≤ M∥x∥.

داریم: را زیر رابطه بنابراین نامیم. ͳم T نرم را فوق خاصیت با M مقدار کوچترین

∥T∥ = sup{∥T (x)∥
∥x∥

; x ∈ X و x ̸= ۰}.

equivalent١

linear operator٢

linear functional٣

bounded۴

٣



خاص حالت در و م�ͳدهیم نشان L(X, Y ) با را Y به X از کراندار ،ͳخط عملΎرهای تمام فضای

و م�ͳدهیم نشان X ′ با را L(X,C) ،Y = C اگر همچنین م�ͳکنیم. استفاده L(X) نماد از X = Y

م�ͳنامیم. کراندار١ ͳخطΈتابعΈی را X اعضای′ از Έی هر

باشند دار نرم فضای دو X, Y کنیم فرض تعریف١-٢-٣.

هر برای که باشد موجود Mمانند ͳثابت گاه هر م�ͳنامیم ٢ -کراندار نرم را A مجموعه زیر (الف)

.∥x∥ ≤ M ،x ∈ A

x ∈ X هر برای گاه هر م�ͳنامند کراندار٣ ای نقطه را L(X, Y ) از A ی مجموعه زیر (ب)

A(x) := {T (x) ; T ∈ A}

باشد. Y از کراندار ای مجموعه زیر

مانند ͳخط عملΎری گاه هر م�ͳنامیم ۴ یریخت را X, Y دار نرم فضای دو .۴-١-٢ تعریف

م�ͳنویسیم حالت این در و باشد پیوسته آن وارون و پوشا ،Έی به Έی که باشد موجود T ∈ L(X, Y )

.X ∼= Y

عملΎری نیز T۱T۲ ͳیعن آنها ترکیب آنΎاه باشند، کراندار ͳخط عملΎرهای T۲ و T۱ اگر قضیه١-٢-۵.

و است کراندار و ͳخط

∥T۱T۲∥ ≤ ∥T۱∥∥T۲∥.

هیلبرت و باناخ فضاهای ١-٣

شده تعریف متر با ͳکوش دنباله هر ͳیعن باشد، کامل X دار نرم ͳخط فضای اگر تعریف١-٣-١.

م�ͳنامیم. ۵( (کامل باناخ یΈفضای را X آنΎاه باشد، همΎرا X در نرم توسط

. است باناخ فضای مطلق، قدر نرم با همراه ،C مختلط اعداد مجموعه .١-٣-٢ مثال

linear buonded functional١

norme-bounded٢

bounded pointwise٣

isomorphic۴

banach space۵

۴



است. کامل L(X, Y ) باشد، کامل Y اگر .١-٣-٣ قضیه

.[١٣] از ۵-۴ قضیه به شود رجوع برهان.

این در باشند، X برداری فضای روی ارز هم نرم دو ∥.∥۲ و ∥.∥۱ م�ͳکنیم فرض .۴-١-٣ ملاحظه

باشد. باناخ (X, ∥.∥۲) اگر وتنها اگر است باناخ (X, ∥.∥۱) صورت

و باشد دار نرم فضای دو X, Y م�ͳکنیم فرض ١ ینواخت) کرانداری اصل ) .۵-١-٣ قضیه

آنΎاه: supT∈A∥T (x)∥ < ∞ ، x ∈ X هر برای و باشد باناخ X اگر صورت این در A ⊂ L(X, Y )

supT∈A∥T∥ < ∞.

.[١٣] از ۵-١٣ قضیه به شود رجوع برهان.

نΎاشت اگر م�ͳنامیم، ٢ ͳداخل ضرب فضای Έی را H مختلط برداری فضای .۶-١-٣ تعریف

⟨., .⟩ : H×H → C ؛ (x, y) → ⟨x, y⟩

باشیم: داشته α ∈ C وهر x, y, z ∈ H هر ازای به که باشد موجود

،⟨y, x⟩ = ⟨x, y⟩ ( (الف

،⟨αx+ y, z⟩ = α⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ ( (ب

،⟨x, y⟩ ≥ ۰ ( (پ

.x = ۰ اگر تنها و ,x⟩اگر x⟩ = ۰ ( (ت

تعریف به توجه با ضربداخلͳم�ͳنامیم. را فوق نΎاشت و y در x ͳداخل ضرب ⟨x, y⟩مختلط عدد به

.∥x∥ = ⟨x, x⟩ ۱
۲ م�ͳکنیم: تعریف چنین را H فضای در را نرم ،ͳداخل ضرب

م�ͳآید: دست به زیر نتای; ͳداخل ضرب تعریف از .١-٣-٧ نتیجه

،⟨۰, x⟩ = ۰ ( (الف

،⟨z, αx+ y⟩ = α⟨z, x⟩+ ⟨z, y⟩ ( (ب

داریم: x, y ∈ H هر ازای به شوارتز٣: - ͳکوش نامساوی ( (پ

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥.∥y∥,

uniform bounded principle١

inner product space٢

schwarz - cauchy inequality٣

۵



داریم: x, y ∈ H هر ازای به :١ͳمثلث نامساوی ( (ت

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥,

داریم: α ∈ C هر و x, y ∈ H هر برای الاضلاع٢: متوازی )اتحاد (ث

∥x+ y∥۲ + ∥x− y∥۲ = ۲(∥x∥۲ + ∥y∥۲).

اگر بنابراین .∥x− z∥ ≤ ∥x− y∥+ ∥y− z∥ م�ͳگیریم نتیجه ͳمثلث نامساوی از .١-٣-٨ ملاحظه

متریΈصدق فضای شرایط تمام در (H, d) دهیم، نشان d(x, y) = ∥x− y∥ با را x, y بین ی فاصله

Έی H لذا x = ۰ آنΎاه ∥x∥ = ۰ اگر گیریم ͳم نتیجه (۶-١-٣) تعریف ( (ت شرط از و م�ͳکند

است. ٣ دار نرم فضای

Έی را H آنΎاه باشد، کامل ∥x∥ = ⟨x, x⟩ ۱
۲ نرم Hبا ͳداخل ضرب فضای اگر .١-٣-٩ تعریف

م�ͳنامیم. هیلبرت۴ فضای

X = (x۱, x۲, ..., xn) مرتب های ͳتایn تمام از مرکب Cn برداری فضای ( (الف .١-٣-١٠ مثال

به را ͳداخل ضرب نیز و اسالر ضرب و جم΄ بΎیرید. نظر در را اند مختلط xiها آن در که است

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت

X + Y = (x۱ + y۱, x۲ + y۲, ..., xn + yn) , αX = (αx۱, αx۲, ..., αxn) (X,Y ∈ Cn), α ∈ C

و ⟨X, Y ⟩ =
i=n∑
i=۱

xiyi.

است. هیلبرت فضای Έی Cn صورت این در

تمام و م�ͳدهند تشیل را باناخ فضاهای از ͳخاص رده هیلبرت، فضاهای .١-٣-١١ ملاحظه

است. برقرار نیز هیلبرت موردفضاهای در باناخ فضای قضایای

م�ͳگیریم. نظر در هیلبرت فضای Έی را H،بعد به این از نامه پایان این در

توپولوژی با که است برداری ͳفضای زیر ،Hهیلبرت فضای از ۵ فضایبسته زیر تعریف١-٣-١٢.

باشد. بسته Hدر نرم از حاصل

triangle inequality١

paralleogram identity٢

normed space٣

Hilbert space۴

closed subspace۵

۶



یریخت١ ⟨., .⟩۲, ⟨., .⟩۱ ͳداخل ضربهای با ترتیب به H۱,H۲را هیلبرت فضای دو تعریف١-٣-١٣.

ضرب که باشند موجود T : H۱ → H۲ مانند ͳدوسوی و کراندار ،ͳخط عملΎری گاه هر شود ͳم نامیده

م�ͳنویسند حالت این در ،⟨Tx, Ty⟩۲ = ⟨x, y⟩۱ , x, y ∈ H۱ هر ازای به ͳیعن کند، حفظ را ͳداخل

.H۱ ∼= H۲

را H در {uα : α ∈ A} ی مجموعه تعریف١-٣-١۴.

.⟨uα, uβ⟩ = ۰ , α ̸= β که α, β ∈ A هر ازای به گاه هر م�ͳنامند متعامد٢ ( (الف

.⟨uα, uβ⟩ = δα,β α, β ∈ A هر ازای به گاه هر نامند ٣ یه متعامد ( (ب

م�ͳباشد. کرونر۴ دلتای ،δα,β آن در که

مجموعه را span(A) ،∅ ̸= A ⊆ V و باشد برداری یΈفضای V فرضم�ͳکنیم تعریف١-٣-١۵.

ͳیعن م�ͳکنیم. تعریف A اعضای از ͳمتناه ͳخط ترکیبات تمام

span(A) = {
∑
i∈F

cixi : است ͳمتناه F , xi ∈ A, ci ∈ C}

تولید فضای زیر را آن و است A شامل که است V برداری فضای زیر کوچترین span(A) واق΄ در

م�ͳنامند. A توسط شده

عضو خانواده این بر عمود عضو تنها اگر گوییم ۵ کامل H در را {xi}i∈I دنباله تعریف١-٣-١۶.

معادل این .x = ۰ آنΎاه ⟨x, xi⟩ = ۰ ، i ∈ I هر ازای به که باشد چنان x ∈ H اگر ͳیعن باشد. صفر

باشد. چΎال H در Span{xi}i∈I اینه با است

مجموعه Ϳهی درون سره طور به اگر است ماکسیمال۶ H در {xi}i∈I گوییم .١-٣-١٧ تعریف

نΎیرد. قرار H از دیΎری یه متعامد

یه متعامد مجموعه Έی اگر است یه٧ متعامد پایه Έی {xi}i∈I گوییم .١-٣-١٨ تعریف

کند: صدق زیر شرط دو در و باشد پایه Έی ͳیعن باشد. ماکسیمال

isomorphic١

orthogonal٢

orthonormal٣

kronecher delta۴

complete۵

maximal۶

orthonormal base٧

٧


