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 دانیتشکر و قدر

اندیشه او که دیده بینندگان از دیدنش فرو مانده و . انجامآغاز و آن واپسین بیآن نخستین بی سپاس و ستایش برای خداست،

 .وصف کنندگان ستودنش نتواند

های بسیاری است ها و همدلی انسانهای تحقیقاتی داشته باشد، مدیون راهنمائیی تلاشاین نوشته اگر ارزشی در مجموعه    

از اساتید گرانقدری که شاگردی دانم که در این مجال ی خود میوظیفه. گرفتچارچوب این پزوهش شکل نمیکه بدون آنها 

مازیار قبل از همه از استاد راهنمای بزرگوارم جناب آقای دکتر . در حضورشان سبب افتخار این جانب است سپاسگزاری کنم

 .کنممیهای ارزشمند و دقیق ایشان پیشرفت این مجموعه را برایم آسان نمود، تشکر و قدردانی صلاحی که راهنمائی

و  ت داوری این پایان نامه را کشیدهکتابچی و دکتر محمد کیانپور که زحماساتید داور آقایان دکتر سعید نین از چهم    

 .بهبود آن ارائه نمودند کمال تشکر را دارمای در نظرات ارزنده
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 چکیده

توان به با توجه به اینکه این مساله را می. گیرددستگاه نامعادلات خطی مورد مطالعه قرار می   در این پایان نامه جواب   

. کنیمهای نقطه ـ درونی از جمله الگوریتم مهروترا را برای حل آن معرفی میبرنامه ریزی خطی بیان کرد، لذا ابتدا روشصورت 

-مثال.شودی آفینی  برای حل این مساله ارائه میی جدیدی از نوع جانشینی، یک الگوریتم مقیاس شدهسپس با معرفی قضیه

دارد، آورده شده  و الگوریتم مهروترا linprogی آفینی در مقایسه با مقیاس شده های عددی متعددی که نشان از برتری روش

به  آنجواب حاصل از این مدل نشان از حساسیت.گیردهمچنین در ادامه مدل توانمند این مساله مورد مطالعه قرار می . است

 . های مساله داردتغییرات اندک در داده

ی های نقطه ـ درونی، الگوریتم مقیاس شدهنامعادلات خطی، دستگاه نشدنی، قضیه جانشینی، روش  :های کلیدیواژه

 .مهروترا، مدل توانمند،الگوریتم آفینی

  

 نامعادلات خطی    جواب 

 اسلام حسینی ریک

 



 مقدمه

باشد که حتی ممکن است دستگاه نیاز به حل دستگاه نامعادلات خطی یکی از مسائل بنیادی در بسیاری از کاربردها می  

از شاید یکی . باشدهای مساله خطای اندازه گیری در داده دتواناز جمله دلایل ناسازگاری می. باشد نیز ناسازگارحاصل 

از کابردهای مهم . ی شروع شدنی در روش سیمپلکس باشدبه دست آوردن یک نقطه هااین دستگاهترین کاربردهای شناخته

ی تصاویر پزشکی، مسائل وارون در رادیوتراپی، اقتصاد، مسائل مالی، نفت و غیره اشاره توان به استفاده در بازسازآن میدیگر 

 .[93و  6، 5، 4] نمود

به یک مساله برنامه  آن را توانمی کهکنیم مطالعه می( نرم یک)  را در نرم  هادستگاه ایان نامه میزان ناسازگاریدر این پ  

در فصل یک به مقدماتی از جبرخطی و بهینه سازی بدین منظور . های کلاسیک حل نمودریزی خطی تبدیل کرد و با روش

های نقطه ـ درونی ر به برنامه ریزی خطی شده و سپس به معرفی روشدر ابتدای فصل دوم مروری مختص. پرداخته شده است

گری است که در های نقطه ـ درونی پیشرو ـ اصلاحالگوریتم مهروترا یکی از الگوریتم. ایمدر بخش بعدی این فصل پرداخته

 .انتهای این فصل معرفی گردیده است

دستگاه نامعادلات خطی پرداخته    که به جواب  9ی دکساز مقالهی جدیدی از نوع جانشینی فصل سوم را با ارائه قضیه  

در پایان این فصل مدل توانمند این . ایمی آفینی از این مقاله را ارائه نمودهایم و سپس الگوریتم مقیاس شدهاست، آغاز نموده

 . ایممساله را مورد بحث قرار داده

نرم افزار متلب و  linprogو دستور در بالا های نامبرده اصل از الگوریتممحاسبات و نتایج عددی حدر فصل چهارم نیز به   

 .ایمپرداختهمقایسه عملکرد آنها 
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 فصل اول

 مقدماتی از جبر خطی 

 و بهینه سازی
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 مقدماتی از جبرخطی 1-1

 .[28و97] که در طول پایان نامه از آن استفاده شده است شودمیدر این بخش مقدماتی از جبر خطی بیان 

 فضای برداری 1-1-1

-نشان می. که با )و ضرب اسکالر ( نشان می دهیم+ که با علامت )را همراه با دو عمل جمع   یمجموعه  :1-1-1-1تعریف   

 :نامیم، هرگاه شرایط زیر برقرار باشدمی  یک فضای برداری روی میدان (دهیم

 ذیری باشد،دارای خاصیت شرکت پ+  عمل  (9

 باشد،( عضو خنثی)دارای عضو همانی + عمل   (2

 داشته باشد، یعنی( قرینه)معکوس + نسبت به عمل   هر عضو در  (8

                            

 دارای خاصیت جابجایی باشد،+ عمل   (4

 عمل ضرب اسکالر دارای خاصیت عضو همانی باشد، یعنی  ( 5

                  

6)                                         ، 

7)                                   ، 

3)                                         . 

 .یک فضای برداری روی خودش است 9هر میدان  : 2-1-1-1مثال

              های مرتبی به صورتتائی- ی تمام مجموعه   یک میدان و    هرگاه  : 2-1-1-1مثال 

 .است   یک فضای برداری روی    باشد، در این صورت

 .است  یک فضای برداری روی   روی      هایی ماتریسیک میدان باشد، مجموعه    هرگاه:   4-1-1-1مثال 

 فضاهای نرم دار 1-1-2

شود هرگاه در نامیده می  یک نرم در ℝ      باشد، آنگاه تابع  ℝیک فضای برداری روی   اگر :   1-2-1-1تعریف 

 :خواص زیر صدق کند

9)                           ، 

2)         ℝ                ، 

                                                        
 .را ببینید[ 97]برای آشنایی با تعاریف وابسته به میدان مرجع  .9
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8)                          . 

 .نامندفضای برداری دارای نرم را فضای نرم دار می            

 :شودبه صورت زیر تعریف می  ℝ   برای هر(   یا  یکنرم )  : 2-2-1-1تعریف 

.           
 
    

 :شودبه شکل زیر تعریف می  ℝ   برای هر( نرم اقلیدسی)   یا  2-نرم:   2-2-1-1تعریف 

.             
    

        

 :شودبه صورت زیر تعریف می   ℝ  برای هر( نرم ماکسیمم)   یا  ∞-نرم:  4-2-1-1تعریف 

.                  

یک عدد حقیقی است که دارای خواص زیر   نرم ماتریس . باشد      یک ماتریس  فرض کنید :   8-2-1-1تعریف 

 :باشدمی

  .تریس صفر باشدما   اگر و تنها اگر      و         (9

 :داشته باشیم αبرای هر اسکالر   (2

.            

 :داشته باشیم  و   های برای ماتریس( 8

                

 :  0-2-1-1قضیه 

                      
 
     

                      
 
     

.            
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 (.اند حقیقی و نامنفی     ی مقادیر ویژه .است     ی ماتریس ماکسیمم مقدار ویژه     ) 

 ∎. رجوع شود [3[به  :برهان 

 :روابط زیر برقرار است  ℝ  برای هر بردار   : 7-2-1-1قضیه  

9) ،                 

2) ،                 

8)                 . 

 ∎. رجوع شود [3[به :  برهان 

 :داریم  ،     برای ماتریس :   5-2-1-1قضیه 

9) ،  

  
                 

2) ،  

  
                 

 ∎. رجوع شود [3[به  :برهان 

 ی طیفی ماتریستجزیه 1-1-2

 وجود داشته باشد به طوری که    است اگر بردار غیر صفر    ℝ  ی ماتریس یک مقدار ویژه λ عدد

        

 . شودنامیده می λمتناظر با   ی بردار ویژه  که بردار 

 را متعامد گویند هرگاه    ℝ  ماتریس   : 1-2-1-1تعریف 

               

وجود دارد به     ℝ  متقارن باشد، آنگاه ماتریس متعامد     ℝ  فرض کنید ماتریس   : 2-2-1-1قضیه 

 طوری که 
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   که در آن  
  
   

         

λو    
 
 .هستند  ی مقادیر ویژه ،         به ازای             

 : برابر است با  ی طیفی ماتریس متقارن تجزیه

     
 
       

    

 ∎. رجوع شود [3[به  :برهان 

ℝغیر صفر در   را معین مثبت گویند اگر برای هر    ℝ  ماتریس  :  2-2-1-1تعریف 
 

 :داشته باشیم 

.       

 .را نیمه معین مثبت گویند  ، آنگاه        اگر در تعریف بالا 

    : 4-2-1-1مثال 
  
  

ℝغیر صفر در   معین مثبت است زیرا به ازای هر   
 

 :داریم 

.            
  
  

  
  
  
     

           
         

     
     

    

 :داشته باشیم     معکوس پذیر است اگر و تنها اگر به ازای هر  ماتریس مربعی   : 8-2-1-1قضیه 

.     

 ∎.رجوع شود [3[به  :برهان 

 .هر ماتریس معین مثبت معکوس پذیر است  : 0-2-1-1قضیه 

غیر صفری در   ، ( 5-8-9-9)لذا با توجه به . یک ماتریس معین مثبت باشد که معکوس پذیر نیست  فرض کنیم  :برهان 

ℝ
 

 ∎.در تناقض است  که این با معین مثبت بودن        در نتیجه .      موجود است به طوری که 

را زیرفضای   باشد، زیرفضای تولید شده توسط بردارهای سطری     یک ماتریس   فرض کنیم   : 7-2-1-1تعریف 

 .گویندمی  را زیرفضای ستونی   های سطری و زیرفضای تولید شده توسط بردارهای ستون

 .می نامند  ماتریس ی ستونی ی سطری و بعد زیرفضای ستونی را رتبهبعد زیرفضای سطری را رتبه:  5-2-1-1تعریف 
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 .مستقل خطی باشند  ( هایستون)گویند، هرگاه سطرهای ( ستونی)را رتبه کامل سطری    ماتریس  : 9-2-1-1تعریف 

یعنی  ،ی ستونی کامل باشدی سطری کامل یا رتبهرتبه  را رتبه کامل گویند، هرگاه   ماتریس :   16-2-1-1تعریف 

 .                رتبه کامل است هرگاه    

 .معین مثبت است    ،و رتبه کامل باشد آنگاه      ،    یک ماتریس   اگر :  11-2-1-1قضیه 

 ∎. رجوع شود [3[به  :برهان 

 . اند، همگی حقیقی  ی ماتریس متقارن حقیقی مقادیر ویژه  : 12-2-1-1قضیه 

   ∎. رجوع شود [3[به  :برهان 

 . اندی یک ماتریس حقیقی معین مثبت، همگی مثبتمقادیر ویژه  : 12-2-1-1قضیه 

   ∎. رجوع شود [3[به  :برهان 

 فضاهای ضرب داخلی 1-2

، نگاشتی است به صورت   منظور از ضرب داخلی روی . باشد ℝیک فضای برداری روی   کنیم فرض می:   1-2-1تعریف 

    ℝ   دهیم و دارای خواص زیر استنشان می    یا       را با        که: 

9)                                ، 

2)             ℝ                ، 

8  )                     . 

4  )                               . 

ℝدانیم که می  : 2-2-1مثال 
 

ℝدر   و   برای دو عضو . یک فضای برداری است 
 

 : داریم 

.                                  
 
    

 .         شوند اگر متعامد نامیده می  در فضای حاصل ضرب داخلی  و   دو بردار   : 2-2-1تعریف 
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را متعامد گویند هرگاه هر دو   از فضای برداری   ی غیر تهی از بردارهای غیر صفر مانند یک زیر مجموعه  : 4-2-1تعریف 

 .بر هم عمود باشند  عضو متمایز 

 :متعامد و داشته باشیم   نامند، هرگاه را یکا متعامد می  از زیرفضای    یزیر مجموعه  : 8-2-1تعریف 

.             

ℝهای متعارف پایه  : 0-2-1مثال 
 

 .ی یکا متعامداندزیر مجموعه  

این کار با در نظر گرفتن بردارهای . ی یکا متعامد به دست آوردی متعامد یک مجموعهتوان از هر مجموعهدر صورت نیاز می

   
 

   
 .شودحاصل می 

 .اندهای متعامد مستقل خطیمجموعه  : 7-2-1قضیه 

        و               ،   ی متعامد از یک زیر مجموعه  فرض کنید    :برهان
 که در آن     

   ℝ           داریم          به ازای  در این صورت   : 

          
 
                   

 
                

 :غیر صفر است باید داشته باشیم         با توجه به اینکه 

                 

 ∎. مستقل خطی است  یعنی 

 .مستقل خطی استی متعامد یکه هر مجموعه  : 5-2-1نتیجه 

 دستگاه معادلات خطی 1-2

ایفا ... دستگاه معادلات خطی نقش مهمی در ریاضیات و در بسیاری از علوم مانند فیزیک، اقتصاد، زیست شناسی، مهندسی، 

 .[28و97]کندمی

 :گیریمبه صورت زیر را در نظر می           متغیر   معادله خطی با   یک دستگاه از  
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(9-9)  

                         
                         
                                                            

                         

                    

تایی مرتب ـ  را دستگاه خطی و ( 9-9)دستگاه .شونداعداد معلومی در نظر گرفته می   اسکالر   و     ضریب    

به صورت ( 9-9)شکل ماتریسی  .نامیمکنند را جواب دستگاه میصدق می( 9-9)در    های که مولفه             

 باشد یعنی می     

   

  
  
 
  

     

  
  
 
  

      

             
             
 

    

 
    

        
     

     

آن را دست کم یک جواب داشته باشد، دستگاه را سازگار و اگر جوابی نداشته باشد، ( 9-9)اگر دستگاه  :  1-2-1تعریف 

 .ناسازگار گویند

 . شودآنگاه دستگاه همگن در غیر این صورت نا همگن نامیده می    اگر ( 9-9)در دستگاه :   2-2-1تعریف 

یعنی تعداد  ،را فرا معین گویند آن ، آنگاه    و     یک ماتریس   اگر ( 9-9)در دستگاه :   2-2-1تعریف 

 .معادلات این دستگاه بیشتر از مجهولات آن است

 .                  ، به عبارت دیگر         سازگار است اگر        : 4-2-1قضیه 

 (        ℝ      ℝ         ). 

  ∎. رجوع شود [3[به  :برهان 

 :   8-2-1قضیه 

 .دنی خطی باشوابسته  جواب غیر بدیهی دارد اگر و تنها اگر ستون های      دستگاه   (9

 .جواب غیر بدیهی داشته باشد آنگاه بی شمار جواب خواهد داشت     هر گاه دستگاه  (2

 .منفرد باشد  جواب غیر بدیهی دارد اگر و تنها اگر      ، آنگاه     اگر  (8

 ∎. رجوع شود [3[به   :برهان 
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 .کندتحت هر کدام از عملیات زیر تغییر نمی     جواب دستگاه شدنی  : 0-2-1قضیه 

 تعویض جای دو معادله، (9

 رب هر معادله در یک ضریب غیر صفر،ض (2

 .دیگر جمع هر مضرب غیر صفری از یک معادله با معادله (8

 ∎.رجوع شود [3[به  :برهان 

 .نامندهای معادل میهر دو دستگاه که یکی از دیگری با عملیات بالا تولید شده باشد را دستگاه  : 7-2-1تعریف 

 .های معادل یکسان استهای دستگاهی جوابمجموعه  : 5-2-1نکته 

 های محدبتوابع و مجموعه 4 -1

 های محدبمجموعه 1-4-1

         ،   و هر عدد حقیقی         محدب گویند اگر به ازای هر   ℝرا در   ی مجموعه:   1-1-4-1تعریف 

 :داشته باشیم

.              

توان به طریق هندسی چنین تعبیر کرد، یک مجموعه محدب است اگر با انتخاب هر دو نقطه از آن مجموعه، این تعریف را می

 . خط واصل بین آن دو نقطه عضوی از آن مجموعه باشدهر نقطه روی 

 .اندهای زیر محدبباشند، آنگاه مجموعه  ℝی محدب از دو زیر مجموعه   و    اگر :   2-1-4-1لم 

9)       ، 

2)                             ، 

8)                              . 

 .اندهای زیر محدبمجموعه:   2-1-4-1مثال 

9)              ، 
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 .باشدیک اسکالر می  یک بردار غیر صفر و   که در آن 

2)            ، 

 .تایی است  یک بردار   و     یک ماتریس   که  

8)                             . 

 توابع محدب 1-4-2

محدب گویند اگر   را بر  ℝ    باشد، تابع   ℝای محدب و نا تهی در زیر مجموعه  فرض کنید   : 1-2-4-1تعریف 

  :باشیم داشته         هرو         به ازای هر 

                                   

     را یک تابع مقعر نامند هرگاه تابع   همچنین تابع . گوینداکیداً محدب می  اگر نا مساوی بالا اکید باشد به تابع 

 .محدب باشد

 .محدب است  ℝی روی مجموعه             تابع   : 2-2-4-1مثال 

ℝ       اگر   :حل
 : داریم              و قرار دهیم         ،   

                        

               
         

                     

                
     

 . نرم اقلیدسی است    که در آن 

 :در این صورت داریم ℝ  فرض کنیم   : 2-2-4-1تعریف 

                 

 (KKT) 1تاکر -کان-شرایط کاروش 1-8

 :مساله برنامه ریزی خطی زیر را در نظر بگیرید

                                                        
1 Karush-Kuhn-Tucker 


