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˻
�Clausiuse-Clapeyron 
˼
�Critical point 
˽
�Order parameter 



 

̌ 
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d�Y�\�ZÀ»�ºf�Ì��¦Ì�Âe����Ä¯�Y�q� 

ܩ�  ൌ ܷ  ܸܲ െ ܶܵ ��������������������������������������������������������  
ܩ݀  ൌ ܷ݀  ܸܲ݀  ܸ݀ܲ െ ܶ݀ܵ െ ܵ݀ܶ �������������������������������������  

ºÌ¿Y|Ì»�Ä¯��Â�¿Z¼Å�Á�� �

 ܷ݀ ൌ ݀ܳ െ ܸܲ݀ ൌ ܶ݀ܵ െ ܸܲ݀ �������������������������������������������  

ܩ݀  ൌ ܸ݀ܲ െ ܵ݀ܶ ��������������������������������������������������������  

 ቀడீడቁ் ൌ ܸ�ǡ ቀడீడ்ቁ ൌ െܵ� ������������������������������������������������  

�f·ÂÆ¼¸Å�É��¿Y��]Ze��Y�|�Z]��Z�§�½M�º�¿��f»Y�Za�Ä¯�ºÌ�Z]�Äf�Y{�Ê¼f�Ì���³Y�µZu��Ê»�Ã{Z¨f�Y�Ä]�ºÌÀ¯

Ä¯�¶Ì·{�¾ËY�� �

ܨ  ൌ ܷ െ ܶܵ ��������������������������������������������������������  

ܨ݀  ൌ ܷ݀ െ ܶ݀ܵ െ ܵ݀ܶ ���������������������������������������������  

ൌ െܸܲ݀ െ ܵ݀ܶ 

 ቀడிడቁ் ൌ െܲ�ǡ ቀడிడ்ቁ ൌ െܵ �������������������������������������������  
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�Helmholtz 
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�ÊuYÂ¿�Ä¯�ÊeÓ{Z »�Á�{�ÁM�d�|]�Y��|À�Z]�Äf�Y{�Êf�Ë�¼ÅÊ»��z�»�Y��¦¸fz»{�¯�kZfÀf�Y�|À¯�� �

�ºf�Ì��®Ëܻܼܺ��®Ë��Y�¶°�f»�ÊÀ Ë�,�·ZyÄ¨·R»��|Ë�Ì´]���¿��{�Y���Ì¤f»�Z]��Z§�®Ë�Ôj»�ÉZÅܸܲܶ���

��Z§�Á{�Ê¼f�Ì��¾ÌÀq��{���Á��Ê»�Êe�Â���{�®Ë��{�|À¿YÂeܻÁ�ܶ��Ä¯�|ÀÀ¯�Êf�Ë�¼Å��´Ë|°Ë�Z]�d]Zi

¶Ì�¿Zfa|�Z]��]Y�]�½Z�ÌËZÌ¼Ì��ÉZÅ����� �

 �
ଵሺܻǡ ܶሻ ൌ �ଶሺܻǡ ܶሻ ����������������������������������������������  

�^Ì³�Ä�]Y���{�ºÅÁ{��d�Y��Ë��c�Â��Ä]�ÊËZÌ¼Ì��¶Ì�¿Zfa�� � ܻ ൌ ܻሺܶሻ ����������������������������������������������� ������  

�®e�ºf�Ì���³Y�µZuÄ¨·R»c�Â��¾ËY��{�|�Z]�Äf�Y{��Z§�Ä��ÉY�� �

�
ଵሺܻǡ ܶሻ ൌ �ଶሺܻǡ ܶሻ ൌ �ଷሺܻǡ ܶሻ �������������������������������������   

Ê»�Ä�¬¿�®Ë��{��¬§��Z§�Ä��¾ËY�ÄnÌf¿��{�Á�d�Y�µÂÆn»�Á{�Z]�Ä·{Z »�Á{�Ä¯|À�Z]��ÁZn»��´Ë|°Ë�Z]�|À¿YÂe��

d�Y�[M�{�Â»�¾ËY��yZ��µZj»�� �
Z»{��{�[M��Ì]��Z§�¹Y�³ZË{�Ä�¬¿�pÌÅ��{�Ê·Á�d�Y�cÁZ¨f»�xË��Z§�¾Ë|Àq�ÉY�Y{��f¼¯�ÉZÅ��{�Y���Z§�Ä���Y

Ê¼¿��´Ë|°Ë�Z]�µ{Z ed§ZË�½YÂe� 

                                           
  Gibbs-Duhem ˿� 
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��Y�Ê�Â¸z»�d·Zu݊��Ä¨·R»��݊��¦¸fz»�µÂ°¸»��Â¿��|Ë�Ì´]���¿��{�Y�����j¯Y|u݊  ʹ��Ê»�¦¸fz»��Z§

|ÀÀ¯�Êf�Ë�¼Å��´Ë|°Ë�Z]�|À¿YÂe���É�Z§��Å��{��³Y ݊�|�Z]�Äf�Y{�{ÂmÁ�µÂ°¸»���Â¿� �

�݊  ʹ� {�Y{�{ÂmÁ��Z§��Å�ÉY�]�¶¬f�»��ÌÌ¤f»��Â¿����ܻǡ ܶǡ ଵǡݔ ǥ ǡ ݔ ǡ ǥ ǡ  ��ିଵݔ
½M��{�Ä¯ݔ���µÂ°¸»�Ê·Â»���¯��Â¿�ÉZÅ݅d�Y�¹Y����³Y�µZuݎ��¾Ì »��Y|¬»�®Ë��{��Z§ܻÁ�ܶ��Êf�Ë�¼Å

¶Ì�¿Zfa�,|ÀÀ¯�Z§��{��z�»��Â¿�®Ë�ÊËZÌ¼Ì��ÉZÅ|�Z]�Ê°Ë�|ËZ]�¦¸fz»�ÉZÅ�� �

 Ɋଵଵሺܻǡ ܶǡ ଵଵǡݔ ଶଵǡݔ ǥ ǡ ିଵଵݔ ሻ ൌ Ɋଵଶሺܻǡ ܶǡ ଵଶǡݔ ଶଶǡݔ ǥ ǡ ିଵଶݔ ሻ ൌ ڮ ���������������������  Ɋଵሺܻǡ ܶǡ ଵݔ ǡ ଶݔ ǡ ǥ ǡ ିଵݔ ሻ ڭ Ɋଵሺܻǡ ܶǡ ଵଵǡݔ ଶଵǡݔ ǥ ǡ ିଵଵݔ ሻ ൌ Ɋଶሺܻǡ ܶǡ ଵଶǡݔ ଶଶǡݔ ǥ ǡ ିଵଶݔ ሻ ൌ ڮ �������������������  
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Ɋ ሺܻǡ ܶǡ ଵݔ ǡ ଶݔ ǡ ǥ ǡ ିଵݔ ሻ 
»�{Y| eÓ{Z �ÓZ]�c݊ሺݎ െ ͳሻ�µÂÆn»�{Y| e�Á�d�Y�ZÅʹ  ሺ݊ݎ െ ͳሻ���{Y| e�[YÂm�¾f�Y{�ÉY�]

µÂÆn»�{Y| e��Y��f�Ì]�|ËZ^¿�cÓ{Z »|�Z]�ZÅ�� �݊ሺݎ െ ͳሻ  ʹ  ሺ݊ݎ െ ͳሻ 
ݎ    ݊  ʹ �����������������������������������������������������������  

�Z§�{Y| e�ÊÀ Ë�Z]��]Y�]�ZË��f¼¯�|ËZ]�d�Ë�¼Å�ÉZÅ݊  ʹ�|�Z]�� �

µZj»� �ÊËZeÁ{��Â¸z»�®Ë��{݊ ൌ ʹ ��j¯Y|u�,��Ê»��Z§�´Ë|°Ë�Z]�Êf�Ë�¼Å��{�|À¿YÂe��{�ܻÁ�ܶ�d]Zi��

|À�Z]�� �

 c�Â��Ä]�Y��©Â§�Ä�]Y��� �ܰ ൌ ʹ  ݊ െ ݎ ������������������������������������������������������  

Ê»�ºÅ|À�ËÂ¿��ܰ�d�Y�Ê°Ì»ZÀË{Â»�e�É{Y�M�cZm�{�{Y| e���ÊËZeÁ{�ºf�Ì��®Ë��{݊ ൌ ʹ� �

ܰ ൌ Ͷ െ  ݎ

��³Yݎ ൌ ʹ��,ºÌ�Z]�Äf�Y{�µ{Z e�µZu��{��Z§�Á{�ÊÀ Ëܰ ൌ ʹ�Ê»�Ì¤f»�Ä���Y�Ze�Á{�ÊÀ Ë�|À¿YÂeݔǡ ܻǡ ܶ�

|ÀÀ¯��ÌÌ¤e�Ô¬f�»��[M��{�®¼¿�µÂ¸v»�¶j»�,ÊËZeÁ{�ºf�Ì��®Ë��Ê»��Z§�Á{�Ä¯�ÊeÓZu�µ{Z e��{�|À¿YÂe

�Y�|¿Y�c�Z^��|À�Z]�������µÂ¸v»�Á��Zz]�����xË��Â¸]�Á�µÂ¸v»����®¼¿��Â¸]�Á�µÂ¸v»����{�Â»��{����Ê»�Ôj»�

�½YÂeݔǡ ܶ��Á�{�¯��z�»�Y�ܻሺൌ ܲሻ��Y�Ê ]Zeݔ�ǡ ܶ {Â]�|ÅYÂy���{�Â»��{����Ê»�Z�§�½YÂe ݔǡ ሺܻሻ�

�d�¸£��{Â]�|ÅYÂy�Á{�¾ËY��Y�Ê ]Ze��Y~³�ÉZ»{�Ä¯�Ê·Zu��{�{Y{��ÌÌ¤e�Ô¬f�»�Y����

� �

���� ��Y~³�É|À]�Ä¬^���Z§�ÉZÅ� 

�Ì¤f»��ÌÌ¤e�Z]�Ê�ËY�§Y�Z¿�ÉZÅ�¶¬f�»�Ì¤f»�¾ËY��Y�É�Y|¬»�Ä]�,ºf�Ì��®ËÊ»��ZÅ½M��{�Ä¯�ºÌ���ÌÌ¤e�ZÅ� �
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Ê»�ÉÁ���Z§|Å{���Z§�ÊËZÌ¼Ì��¶Ì�¿Zfa�Ê�Z¬¿�¾ÌÀq��{{Â]�|ÅYÂy��]Y�]�ZÅ���Ê°Ë{�¿�Ä�]Y���^Ì³�{Y�M�É��¿Y

{�Y{�ÊËZÌ¼Ì��¶Ì�¿Zfa�Z]� ሺܶǡܩ� ܻǡ ݊ሻ ൌ σɊ �݊ ����������������������������������������������������  Ɋ ��µÂ»��Å�ÊËZÌ¼Ì��¶Ì�¿ZfaÄ¨·R»�݅d�Y�¹Y�� �Ɋ  ൌ ቀడீడቁ்ǡǡೕಯ �������������������������������������������������������  

,�Z§��Y~³��{ Ä]�Á�|�Z]�Äf�ÂÌa�|ËZ]��^Ì³�{Y�M�É��¿Yªf�»�ÃÁÔ��Ä]�d^�¿�½M�ÉZÅ݊���ÊÀ ËɊ ���Ê°Ë�|ËZ]

|�Z]���cZ¬f�»��]�ÊfË{Á|v»�Z»Yܺ ൌ െቀడீడቁ்ǡೕ� �Áܵ ൌ ቀడீడ்ቁǡ� {�Y|¿�{ÂmÁ��ªf�»�¾ËY��Zf§���Y�

Ä¬^��ÉY�]�ZÅÊ»�Ã{Z¨f�Y��Z§��Y~³�É|À]ªf�»��³Y�{Â��ÉZÅቀడீడቁ��Áቀడீడ்ቁ��,|À�Z]�Äf�ÂÌaZ¿��Y~³�Ä�¬¿��{

��Y~³�µÁY��Â¿d�Y��ªf�»�¾ËY��³Yf�ÂÌa�ZÅªf�»�,|À�Z]�Ä�Äf�ÂÌa��Z§��Y~³�,|À�Z]�Äf�ÂÌaZ¿��eÓZ]�Ä^e�»�ÉZÅ

Ê»�Ã|Ì»Z¿{Â����Ä¬^��YÁ|]�d�¨¿�Y�Äm�{�ªf�»�Ê´f�ÂÌaZ¿��Z�Y��]�É|À]݊Y�Y�¹YW�Ä]�ne�Z]�Ä¯�{�¯�Ä

{Â^¿��Z³�Z���ªf�»��Y�Ê� ]�Y~³��f�Ì]��{�ÓZ]�Äm�{�ÉZÅÊ]��Ì�¿��Z§�ÉZÅÊ»�dËZÆ¿|¿Â���� �

�ºf�Ì��®Ëܸܲܶ�ºË�Ì³�Ê»���¿��{���Ä]�d^�¿�ÁZ¯�Ê ]Ze�|ËZ]��^Ì³��]ZeܶÁ�ܲ�|�Z]����Y~³�®Ë�ÉY�]��Â¿

�µÁYºË�Y{�Y���Ë��¶°��� �

��� �
�¶°����� �
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 ��

�¶°����� �

ࢂ ൌ ࢂ െ ࢂ ൌ ቀࣔࡼࣔࡳቁࢀǡ െ ቀࣔࡼࣔࡳቁࢀǡ ����������������������  

  οࡿ ൌ ࡿ െ ࡿ ൌ ቀࣔࢀࣔࡳቁࡼǡ െ ቀࣔࢀࣔࡳቁࡼǡ ���������������������������  

�Ä�]Y���Yܪ�� ൌ ܩ  ܶܵ ���������������������������������������������������������  

�{��ܶ�d]Zi��µÁY�Ä^e�»��Z§��Y~³�®Ë��{� �

  οܪ ൌ οܩ  ܶοܵ ������������������������������������������������������  

ଵܪ   െܪଶ ൌ οܪ ൌ ܶοܵ ��������������������������������������������������  οܪ�Ê»��Y~³�½ZÆ¿�ÉZ»�³�Y�|ÀËÂ³� 

ªf�»�Á��^Ì³�{Y�M�É��¿Y�,¹Á{�Ä^e�»��Y~³�®Ë�ÉY�]d�Y�Äf�ÂÌa��ËZÅ���ÌÌ¤e��Âzf�{�ªf�»�Z»Y 

Ê»�É|Ë|�{Â���¶]Z«�ÊfÌÌ¼¯�Ä¯�d�Y�Äf�ÂÌaZ¿��Y~³�Ä�¬¿��{�Ä¯�d�Y�¹Á{�ªf�»��Y~³��Â¿�¾ËY�ÉY�] 
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����� ���Z§��Y~³�Â¿�ÁYµ���

��Y��f�Ì]��Ê¼¯�ÉZ»{�Á�Âm�®Ë��Z�§��{�[M��Zz]�¥���®Ë����Êf¿Z��Äm�{Ê»���¿��{�{Y�³³ºË�Ì���®Ë

Ê»���¿��{�Y��,�Zz]�¾ËY��Y�®qÂ¯�ÄÌuZ¿�®Ë�,®qÂ¯�ºf�Ì���Ë�ºË�Ì³���Z]��Z¼e��{�Ô¼��ºf�Ì���Ë��¾ËY

Z�§�Ã�Z^¿Y�®Ë�Á��Z»�³�Ã�Z^¿Y�®Ë����^Ì³�¶Ì�¿Zfa�Ä¯�d�¿M�µ{Z e�����Á�d�Yܩሺܶǡ ܲǡܰሻ��ºf�Ì���Ë�

Ê»|�Z]�¹Â¼Ì¿������Ê»�����Ä¯�|ÌÀ¯�ÄmÂe�Á�Z»�³�Ã�Z^¿Y�Z]�ºf�Ì��Ä¯�d�ÀËY��^Ì³�¶Ì�¿Zfa�½{Â]�¹Â¼Ì¿

�ÊÀ Ë�|�Z]��Z¼e��{��Z�§�Ã�Z^¿Yܶ ൌ ܶԢ�Áܲ ൌ ܲԢ ��|À�Z]�d]Zi�Á��Ê»��Z¬¿��{�cY�ÌÌ¤e�ÊÀ Ë��¨��¹Â¼Ì¿

�a�d�Y�οܲ ൌ ቀడீడቁ ൌ Ͳ����Ê¸yY{�É��¿Y�µ{Z e��ËY����Y ܷÊ»�d�|]�ºf�Ì���Ë��ºnu�Á|ËM��

�Ê�ËY�§Y��ÌÌ¤f»�Ê¸¯��d·Zu�{ ܺ�|ËM�Ê»�d�|]��d�Y�ºnu�ZnÀËY��{�Ä¯����Ä^e�»��Z§��Y~³�®Ë��Â«Á�ÉY�]

,µÁY�f»�|ËZ]�d·Zu�Á{ÄÌuZ¿��{�Á�ºÅ��Y��ËZ¼Ä¿Z³Y|m�ÉZÅ|À�Z]�Ê°Ì»ZÀË{Â»�e��ËY�M�ÉZ�§��Y�ÉY���ÊÀ Ë

��\�u��]�|ËZ]�Ê°Ì»ZÀË{Â»�e�¶Ì�¿Zfa ܺ�ÉY�Y{��º¯�d�{��Ê»�Á{|�Z]�Ê �Â»�¹Â¼Ì¿���©Â§�µZj»��{��³Y

��\�u��]��^Ì³�¶Ì�¿Zfa�,ºÌ�Z]�Ã|Ì��¿��Y~³�Ä�¬¿�Ä]��ÂÀÅ ܺ�|�Z]��Ë��¶°��Ä]�|ËZ]���

� �
�¶°������

Ê»��{�Z»���¿�{�Â»�ºf�Ì���Ë�Za�¹Â¼Ì¿Ëd�Y��Y|ËZa�µ{Z e��{�¾Ì��Ê»�Ä]��Â]�»�µ{Z e�Ä¯�|ÌÀ¯�ÄmÂe�

¹Â¼Ì¿�Ê»�ZË¹Â¼Ì¿ZÅ��Za��Y|¬»�Z]���ZÀf»�Ä¯�d�Y��|Ì¬»��Ì£�Ê¸yY{��f»Y� ܺ�d�Y����´Ë{��Ë{Z¬»� ܺ��Z]

d�Y���ZÀf»��f»Y�Za�|Ì¬»��Ë{Z¬»�� �

Potential 

Xi 
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��{Ê»�©Â§�¶°��ºnu�Z]���ZÀf»��Y|ËZa�¹Â¼Ì¿±��]�e���ZË� ܺ±��]�e���Ê·Z´q�ZËº¯�e�d�Y�Ê»�Ä°Ì·Zu��{�

d�Y���ZÀf»��f�Ì]�Ê·Z´q�ZË��f°qÂ¯�ºnu�Z]�ÉÂ¿Zi�Ê �Â»�¹Â¼Ì¿����ËZ»�Á��Z³�ÉZÅ�d·Zu��� �

|Ë�Ì´]���¿��{�Y��ºnu��{�É�Ìy�Á�d§Y�µZu��Y�¾´¼Å�d·Zu��Y�Y��ºf�Ì���Ìy�Á�d§Y�¾ËYÊ»�k�Zy�ÄÌ·Á|À¯��

d�Y�Ã|À¿Y{�³��Z]�ÉÁ�Ì¿�Ê�Â¿�,d�Y�Ê�ËY�§Y��Ì£�É�f»Y�Za�Ä¯�¶Ì�¿Zfa�ÊÀvÀ»�ÄËÁY��\Ë���Z»Y���ZnÀËY��{

d�Y��Z�§�¥ÔfyY��Ê»��Z]�ÄÌ·ÁY�¾´¼Å�d·Zu�Ä]�Y��ºf�Ì��Á|¿Y{�³��Á�d§Y�ÃZ´Æ³�Ä¯�|Å{�Ê»�w��Ê³��]��Ìy

Ê»�Ä]�Y��ºf�Ì�Ê»�ÉÂ¿Zi�¹Â¼Ì¿{�]��ÄmÂe�Z]�Z»Y�Ê»��{�ª¼��º¯�Zf^�¿�¶Ì�¿Zfa�|��Ä]�É�Ë{�,ÉÂ¿Zi�¹Â¼Ì¿

Ê¼¿�ÄÌ·ÁY�d·Zu�Ä]�Y��ºf�Ì���´Ë{��Z]�Ê°qÂ¯��Zf^�¿��Ìy�Á�d§Y�Ä¯�{�~³�Ê»Ê¸�Y�¹Â¼Ì¿��Ê»��Z]|¿Y{�³��

Ê»�ºf�Ì��|�Z]�±��]�¶Ì�¿Zfa�|��ª¼���³YÊ»��{�É�Y�{�c|»�Ä]�|¿YÂeÌ]��Ì³�ÉÂ¿Zi�¹Â¼Ì¿�|f¨��Ä^��d·Zu

µ{Z e��� �

µZu�ºËÂ��Ê»�®Ë{�¿��Âm�Ä�¬¿�Ä]��ºË�Y{�Y���Ë��¶°���

� �
�¶°����� �

�ÉZ»{��{ଷܶ�Ê»�Á{Ê»��]Y�]��¹Â¼Ì¿|¿Â���d�Y��Y~³�ÉZ»{�Z»{�¾ËY����Y�®Ë��Å��{�Y���^Ì³�¶Ì�¿Zfa��³Y

d�Y{�ºÌÅYÂy��Ë��c�Â��Ä]�Ê¸°��,ºÌÀ¯�º����ËZÅ�ÊÀvÀ» 

Tϯ 
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 «YÁ��^Ì³��]Ze�¾ËY�]ZÀ]Ê��µÁY�cZ¬f�»�ÉZÅ�Ê´f�ÂÌa�Z¿�Á�d�Y�Ã|��Ã{Y{�½Z�¿�¾Ìq��y�Z]�Ä¯�d�¿M

d�Y��]Ze�¾ËY�Ä]��Â]�»��Ä�¬¿�ଷܶ�d�Y��Z§�Á{�Êf�Ë�¼Å�ÉZ»{�ËZ»��Z§�Á��Z³��Z§�,�� �� �

ºË�Y{�Y���Ë���Z§��Y{Â¼¿�Á�|ËM�Ê»�d�{�Ä]��´Ë{�Êf�Ë�¼Å�Ä�¬¿�®Ë�ºÌÅ{��ÌÌ¤e�Y���Z�§��³Y�µZu���

 

�¶°�������

� �

ÓZ]�¶°���{�Êf�Ë�¼Å�ºy�{Y|f»Y��{�Äq��Å��Zz]��Z�§�ºy��Ê»�Á{�ºËÁ�]��Ìa®Ë{�¿��´Ë|°Ë�Ä]�¹Â¼Ì¿�e�

Ê»Ê»��fÅZeÂ¯�ZÆ¿M�Ã�YÂË{�Á�|¿Â�,{Â���Á�d§Y�ÊÀ Ë�ÌyÊ»��f°qÂ¯�ÉZÅ��´Ë{��Z§�Ä]�Y���Z§�®Ë�|À¿YÂe»�µ|^



 

˺̌ 
 

|ÀÀ¯���¾ËY�ÊÀ »u{Â��Ê»��f¼¯��Zz]�Á��ËZ»��Z§�Á{��ËZ¼e�Ä¯�d�ÀËY�¥���n¿Y���Ä�¬¿��{�¹Zܦ����Z§�Á{��ËZ¼e

{Á��Ê»�¾Ì]��Y��Ä�¬¿D �,d�Y�Êf�Ë�¼Å�ºy�ÉZÆf¿Y�Ä¯ ¬¿Ê¿Y�v]�Ä��Ê»�Ã|Ì»Z¿{Â����

��
��������¹Á{��Â¿��Z§��Y~³�� �

�Ê³�ËÁ��Ä¯�¶Ì·{�¾ËY�Ä]�d�Y�ÄmÂe�\·Zm��ZÌ�]�¹Á{�Ä^e�»��Y~³�Ä�¬¿�Ê°Ë{�¿��{�ºf�Ì��Ê°Ì»ZÀË{Â»�e�ÉZÅ

��Zv·��Y��Y~³�µZu��{�ºf�Ì�Ê¼¿�É{ÂÆ��c�Â��Ä]�Á�{�Y|¿�É�ÌÌ¤e�Ê°ÌaÂ°�Á�¯Z»�½YÂe�Ã|ÅZ�»�Y��½M

{�Y{�Êf]Zi�Ê°Ì»ZÀË{Â»�e��ËY�M�ÊÀ Ë�{�¯����{�Ä¯�d�Y��Z§��Y~³��Â¿�¾ËY��Y�µZj»�®Ë�Ê�Ì�ZÀ¤»Á�§�ºf�Ì�

Ê»��Y�«�hv]�{�Â»�Ä»Y{Y{�Ì³���cY�¸§��{�¾ÌËZa��ZÌ�]�ÉZÅZ»{��{�¾ÅM��{�µZj»�ÉY�]���Â¿�Ä°ÀËY�¶Ì·{�Ä]�cZ¿Z

Ê»��Z¼£Y�¶]Z«�ÊËZ»�³¾Ìb�Y��Y�É{ZË����¯�|¿Â��ZÅ�Ê^�«Á{�ZËÊ�Ì�ZÀ¤»�ÉZÅ���ºÅZ]�{Ây�Ä]�{Ây��Â��Ä]

ºÅÊ»�dÆmÃ�Y|¿Y�¶]Z«�Ê�Ì�ZÀ¤»�½Y|Ì»�®Ë�ÄnÌf¿��{�|¿Â�Ê»�|Ì·Âe�Y���·Zy�É�Ì³|ÀÀ¯���Z]�Äq��³Y

Ê´f¨�M�Z»{��ËY�§YÊ»�¾Ì]��Y�Y��Ê³|Ì�ZÀ¤»�¾ËY�ÊËZ»�³�ÉZÅ{�]���w���ÌÌ¤e�¾ËY�½M��{�Ä¯�Ä¯�Ê¿Y�v]�ÉZ»{

Ê»É�Â¯�ÉZ»{�|Å{��Ê»�Ã|Ì»Z¿�{Â���Z»{�¾ËY�¾ÅM�ÉY�]�Ä¯ܭ������Ê»|�Z]�.� 

ÓZ]�ÉZÅZ»{��{�d�Y�º�À»Z¿�ºf�Ì���Z§�ZuÔ��Y �d�Y��¨����Y|¬»�º�¿��f»Y�Za��Ê�·Zy�Ê³|Ì�ZÀ¤»�,

�¼Å�ºf�Ì���«YÁ��{�,d�Y�¶»Z¯�½M�Ê�y�q�½�Z¬e�Z»Y�{�Y|¿�{ÂmÁd�Y�{�´¿Z���ºf�Ì��¾ÌËZa�ÉZÅZ»{��{

�d�Y�º�À»�{�Y{��¨���Ì£��Y|¬»�º�¿��f»Y�Za�ZË��Z»Y�d�Y{�|ÅYÂy�Z�§��{��z�»�dÆm�®Ë���ZÀ¤»�,

Ê»�{�´¿Z�¼ÅZ¿��Ìv»�Á�Äf§��¾Ì]��Y�Ê�y�q�½�Z¬e�Ê¸^«�d·Zu��°��]{Â�����Y|¬»�Ä°ÀËY�Ä]�ÄmÂe�Z]

Y��¨���Ì£��´Ë{��Z§��{�Á��¨���Z§�®Ë��{�¶¯���ZÀ¤»Ê»�d��[Zzf¿Y�º�¿��f»Y�Za�½YÂÀ��Ä]�Y��½M�ºÌ¿YÂe

ºÌÀ¯����Y~³��Y�É�´Ë{��Â¿�Z»Y�,d�Y�Ê�Ì�ZÀ¤»�ºf�Ì���]��Y~³��ÌiZe�Êm�Zy��f»Y�Za�Z»{��Zy�µZj»�¾ËY��{

Ê»�ÉÁ��ª¸�»��¨��ÉZ»{��{�Ä¯�ºË�Y{��Z§�½Y|Ì»��Z�§�|À¿Z»�ÊËZ»�³��Ì£�ÊfÌ¼¯�Êm�Zy��f»Y�Za�Y~·�|Å{

Á�Ê�Ì�ZÀ¤»����d�Y��YÊ»�Ê»Âf¿YÂ¯��Z§��Y~³��Y���Z§��Y~³��Â¿�¾Ë��z]��{�Ä¯�ºÌËÂ³�����{�Â»��{�¶Ì�¨e�Ä]

{�¯�ºÌÅYÂy�hv]�½M���

                                           
̀
�Courie temperature 



 

˺̀ 
 

�ºf�Ì��{�Â»��{�Ä¯�Êf«ÁÊ»�hv]�Ê�Ì�ZÀ¤»�ÉZÅÊ»�ºÌÀ¯�f»Y�Za�d�ËZ]¶Ìy{�Ê°Ì»ZÀË{Â»�e�ÉZÅ���{

ºÌ¿Y|]��Ì¿�Y��½M�Ê�ZË���]YÁ���Ä¯�¶^«�d¼�«�|À¿Z¼Å�ܸܲܶ�Ã|ÀÀ¯�¦Ì�Âe�½YÂÀ��Ä]�Y��¹Z¿�ºf�Ì��ÉZÅ

��Y�ZnÀËY��{�ºË{�]ܶܯ�Ê»�Ã{Z¨f�Y�ºf�Ì��\�ZÀ»�cZÌ¼¯�½YÂÀ��Ä]�½M��{�Ä¯�ºÌÀ¯��½Y|Ì»

�|À¿Z»�,Ê�Ì�ZÀ¤»ܲ��Á��Â¿Á�§Z¿�dÌÌ¼¯�®Ëെܯ��|À¿Z»�,ºf�Ì��¶¯���ZÀ¤»ܸ�d�Y��Â¿Á�§�dÌÌ¼¯��

��Â¿Á�§Z¿�dÌÌ¼¯���Y|¬»�Á�{Z ]Y�Ä]�Ä¯�d�Y�ÊfÌ¼¯��Â¿Á�§�dÌÌ¼¯�Z»Y�{�Y|¿�Ê´f�]�ºf�Ì���Ã{Z»����Y|¬»�Ä]

{�Y{�Ê´f�]�Ã{Z»��ºÅ��Z³�ºnu�Á{��Y|¬»��³Y�µZj»�½YÂÀ��Ä]�ºf�Ì��ÊËZÆ¿�ºnu�,ºÌÀ¯��Â¸z»�ºÅ�Z]�Y���Â¿

Ê»��]Y�]�Á{d�Y�d]Zi�½M��Z�§�Z»Y�{Â���µZj»�\Ìe�e�Ä]�ºnu,�Ã{Z»��Y|¬»�Á�,d����,Ê·Z´qcZÌ¼¯��Y�ÊËZÅ 

�Á��Â¿Á�§Z¿|Àf�Å��Â¿Á�§���

Ê»�¹Zn¿Y��Ìv»��]�Ä¯�Ê�Ì�ZÀ¤»�ºf�Ì����Âe�Ã|��¹Zn¿Y��Z¯|Å{��� ݓ݀ ൌ െܯ݀ �������������������������������������������������������  

Ê»�Ã{Z¨f�Y��^Ì³�¶Ì�¿Zfa��]Ze��Y�{Y{�ÉÁ��Êm�Zy�Ê�Ì�ZÀ¤»�½Y|Ì»��ÌÌ¤e�Z]��Z§��Y~³�¶^«�Z]���ZÀf»��³Y�

�¶Ì·{�¾ËY�Ä]�,ºÌÀ¯Ä¯ܩ��� ൌ ܪ െ ܶܵ ����������������������������������������������������������  

�d�Y�ºf�Ì��Ê°Ì¿Z°»�É��¿Y�¶¯�ÉZÆÀ»�ºf�Ì��Ê¿Á�{�É��¿Y�¶¯�,Êb·Zf¿M�Ä¯�ºÌ¿Y|Ì»��� ܪ ൌ ܷ݀ െ ܯ݀ ൌ ܷ െܯ �������������������������������������� ܩ݀  ൌ ܷ݀ െܯ݀ െ݀ܯ െ ܶ݀ܵ െ ܵ݀ܶ 
ܩ݀  ൌ െ݀ܯ െ ܵ݀ܶ ����������������������������������������������������  

    

ܯ  ൌ െቀడீడቁ் � ǡ ܵ ൌ ቀడீడ்ቁ �������������������������������������������                          

�Ê�Ì�ZÀ¤»�ÊËYÁY�e�¾ÌÀr¼Å��Z]���ZÀf»º¯Y�eÉ�Ë~a� �d�Y��Ë��Ä�]Y��µ{Z »�� ߯ ؠ ଵ ቀడெడቁ �������������������������������������������������������  

                                           
́
�intensive 
̂
�extensive 



 

˺́ 
 

�Ä]��^Ì³��]Ze�¹Á{�ªf�»��Y�Ã�ËÁ�ÊËZ»�³�dÌ§���ÁÊ»�d�{|ËMܥ�� ൌ ቀడொడ்ቁ ൌ െܶ ቀడమீడ்మቁ ������������������������������  

ºÌÀ¯�Ã{Z¨f�Y��f·ÂÆ¼¸Å��]Ze��Y�|ËZ]�ºÌÀ¯�{ZnËY�Y���Z§��Y~³���ZÀ¤»��ÌÌ¤e�Z]��³Y�µZu���Ä]�ÄmÂe�Z]������ÉY�]�

��Ê�Ì�ZÀ¤»Á�§�ºf�Ì�d�Y{�ºÌÅYÂy���݀ܨ ൌ ݀ܳ ܯ݀ െ ܶ݀ܵ െ ܵ݀ܶ 

ܨ݀  ൌ ܯ݀ െ ܵ݀ܶ ����������������������������������������������  

Z]�Ä�]Y��Ä]�ÄmÂe�Z]�ÊÀ ËÊ»�¦Ì�Âe�Y���Y~³�ÓºÌÀ¯���

 

������Ê¿Y�v]�Ä�¬¿�� �

�]ÊËZ»{��ËY���Êy �½Y|Ì»�ZË��Z�§�¶j»�É�´Ë{��ÌÌ¤f»�ZË�����½M��{�Ä¯�|¿�Y{�{ÂmÁ�Z§�¾Ì]���»�ZÅ�¾Ì]��Y�ZÅ

Ê¼¿�Á�Äf§�½M�¾Ì]�ÊeÁZ¨e�½YÂeZ«�ZÅW|��¶��¶°���{�Ä¯�����Z]ସܶ� �Ê¿Y�v]�Ä�¬¿�Y��Ä�¬¿�¾ËY�ºË{Y{��ËZ¼¿

Ê»|ÀËÂ³��Ê³�ËÁ�¦Ì�Âe�ÉY�]�Y�ÓÂ�Y��Z¬¿�¾ËY��{�ºf�Ì��Ê°Ë�Ì§�ÉZÅ�Ê´f�^¼Å��]Ze���Ê»�Ã{Z¨f�Y|ÀÀ¯���

��«YÁ��{Ê´f�^¼Å��]Ze��Z^e�Y �Ê´f�^¼Å��Ê»��z�»�Y��½Z»��ZË�Z�§��Y�Ä�¬¿�Á{��{��ÌÌ¤f»�®Ë�Á�,|À¯

�c�Â��Ä]�\¸£Y�]Ze��½Z»��ZË�½Z°»d�Y���Z§�¾Ì]�É��»�Ä¯�ÊËZn¿M��Y�Ê¿Y�v]�Ä�¬¿��{�¹Z¼e�{�Y|¿�{ÂmÁ�ZÅ

Ê»�Y���´Ë|°Ë�Z��Y�¶¯�Ã�}��Å��´Ë{�c�Z^��Ä]�ZË�|¿�Y~³��iY��´Ë|°Ë��]�ºf�Ì��ÉZ��Y�µÂ��ÄnÌf¿��{�,|ÀÀÌ]

Ê]�Ê´f�^¼ÅÊ»�dËZÆ¿{Â�����

�Ê´f�^¼Å��]Ze�Ê¿Y�v]�Ä�¬¿��{ܩ,��Ìy�Á�d§Y�ÊËZ�§�Ê´f�^¼Å½ZÌ]�Y����Âf»��Y|¬»��Y�º�¿��f»Y�Za�ÉZÅ��

Ê»�c�Â��Ä]�Á�|À¯Ê»�Äf�Â¿��Ë�{Âܩ����ሺݎԦǡ Ԧᇱሻݎ ൌ ൌ ۄԦᇱሻݎሺ݉ߜԦሻݎሺ݉ߜۃ Ԧሻݎሼ݉ሺۃ െ ݉ሽሼ݉ሺݎԦᇱሻ െ ݉ሽۄ 
 ൌ ۄԦᇱሻݎԦሻ݉ሺݎሺ݉ۃ െ ݉ଶ �������������������������������������������  

                                           
˺˹
�Correlation function 



 

˺̂ 
 

}���d�Y�½M���Âf»����¨��º�¿��f»Y�Za�Ê°Ì»ZÀË{Â»�e���Âf»�Ä¯�Êf·ZuሬԦሻ��Á�Ê �Â»�º�¿��f»Y�Za࢘ሺ

�Ìy�Á�d§Y�Á�{�Y{��Y�«�º�À»Z¿��Z§��{�ºf�Ì��d�Y�ZÅ|¿Y�¨���Ì£���,Ê¿Y�v]�Ä�¬¿�Ä]�½|��®Ë{�¿�Z]

Ê´f�^¼Å�Ìy�Á�d§Y�ÊËZ�§�ZÅ|À¸]�,Ê»Âf¿YÂ¯�ÉZÅ�{�]Ê»��e|¿Â���Ê»���§�ÊËZ�§�Ê´f�^¼Å�Ä¯�ºÌÀ¯

�º�¿��f»Y�Za�c�Â��Ä]���

Ԧǡݎሺܩ Ԧᇱሻݎ ൌ ݂ ቀหԦିԦᇲหక ቁ ���������������������������������������������  

]��]Ze�Ä¯�|�Z݂���µÂ���ZÌ¬»�®Ë�Z]ߦ��d§YÊ»|À¯�ߦ�Ê»�Ã|Ì»Z¿�Ê´f�^¼Å�µÂ��,Ä¸�Z§�Á�{Â��Ä¯�d�Y�ÉY

�Ìy�Á�d§Y�½M��{Äf�^¼Å�ºÅ�Z]�ºf�Ì��ÉZÅ|¿Y���Y�³YÁ��Ë��¶°��Ä]�Ê´f�^¼Å�µÂ��,Ê¿Y�v]�Ä�¬¿�®Ë{�¿

Ê»{Âߦ���� ן ȁݐȁିఔ �������������������������������������������������������  

 

�Ä¯ࣇ��Á�Ê´f�^¼Å�µÂ��Ê¿Y�v]�ÉZ¼¿࢚�Ê»�½Z�¿�Y��Ê¿Y�v]�Ä�¬¿�Ze�Ä¸�Z§�Ä¯�d�Y�| ]�Ê]��f»Y�Za�®Ë�|Å{

�¨���Ì£�ÉZ»{��{�Ä¯�É�Z§��Y~³�ÉY�]�Áࢉࢀ��Ê»�©Z¨eYY�c�Â��Ä]�,|f§࢚ ൌ ȁࢉࢀିࢀȁࢉࢀ�Ê»�¦Ë� e{Â�����]�ÃÁÔ�

Ê´f�^¼ÅÊ´f�^¼Å�,Z�§��{�{�]�|À¸]�ÉZÅ{�]�|À¸]�ÉZÅ�º�¿��f»Y�Za��{ |¿�Y{�{ÂmÁ��Ì¿�½Z»����Ê¿Z»���ZÌ¬»

�Ìy�Á�d§Y�Ê�ZaYÁ�ÉY�]�Ê�Â¿�Ê´f�^¼Å�½Z»��,ZÅࢉ࣎�d�Y���Ê´f�^¼Å�½Z»��,Ê¿Y�v]�Ä�¬¿�Ä]�½|��®Ë{�¿�Z]

Ê»�Y�³YÁ��Ë��c�Â��Ä]{Â����߬ ן ௭ߦ ן ȁݐȁିఔ௭ �����������������������������������������������  

��

�Ä¯ݖ��Ê¿Y�v]�ÉZ¼¿�Ê°Ì»ZÀË{Ê»�Ã|Ì»Z¿{Â����µÂ��pÌÅ�Ê¿Y�v]�Ä�¬¿�®Ë{�¿Ä�z�»�½Z»��Á�Ä�z�»ÉY�

��Y��Ì£ߦ�Á�߬�{�Y|¿�{ÂmÁ���



 

˻˹ 
 

ÊËY�³YÁ�ÉZÅ��������Á�������Ã|Ë|a�µÂX�»|Àf�Å�Ê¿Y�v]�ÉZÅ���½Z»��Á�Ê´f�^¼Å�µÂ��,Ê¿Y�v]�Ä�¬¿��{

Ê]�Ê´f�^¼ÅÊ»�dËZÆ¿|¿Â����Ìy�Á�d§Y�ZÌ¬»�Ä¼Å��{�ZÅeY�Ê¿Z»��Á�Ê·Â��ÉZÅÊ»�©Z¨�ºf�Ì��Á�|Àf§Y

Ê�ZÌ¬»�ÉY{�ÁZ¿�ZuÔ��Y���Ê»{Â�����

��
���� �Ê»Âf¿YÂ¯��Z§��Y~³���� �

��Y~³�ºÆ§�ÉY�]�Ê»Âf¿YÂ¯�®Ì¿Z°»�®Ì¿Z°»�Ä¯�¶Ì·{�¾ËY�Ä]�d�Y��Y{�Ây�]�ÊËÓZ]�dÌÌ¼ÅY��Y��Z§�ÉZÅ

�d�Y�É�Á���º�À»��Z§�{ÂmÁ�ºÆ§�ÉY�]�Ê»Âf¿YÂ¯�ÊËZ¿Z���]Y�¶j»�����{��Zy��Y~³�Ä]�Äf^·Y�Ä¯�Äf§�³���¿

{�Y{�Ê´f�]��Ì¿�Ã|�������

ºÌÀ¯�Ä�ËZ¬»�Y��É��¿Y��ZÌ¬»�Á{�|ËZ]��Â�À»�¾ËY�Ä]���Ê°Ë߱ƫ �Ìy�Á�d§Y�Ê�Â¿�É��¿Y�,�Á�º�¿��f»Y�Za�ÉZÅ

�ÊËZ»�³�É��¿Y�,É�´Ë{ܭܶ�d�Y��Ê¿Z»���ZÌ¬»�ºË|Ë{�¶^«��z]��{߬��Y~³�Ä�¬¿�Ä]�Êf«Á�®Ë{�¿�Äf�ÂÌa�

Ê»ºËÂ�Ê»�Y�³YÁ�,{Â���Â��Ä]�Ê�Â¿��¿Z¯�§�,��ZÀf»��߱�Ê»�¶Ì»��¨��d¼��Ä]�É��¿Y��ZÌ¬»�Á�|À¯

Ê»�®Ë{�¿��Y~³�Ä�¬¿�Ä]�Êf«Á�,Ê�Â¿ºËÂ�����
�Ä]�ÄmÂe�Z]�������Ê»�Ä°ÀËY�Á�ºÌ¿Y{߱ ൌ ଶగఛ�Á߱ ן ߬ିଵ�d�Y{�ºÌÅYÂy� ߱ƫ  ן ȁݐȁఔ௭ �������������������������������������������������������  

Êf«Á��ZÌ¬»�¾ËY�Ä¯Ê�Â¿�É��¿Y ߱ƫ �±��]ÊËZ»�³�É��¿Y��Y��eܭܶ���Y�|ËZ]�ºf�Ì��¦Ì�Âe�ÉY�]�,d�Y

{�¯�Ã{Z¨f�Y�Ê»Âf¿YÂ¯�®Ì¿Z°»� Ã{Á|v»�ÉY�]�,�´Ë{�c�Z^��Ä]ܭܶ ب ߱ƫ �Ê»�,�Ê°Ì�Ô¯�¦Ì�Âe��Y�½YÂe

�Ìy�Á�d§Y�ÉY�]{�¯�Ã{Z¨f�Y�Ê°Ì�Ô¯�ÉZÅ��Êf«Á�º�¿��f»Y�Za�Ä�z�»߱ƫ ��Y��f¼¯ܭܶ�Ê»��Y�{Â�

Ê»�¹Âf¿YÂ¯�Ä]�®Ì�Ô¯{Á����

�ÉZ»{��{�Ä¯�É�Y~³��Å�ÉY�]�,¥Z�ÁY�¾ËY�Z]ܶ�Ê»�ÉÁ��ÄÌuZ¿��{�,|Å{ȁݐȁ ൏ ܶିఔ௭��Ê»Âf¿YÂ¯�®Ì¿Z°»

Ê»�d�{��Y�Y��{Ây�dÌÌ¼ÅY|Å{���Ô»Z¯�,�Y~³�Ä�¬¿�Ê°Ë{�¿��{�Ê^¿Zn»�Ê¿Y�v]��Zf§��,�´Ë{�c�Z^��Ä]

�Ìy�Á�d§Y�Á�d�Y�Ê°Ì�Ô¯Ô¯�ÊËZ»�³�ÉZÅ�ZÌ¬»��]�º¯Zu�Ê°Ì��ºf�Ì��Ê¿Y�v]��Zf§��,ÊaÂ°�Á�¯Z»�ÉZÅ
                                           

˺˺
�Scale-invariant 
˺˻
�Quantum phase transition (QPT)� 


