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ارتعاشات در ورق هاي  نترل مرزي براي پايدار سازيكان نامه استفاده از هدف اصلي اين پاي
در فصل دوم معادلات حاكم برارتعاشات با دامنه كم . زوتروپيك لايه اي مي باشدلايه اي غير اي

در فصل سوم روش . زوتروپيك لايه اي ارائه شده استغير ايورق ) غير خطي(وزياد ) خطي(
اي كه مبتني بر ه لايه غير ايزوتروپيكبراي ارتعاشات با دامنه كم و زياد ورق كنترل مرزي 

در فصل چهارم روش كنترل وفقي مرزي براي . تئوري لياپانوف مي باشد ارائه مي گردد
ازي هاي نرم افزاري ارتعاشات مدلس. ارائه مي گرددغير ايزوتروپيك ارتعاشات در ورق هاي 

  .در پايان نيز نتايج و پيشنهادات ارائه مي گردد .ارائه خواهد شدونتايج عددي در فصل چهارم 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

    
  

                                                 
1 Small vibration 
2 Linear 
3 Large Vibration 
4 Nonlinear 
5 Laminas 
6 Adaptive control 



٢ 
 

  فصل اول
 

 
 

  معرفي پايان نامه
  

  مقدمه
نـد مـاده در ابعـاد     چ، به معني تركيب كردن دو يا "مواد كامپوزيتي"كلمه كامپوزيت در عبارت 

كـه  در ايـن اسـت    مركبمزيت مواد .  ماكروسكوپيك به منظور ايجاد ماده اي مفيدتر مي باشد
و يا خـواص جديـد كـه در     دبهترين خواص مواد تشكيل دهنده خو ،اگر به خوبي طراحي شوند
 مركببرخي خواص كه با تشكيل مواد . دارد را به نمايش مي گذارندنمواد تشكيل دهنده وجود 
، مقاومـت  3، مقاومت در برابر خـوردگي 2، سختي ماده 1مقاومت ماده: بهبود مي يابند عبارتند از

 و غيـره  8سـانش گرمـايي  ، ر7، عايق بودن در برابر گرما6، عمر خستگي5، وزن4در برابر ساييدگي
]1[           .  

خواص مكانيكي در . تفاوت دارند 9در بسياري از خواص مكانيكي با مواد ايزوتروپيك مركبمواد 
 مركـب در مقابـل مـواد   . دنباشمواد ايزوتروپيك در هر نقطه از جسم ودر همه جهات يكسان مي

مكـانيكي متفـاوت در   راي خـواص  د، دانمي باش ـ 10يزوتروپيكغير امواد كه وكلي ترين فرم آن 
  . ]2[دنر نقاط مختلف ماده مي باشمختلف و د جهات

در صنايع هوافضا، . خواص مواد نياز است ركيبدر كاربردهاي مهندسي، اغلب به ت
ها، امكان استفاده از يك نوع ماده كه همه خواص  كاربردهاي زير آبي، حمل و نقل و امثال آن

به عنوان مثال در صنايع هوافضا به موادي نياز است كه . جود نداردمورد نظر را فراهم نمايد، و
خوبي داشته  انرژي قابليت جذب ، مقاومت سايشي ووزنضمن داشتن استحكام بالا، سبك 

  . . .باشند و 
  

                                                 
1 Strength 
2 Stiffness 
3 Corrosion resistance 
4 Wear resistance 
5 Weight 
6 Fatigue life 
7 Thermal insulation 
8 Thermal conductivity 
9 Isotropic materials 
10 Anisotropic materials 
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 مواد مركـب از  لذااي يافت كه همه خواص مورد نظر را دارا باشد، ، از آنجا كه نمي توان ماده
  .مي شود استفاده

مواد مركب لايه اي يكي از انواع مواد مركب مي باشد كه نسبت به ساير مواد مركـب بيشـتر   
يك لايه توسط الياف هايي كه در ماده پايـه قرارگرفتـه مسـلح شـده     . ندامورد توجه قرار گرفته

اين الياف ها ممكن است يك فلز مانند آلومينيوم و يا يك مـاده غيـر فلـزي ماننـد ترمـو      . است
اغلب براي افزايش سـختي و بهبـود اتصـال بـين اليـاف و مـاده پايـه مـواد         . ها باشند پلاستيك

در حالـت  . الياف ها ممكن است پيوسته و يا غير پيوسته باشند. اضافه مي شود هاشيميايي به آن
 :در هر لايه به يكي از گونه هاي زير مي باشد) چيدمان الياف(كلي نحوه قرارگيري الياف 

 ])الف-1-1 شكل(، [ unidirectionalت الياف در يك جه .1
 ])ب-1-1 شكل (، directional-bi  [الياف در دو جهت  .2
 ])پ-1-1 شكل(، woven  [الياف بافته شده .3
  ] )ت-1-1 شكل(،  [ discontinuous fiberالياف ريز ريز نامنظم .4

  
  
  
  

  ياف در دو جهتال –الياف در يك جهت                              ب  –الف              
  

  
  

  الياف ريز ريز نا منظم –الياف بافته شده                                     ت  –پ          

  نحوه قرارگيري الياف در ماده پايه 1- 1 شكل

بيشـترين مقاومـت را در   ) unidirectional(لايه مسلح شده توسط الياف در يـك جهـت   
لايه مسلح شده توسط  .در امتداد عمود بر جهت الياف  داردامتداد الياف و مقاومت خيلي كمي 

  . كمترين مقاومت را در بين مواد مركب دارد) discontinuous fiber(منظم الياف نا
مواد مركب لايه اي تركيبي از لايه هاي مختلف با جهت و نوع الياف متفاوت هستند كـه بـه   

به عنوان مثـال يـك مـاده     .تصل شده اندمنظور رسيدن به سختي و ضخامت مورد نياز به هم م
)unidirectional (    ،ممكن است متشكل از چندين لايه باشد و امتداد اليـاف آنهـا در هرلايـه

اي به طـرح   ترتيب تغييرات جهت الياف در يك ماده مركب چند لايه .همانند و يا متفاوت باشد
) stacking sequence(يا بـه ترتيـب روي هـم گـذاري     ) lamination scheme(لايه اي 

اگـر امتـداد اليـاف    . معمولا لايه ها به وسيله يك ماده پايه به هم پيوند مي خورند. موسوم است
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يـك مـاده لايـه اي    ) 2-1(در شكل . درجه باشد باعث ايجاد نيروهاي برشي مي شود 45يا  30
  .اندبا امتدادهاي مختلف ساخته شده نشان داده شدهمركب كه از چهار لايه 

  

  
  اي قرارگيري لايه ها در ماده مركب لايه شماتيك نحوه 2- 1شكل

  
  

يك اتصال ضعيف بين الياف و ماده پايه باعث ايجاد يك ماده مركب با مشخصـات ضـعيف و   
نبودن اتصال كافي بين لايه هـا، اليـاف هـا و    . شودخرابي كه در الياف ممكن است رخ  دهد مي

آنهـا از يكـديگر شـده و     ، پارگي و يا كمـانش اليـاف  جداييماده پايه در هر لايه مي تواند باعث 
بنابراين اين اتصالات بايد به گونه اي باشد كه پديـده  . عملكرد اصلي آنها را تحت تأثير قرار دهد

به علت غير همگن بودن ماده مركب، پيش بيني رفتار اين مواد بسيار دشوار و . جدايي رخ ندهد
ر از طريق آزمايشات تجربي مي توان به چگونگي رفتـار آنهـا   در مواردي غير ممكن است و بيشت

با توجه به پيچيدگي رفتاري مواد مركب براي اينكه بتوانيم معادلات حاكم بر رفتار اين . پي برد
 1[كنيم كه در ادامه به بيان اين فرضيات مي پردازيمبدست آوريم فرضياتي را اعمال مي مواد را

  :]2و 
  .كامل توسط ماده پايه دورگيري شده استالياف به صورت ) الف
 .الياف به صورت موازي و يكنواخت در ماده پايه پخش شده اند  ) ب
 .در ماده پايه هيچگونه حفره، ريز ترك و تنش اوليه اي وجود ندارد  ) ج
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ماده پايه و الياف يك ماده ارتوتروپيك را تشكيل مي دهند كه از قـانون هـوك پيـروي    ) د
  .مي كند

ها موازي و عمود بر فايبرها مي يه جهت هاي اصلي هر يك از لا 1لايه ايركب براي ورق هاي م
  .ده استشباشند كه در شكل زير نشان داده 

 

 
 

نسبت به دستگاه مختصات  x-yهاي اصلي و زاويه دوران دستگاه مختصات  جهت  3-1 شكل
  )2-1(اصلي 
 

σσكرنش وقتي كه-ب منحني تنششي(Eبراي مواد ايزوتروپيك، ثابت هاي مهندسي،   =x و
وقتي  xتاي راسبه كرنش در  yنسبت كرنش در راستاي ( υ، )بقيه تنشها برابر با صفر باشند

σσكه =xو  ) و بقيه تنشها برابر با صفر باشندG كه به مقدارυ,E  بستگي
(دارد

)1(2 υ+
=

EG( باشندمي.  
به صورت ) 12G و 1E،2E،12υ،21υ(لايه اي براي هر لامينا ثابت هاي مهندسي  مركبدر مواد 

  :مي شوند زير تعريف

21, EE :2و  1در جهت هاي اصلي  16مدول يانگ  
12υ: 1به كرنش در جهت  2كرنش در جهت  نسبت يا قرينه منفي  
21υ:  2به كرنش در جهت  1كرنش در جهت نسبت يا قرينه منفي  

                                                 
1 Composite laminated plate 
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y 
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2

θ
x
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2
y
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12G :2-1فحه مدول برشي براي ص  
براي هر لامينا از رابطه زير به  x-yو دستگاه مختصات  1- 2ارتباط بين دستگاه مختصات 

  :دست مي آيد
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)2-14(  

−در رابطه بالا 
ijQ 1( به مقدار ثابت هاي مهندسيE،2E،12υ،21υ 12 وG ( هر لامينا و همچنين

بستگي )   x-yبراي هر لامينا و دستگاه مختصات  2 -1زاويه بين دستگاه مختصات (  θزاويه 
  .دارد

كه  مركباطراف بال هواپيما باعث ارتعاشات در ورق هاي  2و مغشوش 1اي غير دائميجريان ه 
عت هاي متفاوت جريان به دليل سر .دنشومي انده در بدنه هواپيما به كار رفتهدربه صورت گست

 كه سبب القايدر اطراف بال هواپيما به وجود آمده  3يك گردابه ،هوا از سطوح زيرين و بالايي
بنابراين . شودباشند ميهاي هواپيما كه از جنس ورق هاي كامپوزيتي مير بالارتعاشات د

هاي ديگر آن نقش بسيار مهمي در يك پرواز ايمن و قسمتكنترل ارتعاشات در بال هواپيما و 
  .آرام دارد

  
  صورت گرفتهمروري بر كار هاي 

آنهـا ارائـه    در 4ت عرضيدر كارهاي صورت گرفته قبلي روش هاي متفاوتي براي كنترل ارتعاشا 
بـه صـورت روز    7SMAs و  6مانند سراميك هاي پيـزو الكتريـك   5مواد هوشمند. گرديده است

ارتعاشـات    ]3[مرجـع  . ]14-3[افزون براي كنترل ارتعاشات در اين نوع ورق ها به كار مي روند
بـه   مركـب  هايورق. را مورد بررسي قرار مي دهد 10و ميندلين 9هاي كيرشهوف در ورق   8فعال

11حسگرها  كار رفته داراي
12و عملگر هاي  

پيزوالكتريك مي باشـند كـه بـا فيـدبك گـرفتن از        

                                                 
1 Unsteady flow 
2 Turbulent 
3 Wake  
4 Transverse Vibration 
5 Smart materials 
6 Piezoelectric ceramics 
7 Shape memory alloys 
8 Active vibration 
9 Kirchhoff  
10 Mindlin 
11 Sensors 
12 Actuators 
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) MPA( 32يك عملگر پيزو الكتريك چند لايه جديد. ميرا مي گردد ارتعاشات در آنها ،سرعت
. ]4[به كار بـرده شـده اسـت      HSP(1(لانه زنبوري  مركببراي كنترل ارتعاشات در ورق هاي 

كه از دو لايه نازك و يك هسـته ضـخيم     باشدمي زم كنترل از يك كامپوزيت لانه زنبوريمكاني
، يـك روش تحليلـي بـراي فرمولسـازي كنتـرل      ]5[در .  لايه زنبوري مياني تشكيل شده اسـت 

و  3-1لايـه اي كـه از لايـه هـاي پيزوالكتريـك       مركـب ارتعاشات محوري و عرضـي ورق هـاي   
تشكيل شده اند ارائه شده است و كنتـرل فعـال الكتريـك بكـار رفتـه در       2صفحات ارتوتروپيك

معادلات حاكمه براي يك صـفحه  . (IDE) 3صفحات پيزوالكتريك به الكترود هاي اينترديجيتد
 5سـخت كننـده  لايه اي كه هندسه آن غير خطي مي باشـد كـه بـا لايـه هـاي       مركب  4دلخواه

پاسـخ معـادلات    ,]7[در شـماره  . ارائه شـده اسـت     ]6[پيزوالكتريك تقويت شده اند در شماره
، ]9[در شـماره  . ارائـه شـده اسـت   منتج شده  از اصل هميلتون  ،6خطي پيزو ترمو الاستيك ها 

با پيزو الكتريـك لايـه    مركببراي كنترل ارتعاشات در ورق هاي  7كنترلر ميو سينتسيزطراحي 
ات لايـه هـا،   رسـاده بـراي مطالعـه  اث ـ    ، يك كنترل فيد بـك ]10[مرجعدر . اي ارائه شده است

لايـه اي تقويـت    مركـب شرايط مرزي و بار گذاري بر روي پاسخ گذراي ارتعاشـات در صـفحات   
سازه اي  ه، يك مدل اجزاي محدود دوگان]12[در شماره . هوشمند  ارائه شده است هشده با ماد

داراي  مركـب يك صـفحه  در  41براي كنترل فعال ارتعاشات غير خطي فون كارمن 8الكتريكي –
در ايـن مقالـه سيسـتم    . لايه هاي پيزو الكتريك تحت تحريك خارجي اتفاقي ارائه شـده اسـت  

چهار روش كنترل مختلف پس خور . تبديل يافته معادلات به فرم فضاي حالت نوشته شده است
 رسينتايج بربراي جابه جايي هاي كوچك و بزرگ به كار برده و  H1و  10وپسر، 9ورپيشسرعت، 

  .شده است
پيشـرفته   مركـب و به طور خاص فيبر هاي نيتينـول در ورقهـاي    شيپ مموريفيبرهاي آلياژي 

، تغييـرات فركـانس   ]13[ شـماره  در مرجع. جهت كنترل و بهبود سازه ورق ها  به كار رفته اند
طبيعي سازه اي كامپوزيتي كه فيبر هاي آلياژي شيپ مموري نينتـولي  در آنهـا بـه كـار رفتـه      

. در اين مقاله از روش آناليز انرژي كرنشي در يك ورق استفاده شده است. است، ارائه شده است
ارتعاشات ورقهاي نازك تحت اثر نيروي برشـي    11ترجمه پسيوهمچنين يك روش براي كنترل 

پـيش بارگـذاري    شيپ مموريمعرفي شده است كه از سيم هاي آلياژي  ]14[شماره  مرجعدر 

                                                 
1 Honeycomb sandwich panels 
2 Orthotropic layers 
3 Interdigitated Electrodes 
4 Arbitrary 
5 Stiffner 
6 Piezo-thermoelastics 
7 μ-synthesis 
8 structural–electrical 
9 Lead 
10 Lag 
11 Passive Control 
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  .استفاده كرده است در سطح ورق 1شده
اي  معمولا با مجموعـه اي از معـادلات پـاره    2اثرات الاستيك بر روي سيستم هاي انعطاف پذير

مجموعه كار هايي كه براي كنترل معادلات پـاره اي  . وشرايط مرزي مرتبط با آنها بيان مي شود
ديفرانسـيل  صورت گرفته است در مقايسه با تكنيك هاي ارائـه شـده   بـراي كنتـرل معـادلات      

معـادلات   3گسسـته سـازي  معمولي بسيار كمتر مي باشد و در همه آنها از روش هاي عددي  يا 
پاره اي و تبديل معادلات پاره اي به مجموعه اي از معادلات ديفرانسيل معمولي  استفاده شـده  

  .]16و  15[است 
وش مدهاي پيش روش معمول براي مدلسازي ارتعاشات در سيسيتم هاي الاستيك و ورق ها، ر

گسسـته سـازي   مي باشد كه در آن ها معادلات حاكمه ) FEM(و اجزاي محدود  46فرض شده
از طـرف ديگـر در   . ]18و 17[صرف نظر مـي گـردد    4بالاتر شده و از مدهاي ارتعاشي  با مراتب

روش كنترل مرزي يك روش تحليلي و دقيق براي كنترل ارتعاشات در سيستم هـاي الاسـتيك   
  .معادلات پاره اي نمي باشد گسسته سازيشود كه در آن نيازي به ارائه مي 

در مرزهاي سيستم مي  مزيت ديگر روش كنترل مرزي در به كار بردن حسگرها و عملگرها تنها
ين نيازي به استفاده از لايه هاي پيزوالكتريك ويا كرنش سنج ها كه اطلاعات مربوط بنابرا. باشد

يستم جمع آوري مي كنند و هچنين عملگر هاي توزيع شده كـه  به ارتعاشات در نقاط دروني س
  .عمل كنترل ارتعاشات را در نقاط مختلفي در درون ورق اعمال مي كنند نمي باشد

كنترلر هاي مرزي طراحي شده براي سيستم هاي پيوسته معمولا جبران كننده هـاي سـاده اي   
محققـان  . ]15[شي تضمين مي نمايند ارتعارا هستند كه پايداري حلقه بسته براي بينهايت مد 

متعددي استفاده از روش كنترلرهاي مرزي را براي تعداد زيادي از سيستم هـاي انعطـاف پـذير    
 ]50-46[و ورقهـا   ]45-30و  15[ ، تيرهـا  ]29و  28[ 6، ميلـه هـا  ]27-19[ 5مانند طناب هـا 
  .پيشنهاد داده اند

رفتن از سرعت در مرزهاي طناب مـي تـوان   نشان داده مي شود كه با فيدبك گ, ]27و  26[در 
روش فيدبك مرزي از متغير حالت بـراي  , ]26-23و  19[در . ارتعاشات در طناب را پايدار نمود

قـوانين كنتـرل   ] 24و  19[در . كنترل ارتعاشات يك طناب با حر كت محوري استفاده مي شود
پايـداري  , ]24[ مرجـع  در.ميراگـر اعمـال گرديـده اسـت     –فنـر   –به وسيله يك سيستم جرم 

مجانبي و نمايي در يك طناب با حركت محوري با اسـتتفاده همزمـان از كنترلـر هـاي فيـدبك      
همچنين اثبات مي شود كه اسـتفاده از كنترلـر فيـدبك غيـر     . مرزي حالت نشان داده مي شود

 .خطي مي تواند ارتعاشات در سيستم را به صورت نمايي ميرا سازد

                                                 
1 Preload 
2 Flexible systems 
3 Descritizing 
4 Higher orders 
5 Strings 
6 Rods 
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همچنـين  . ارائـه شـده اسـت   ] 28[يك ميله در حال ارتعاش در شـماره   كنترل مرزي بهينه در
  .مطالعه گرديده است] 29[پايداري و ناپايداري كنترل مرزي ميله در حال ارتعاش در شماره 

كنتـرل  . ارائه شـده اسـت   ]37-30و  15[مراجع پايدار سازي مرزي براي تير هاي الاستيك در 
همچنين كنتـرل  .  ارائه شده اند ]33-31[ تاب در مراجعمرزي با استفاده از پسخور سرعت و ش

  .ارائه شده است ]36-34[در  1بهينهمرزي 
انعطاف پذير عمل مي نمايند،  تيريك  دكنترلر هاي مرزي براي رباتهاي حامل جرثقيل كه مانن

استرتژي كنترل كه كنترل پسخور مستقيم  ]39و  38[در . پيشنهاد شده اند] 40- 38[در 
مي شود، براي كنترل ارتعاشات يك بازوي انعطاف پذير كه با يك تير مدل شده به كار ناميده 

.  اين قانون كنترل با اعمال ميرايي در معادلات حاكمه ارتعاشات را كاهش مي دهد. رفته است
يك قانون كنترل كه پسخوري از نيروي برشي در انتهاي يك بازوي الاستيك  ، ]40[در شماره 

همچنين پايداري نمايي حلقه بسته . ترل ارتعاشات بازو استفاده شده است، براي كناست
، كنترلر هاي مرزي براي تير انعطاف پذير ]44-41[ مراجعدر . سيستم  نشان داده شده است

در بيشتر اين مراجع مولفان فرض نموده اند كه ديسك . در حال دوران به كار برده شده است
. ركت تير در راستاي عمود بر سطح مقطع محدود شده استح.حول محورش دوران مي نمايد 

نشان داده شده است كه براي هر سرعت زاويه اي دلخواه كو چكتر از  ،]45- 43[ مراجعدر 
ارتعاشات تير اجبارا  به صورت نمايي ميرا خواهد شد و ديسك با  ،سرعت زاويه اي بحراني

  .خواهد دادسرعت زاويه دلخواه به حركت خود ادامه 
 دوارتعاشات آن را پايدار نم با استفاده از مرزهاي ورق  كهپيشنهاد داد  1989در سال  2لاگنس

نشان داد كه پايداري ارتعاشات عرضي در ورقهاي الاستيك با استفاده از  3سپس رائو. ]46[
و  5جيانگ 4همچنين ليو.  ]46[كنترل مرزي و براي شرايط مرزي خاص امكان پذير مي باشد 

اما  ،آوردندبا استفاده از روش رائو نتايج يكساني منطبق با تحقيقات لاگنس به دست  6هوانگ
امكان پذير نيست ي يآنها نشان دادند كه تنها پايداري مجانبي امكان پذير است وپايداري نما

ما نشان داده ايم كه روش كنترل مرزي براي ارتعاشات با  ]50-49[همچنين در  . ]48و  47[
  .يزوتروپيك امكان پذير مي باشدغير ااي متقارن و ه لايه مركبر ورقهاي دامنه كم د

  

                                                 
1 Optimal boundary control 
2 Lagnese 
3 Rao 
4 Liu 
5 Jiang 
6 Huang 
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 فصل دوم
 
 

  

 مركبمعادلات حاكم بر ورق هاي 

 
  

 بـر  مبتنـي ) CLPT( صـفحات  كلاسيك تئوري مهمترين تئوري در زمينه خمش ورق ها،

 مـادي  واحد بردارهاي فرضيه، اين اساس بر. ]2و  1[باشد مي) Kirchhoff( كيرشهف فرضيه

  عمـود  و واحد نيز شكل تغيير از بعد اند، بوده ورق مياني صفحه بر عمود شكل تغيير از قبل كه

)0(شده صفر عرضي عمودي كرنش لذا،. ماند خواهند باقي =zε عرضـي  جابجايي نتيجه در و 

 برشـي  هـاي  كـرنش  همچنـين . شـد  خواهـد  صفحه ضخامت جهت در مكاني متغير از مستقل

  . شد خواهند صفر نيز) xzγ و yzγ( عرضي

  
شكل تغيير فرم نيافته و تغيير فرم يافته لبه اي از ورق، با توجه به فرضيات  1- 2شكل 

  كيرشهف 

  

به طور كلي معادلات حاكم بر مواد الاستيك به سه دسـته كلـي معـادلات هندسـي، معـادلات      

هـا و   1تعادل يا معادلات ارتعاشاتي و رابطه بين نيروها و گشتاور هاي درون صفحه اي با كرنش

مختلـف  هـاي  دو دسته اول از معادلات حاكمه برا ي سـاختار   .شوندميتقسيم بندي  ها 2ناانح

                                                 
1
 Strain 

2
 curvature 
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مـا در ايـن قسـمت    . باشـند مييكسان  )FGM( 1ام. جي . ، افمركبمواد اعم از ايزوتروپيك، 

  :خواهيم دادهريك از اين معادلات را به اختصار توضيح 

  

 معادلات هندسي  2-1

  

 كيرشـهوف وردن معادلات هندسـي حـاكم بـر ورق هـا از مـدل      در اين قسمت براي به دست آ

بنابراين فرض مي شود تغيير طول و در نتيجـه تغييـر مسـاحت در     .]2و  1[استفاده مي نماييم

شود كـه در اثـر انحنـاي  ورق     همچنين فرض مي. صفحه مياني ورق قابل صرف نظر مي باشد

  . ي ماندقائم باقي م yو  xنسبت به محور هاي سطح مقطع صفحه 

در اثر نيروهاي محوري و برشي درون صفحه اي هر نقطه دلخواه از يك جسـم الاسـتيك مـي    

وجابـه جـايي در    uرا بـا    xجابه جايي در جهت . و تغيير زاويه داشته باشد 2تواند  جابه جايي

  . نشان مي  دهيم w را با  zو جابه جايي در راستاي  vرا با  yجهت 

 u ،vيعني  zو  x ،yز يك ماده الاستيك كه جابه جايي ها در راستاي يك المان ا 2-2در شكل 

  .برروي آن مشخص است، نشان داده شده است wو 

  
  دلخواه ازيك ورق با جابه جايي هاي نشان داده شده در سه راستا يالمان 2- 2شكل 

  

براي اين منظـور  . مي باشد 4زاويه ايو  3اكنون مسئله مهم به دست آوردن كرنش هاي محوري

در صـورتي كـه جابـه    . هسـتند  6يا بـزرگ  5بايستي مشخص گردد كه آيا جابه جايي ها كوچك

                                                 
1
 Functionally graded materials 

2
 Displacements or Deflections 

3
 Axial strains 

4
 Shear strains 

5
 Small 

6
 Large 

x, u 
      

y, v z, w 
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جايي ها بزرگ باشند روابط كرنش و جابه جايي ها غير خطـي و در صـورتي كـه جابـه جـايي      

  .]51[ كوچك باشند روابط خطي خواهند بود

و كرنش را با فرض جابه جايي كوچك و جابه جايي  1تنش هاي بعد به ترتيب روابطدر قسمت 

 .]2و  1[نماييمبزرگ در ورق ها ارائه مي

  

 معادلات هندسي براي ورق با فرض جابه جايي كوچك الف -2-1

  

    و  ,x ، uبراي ورق هاي نازك  با فرض جابه جايي كوچك از جا به جايي در راستاي محور 

و  ]51[ مربوط به صفحه مياني ورق صرف نظر مي شود ,y، vجا به جايي در راستاي محور 

و تغيير  اين بدان معني است كه تغيير طول. لحاظ مي گردد ,z ،wتنها جابه جايي در راستاي 

  .صفحه مياني ورق قابل صرف نظر كردن مي باشدمساحت در 

  
 در شكل مشخص شده zه جايي در راستاي همچنين جاب zو  x،  yي محور هاراستا 3- 2شكل 

  . اند

  

در xyγو همچنين كرنش صفحه ايyεو xεبراي ورق هاي نازك در دو راستا كرنش محوري، 

  .  نظر گرفته مي شود

  :دنبين كرنش ها و جابه جايي ها به صورت زير بيان مي شو روابط 

                                                                                                                 

  
2

2

x

w
zx

∂

∂−=ε                

)2 -1( 

                                                 
1
 Stress 

x 
  

y z, w 
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، yεبر حسب فاصله از محور ميـاني ورق،  x، كرنش محوري در راستاي محور xεروابط بالا، در 

، فاصله از محور خنثي zبر حسب فاصله از محور مياني ورق، yكرنش محوري در راستاي محور 

مشـخص  ) 3-2تـا   2-2(همانطور كه از روابـط  . باشندمي  zحور ، جابه جايي در راستاي مwو 

د و اين بدان دليل اسـت كـه از تغييـر    ناست كرنشها در صفحه مياني ورق برابر با صفر مي باش

همچنـين كـرنش هـا    . طول ودر نتيجه تغيير مساحت صفحه مياني ورق صرف نظر شده اسـت 

  .مي باشد, z ،wابه جايي در راستاي خطي مي باشد كه اين امر به دليل كوچك فرض شدن ج

  

  

  معادلات هندسي براي ورق با فرض جابه جايي بزرگ ب -2-1

  

و جا به ,  x،uجا به جايي در راستاي محور  ،براي ورق هاي نازك  با فرض جابه جايي بزرگ

مربوط به صفحه مياني ورق قابل صرف نظر كردن  نمي باشد , y ،vجايي در راستاي محور 

  . ]51[ بزرگ در نظر گرفته مي شود ,z ،wجابه جايي در راستاي همچنين 

  
در شكل  zو  x،  yهمچنين جابه جايي در راستاي  zو  x،  yراستاي محور . 4- 2 شكل

  مشخص شده است

x, u 
      

y, v z, w 
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 روابط بين كرنش هـا و جابـه جـايي هـا غيـر     , z ،wبه دليل جابه جايي زياد در راستاي محور 

محدوده پلاستيك در نظر گرفته مي شود يعني جابه جايي در  wبالايي   حد. خطي مي باشند

  . نشودتا حدي مي تواند بزرگ باشد كه ورق وارده محدوده پلاستيك  zراستاي 
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ناشي كرنشهاي محوري و زاويه اي در صفحه ) 6-2 تا 4-2(دو ترم اول در طرف چپ معادلات 

  .مي باشندكردن ن نظرصرفمياني ورق هستند كه قابل 

  

  

 حاكم بر ورق مركب لايه اي  معادلات ارتعاشاتي  2-2

  

 )5-2(ر شـكل  دگشتاورها ونيروهاي درون صفحه اي كه بر يك المان از ورق عمل مي نماينـد  

  :اندنشان داده شده
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نيروها و گشتاورهاي درون صفحه اي وارد بر المان دلخواه از ورق به علاوه جابه  5- 2 شكل

  جايي ها در سه راستا

  

  عمود بر سطح مقطـع عمـود   xنيروي محوري بر واحد طول در راستاي محور xNدر شكل بالا 

عمود بر سطح مقطع عمود بـر   yنيروي محوري بر واحد طول در راستاي محور x ،yNحور بر م

مماس بر سطح مقطع عمـود بـر    yنيروي برشي بر واحد طول در راستاي محور  y ،xyNمحور 

مماس بر سطح مقطع عمـود بـر    xنيروي برشي بر واحد طول در راستاي محور  x ،yxNمحور 

گشتاور خمشي بر واحد طول و گشتاور برشي بر واحد طول وارد بر سطح  xyMو y  ،xMمحور 

گشتاور خمشي بر واحد طول و گشتاور برشـي بـر واحـد     yxMوyMو   xمقطع عمود بر محور 

  .مي باشند yرد بر سطح مقطع عمود بر محور طول وا

  

  

  معادلات ارتعاشاتي براي ورق با فرض جابه جايي كوچك الف -2-2

  

در حالت كلي اگر نيروهاي درون صفحه اي . كوچك فرض مي شود wدر اين حالت جابه جايي 

  :دند، معادلات حاكمه به صورت زير بيان مي گردنصرف نظر نگرد
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آنگاه اثر نيـروي   ,صرف نظر شود اگر از تغيير طول ودر نتيجه تغيير مساحت صفحه مياني ورق

در اين حالت معادله ارتعاشـاتي  . ناچيز مي باشد yxNو  xN ،yN  ،xyNهاي درون صفحه اي 

  :]51[ مي شود خطي و  به صورت زير بيان
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  معادلات ارتعاشاتي براي ورق با فرض جابه جايي بزرگ ب-2-2

  

ل صـفحه  بزرگ مي باشد، نمي تـوان از تغييـر طـو    wجابه جايي  در اين قسمت به دليل اينكه

 yxNو  xN ،yN  ،xyNمياني ورق صرف نظر كرد ودر نتيجـه اثـر نيروهـاي درون صـفحه اي     

  :در اين حالت معادلات ارتعاشاتي غيرخطي و  به صورت زير بيان مي شوند .لحاظ مي گردد
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