


�� �� ���� �	
�� 
�
� ����� ���� �

����� ��� � ��� �� �! "# �$%�� �&
'()*+

,-./0 123 4g(x) 567 89:;

<=> ?@A
��B�� C	DE 
 
�FB

<?G*H (> I?JK (
�L�M 
 	NF �� �OP�

<>Q ?RS I?JK (
T�
��	UV ��� �OP�

WXYZ [\]^



�����

���5 	9 	2 � 0�� � 1�;�� �*��5 �9 ��; �5 � g(x) !	6�
=� 
���� 	9 �2 	�
	* 	: ?* � �� �� ' �9 <��

�9 �2 	�
	* 	: ?* ��� 	5�� � � �� � 1�
 1�� �����9 /�� 	. �9 �;�5 
���� 	9 “clean” !1, �� ���;" � � ?* � �9
0��
/2 1�	7�� ��;�5 !��= � � �; �5��" !	�

g(x) - clean rings �



���� � 	DE

�� � � �� 	 � 
 � � 
�� ��	� � � � �� �	 � 
� 
�� � � � � 
��� � � � �  �� !� �� �� " #	 $ �
%� � �� � � &�' ()*�� �+�, � 	-. � � /* ��" 0�� �1�� 	2� � � � 3� !��� � � 
�� ��45 � 
�� 5 	� � � !	6

!��2 � �� � � &	78 !��9 � !� 	�����: 0�;�� �6 ���� � � �9 <�=� !	*� � 
	8 ��> ���� ��� /��
?;;�5 
��5/�� @�A2 !�2��� � ?;�2 /�B� ��" !��9 � �.	* 
��5/�� /=2 	 C*��5 � �� ��� ����
	6 1� !�=;�� �9 � ����� � � �� �9 �� 	6�	9 ��" ���� 	9 � (�*�.� ��" &� �B 	9 �� &	B�=�2 0�� 

0�� D*�E5 )2 ��� �9 �� ?;2� ���F � ���GH �

0I!�EG" (�>4EF � JK�



� �� ��	��

����N�� ���� 
 �	�
 �V��UV C�D� �L 
N� �F 
 C�D��P �	�V 
E��
�


�� � ���� � 	�O�� ��� �	P �P �� 
	N�M � ��N�� ���� 
 �DE� 
 �
	N�M ��V 

�� �V ��O��� � 
� �� 
� � ��� �	� ����P �� ��� �O��� �� �
� ��� �	���DN�

�	�OM 
�� � �����
�

��� ��� � ��V � � 	� 
��V � ��V B 
 �	�P �  �� � �!O�V ��� �	��



�� 
�� 	� ��
��

/.� 
 � � ; 6 	 � � �  � � � 	 " � 	  � � � �� ��� 9 � / 2 �� � �	 � � � � � � � ��/ 2 <�� �� " � 9 	� � * � � �

!� 	* �2 	�
	* 	: ?* � �� 	� � � � �� 2 � �� 9 ?2 ���� )�9 )2 ��� )24 � �;2 � ��6 ����� � 
��� � � � � ����� 9 �;5 	� � /2	�5 � � ?;�	�6 0�
	9 ��
 �� �� !� �� �#	$� � �-A5 �	� �� �1�� 	��
�*�
5 �� �1���� !� 	* /B4" � D� 	�. � �.��2 � �=� D;�
5 � � ��2 (�
� � /�	�
� 	 /=;�
5 !1�� �

0�* 	��/2�-A5 �



�	N
�

� �-* ���� �* ����2 &��8 �9 
���9 �� 
� ���� �6 1	��6 �;2 	�/2 �� ;�5 �� R � ��-* !�
=�
��*�-* 	9 
�� 5��" � �-* ���� �* ��
 ?* �� 9 1�4� �� � ?;�	�6 0�
�� R

� � 
�� 5��" ���� �*
� R !�
=� �  � 2 C(R) �;� �� . 0��
/2 1�;2 	� �� ;�5 !�B����9 !�
=� �� R

(���
 	��9 	�

��
 �� 1	�� 6 �;2 	� � ;�5 � g(x)
�� r ∈ R ���� 0�
 	9 C(R) � � �* ��H 	9 !��=����� �* g(x)

1	��6 �;2 	� � ;�5 � g(x)
�� R !�
=� � (�� � �-* R � � u � g(s) = � 
� � � � (

r = u + s �;
 	9
0�
 	9 �;�5 � g(x)


� ���� �6
�� � ?* � 	9 ���9 � (�� � 	
�� 
E�2 � �� ;�5 � g(x) !	6�
=� !�F 	
2 � � ��.� �� 9 � �2 	�
	* 	: ?* �� �
� ;�5 !	6�
=� �9 	A2 � � ;�5 � g(x) !	6�
=� /2��� ���" �$� � �*�
/2 	�
� 	6�
=� � �
� � /8	" �F	� � ;�5 !	6�
=� ��� 
	A� 
�� 5/2 /�� �� �9 0��� �;6 ��" � �� B /��� 9 ���2 �� �� �

	9 �2 ���� � 0��
 �	��� � (g(x) = x�− x
��;. 	 �F 	� ?* �� � �� *� (����6 �;�5 � g(x) !	6�
=�


	A� 	�� �� ?* � � � � ��� ;�/2 � �� B �
9 ���2 � ;�5 � (x�+ cx + d) !	6�
=� (
g(x)


�� �	"
(
b− a ∈ U(R) � a, b ∈ C(R) � �* ��
 ?* � 	9 g(x) ∈ (x− a)(x− b)C(R)[x] �� � � ��
/2 1���

!	6�
=� !�� 9 �� /F�	�2 �* �� 
 ?;�	�6 0����6 ��	�2 � ;�5 � g(x) � � ;�5 !	6�
 =� 1	�
�

	�
; B�� ;�5 �
(x�− �x) !	6�
=� � ��� �;6 ��" 
	A� � �*� ��/2 ���9 � ;�5 � (x�− �x)

	K�� � � /-* � �
�� �-* ���� � � ����2 &��8 �9 
���9 �� 
� ���� �6 � ����6 /* 	6�
=�
	9 �� 	K�� !�G9 �� � 1�� /.��2 �� �;�5 � (xn − x) !	6�
=� ?* ��9 1�4� 0�� � �� �� 
9�2 !�A*�

0�;� /2 
	;9 �;�5 � � !	6�
=�
!�B����9 !	6�
=� (	
�� 
E�2 � �� ;�5 � g(x) !�B����9 !	6�
=� !�F 	
2 �9 ���5 	9 
	* 	: � �
�;�5 � g(x) !	6�
=� �9 ��9�2 !	* 	�B � ���" /"�9 �;� /2 /�� � 1�� C*��5 �� �;�5 � g(x)

clean�
strongly clean ring�



�C;�H����9 !	6�
=� !	6
���� 	9 �F 	
2 � � �2 	�
	* 	: ?* � !��;�� 0�;� 	��9 &	E� � �9 	6
� !��9 ��
0�� � 1�
 1� 	
 � 	K�� �9 � � � !	6D�. � � � �� � ��.���* �;�5 � g(x) !	6�
=� � �;�5 � g(x)

� g(x) �� �	� 
 � � �� 
 � � �� � � � � g(x) �� 
 � � �� � � � �� 
 � � ��� � � � �� �����

��� 
!" ���� � g(x) ��
�� ����� � g(x) #�$%	�
 �� ��
�� �&'" ��( ��
�� �����

weakly)
one-sided*



���� ��� ��	
�


� �
�� � �
� ��� � ��� �
��
� �


�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �2�
2 
0



�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �;F� � !	* 	�B � C*� 	�5 �0


��
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1�
 ��"	�
 !�
=� ��� 	9 /* 	�
� �0


��
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . !��=����� !�
=� 
0�0


��
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . /� ��5 !	6 !�� !�
=� �0�0


��
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 	6�� !�
=� �0�0


��
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 	6�*�5 	2 !�
=� �0�0


��
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1��� !�
=� �0�0


��
. . . . . . . . . . . . . .

�;�5 !�B����9 � �;�5 !	6�
=� (� �2 !	6�
=� �0


!



�� �
�� � g(x) ������� 	

��
. . . . . . . . . . . . . . .

�;�5 !�
=� 	9 
� �	E5� � � �;�5 � g(x) !�
=� 
0�

��
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

�;�5 � g(x) !	6�
=� /2��� ���" �0�

�

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

�;�5 � (x�+ cx + d) !	6�
=� �0�

��
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

�;�5 � (xn − x) !	6�
=� �0�
�� �
�� � g(x) �
��

�� ������� �

��
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

�;�5 � g(x) !�B����9 !	6�
=� 
0�

�!
. . . . . . . . . . . . . .

�;�5 � g(x) !�B����9 !	6�
=� /2��� ���" �0�

�=;��9 1�
 �;F�5 !	6�
=� � �;�5 � g(x) !�B����9 !	6�
=� 
	;2 !�G9 �� �0�
�


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �� �� 
9�2 !�A*� � 
	A* 	6�-*

�� �
�� � g(x) �
���

�� ������� �



��
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

�;�5 � g(x) C;�H����9 !	6�
=� 
0�

��
. . . . . . . . . . . . .

�;�5 � g(x) C;�H����9 !	6�
=� /2��� ���" �0�

!

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

�;�5 � (xn − x) C;�H����9 !	6�
=� �0�

!� ���
�� �
�� � g(x) ������� �

!�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���� ���� �;�5 � g(x) !	6�
=� 
0�

!�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

���� �;�5 � (x�+ cx + d) !	6�
=� �0�

!�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . �.���* �;�5 � g(x) !�B����9 !	6�
=� �0�


��
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . �� �;�5 � g(x) C;�H����9 !	6�
=� �0�


�� ���� ��	



�� ���� 
����


�! ��
��� � �� ��� �� ��� �� �� ��





� ��� �� �� ��
��� � ��� �� �� ��


� ���� �� 
����



����

���� � 	�
 ��� � �
� ��
 ��

&	E� � 0���;�/2 � ��B 1�	7�� � ���2 !��9 ���. � � � �*�
/2 	�
� /* 	* 	�B � C*� 	�5 	9 D�. ?* �� �
�9 �� 	6
� � ��
/2 � �+�8 	* 	�B � * 	� &	E � � � � � ��� �/2 �� �� � ��� �� 
�� �� . �� 9� 	 � /* 	* 	�B
���9 	���� 	��� 
9 	�2 � � �;F� � �;6 	72 � C*� 	�5 �� � ?;�	�6 0�;6�/2 �	�� � 1�	7�� � ���2 
9 	�2

0�� �1�2�

�V	�V ���

/EF 	G2 � �*�
/2 	�
� �;�5 � g(x) !�B����9 � �;�5 � g(x) !	6�
=� <�K72 	9 �2 	�
	* 	: ?* �� �

���9 �� 
� ���� �6 1	��6 ��
/2 1�;2 	� �;�5 (R � ��-* !�
=� 0�;� /2 
	;9 �� 	6�
=� ?* � 	9 �E5�2
�
��=-;� ���5 � 	9 ?;F� � <�K72 ?* � 0�� 
	;9 R

� � 
��5��" �* � �-* ���� �* ����2 &��8 �9
� ����"�9 /*�	9 �;�6 �� � ��� �� 	6�
=� �* 	� 	9 � /� 	E5� � �G� �� �9 �;�5 !	6�
=� 0�
 ��G2 	�
�
��
 ��� 9� � �� !�;72 J* 	�� � 1�
 � ;" � !	6�	� � � !�	*� &�	
2 �� �� � ���2 � 2 � ?;�6 � ����6
/* 	��9 	� ��
 
� � � � �� C*��5 �� �;�5 !�B����9 !	6�
=� 	��� � � 
��=-;� ?;�	�6 0�� �

0���� �. 	H � �
=� 
��9 �;�5 C*��5 �9 �� 
��5��" � �-* ����
!	6�
=� !�� �� 
��9 � ;�5 �;8	" !�	*� 
	����*�� � �� �1�� ��;: !�	*� ���� �;�5 !	6�
=�

Nicholson �




� ���� ���� ��	 � ��
 �����
 �� � ���

� �2 !	6�
=� � ����� 
	A� 	�� � � ��* � �=;2 	 (�	�2 
���� �9 0�� 1��� � �� B /��� 9 ���2 /7=��2
!� ��� 9 !	6 	�. !�� �� �;�5 !	6�
=� 	��� � � �
	� �� ���� �� � 
��=-;� ?;�	�6 ����6 �;�5 (�-*
(�;�
5 !	6�
=� !�� �� 	�
 ��9 	9 !� ��� 9 !	6 	�. � � /G" &4*�E5 � ���� &	E� � � 1��� �;��5

0����6 �;�5

�9 � 1��� ����� R !�
=� !�� �� 
�� 9 � ;�5 <�K72 � ���� 9 /� 	� ?;F� � 	���
��* 	� � �=;2 	 
� �2 � � 
	AE* ��H � ���� 1�	7�� � /* 	6 !��=�� ��� !�A*� � ��;�5 !	6�
=� � � 	6
��5��" !	�

g(x) = xn − x <�. �9 /* 	6 !��=����� !	6�A*� 	6
��5��" � �
 �� ���5 �* 	9 0��
 	9 R !�
=�
(
R !�
=� 0g(x) ∈ C(R)[x] � �
 	9 R � ��-* !�
=� � �2 C(R) �;� ��. �F 	� ?* �� � 0����6
� � !��A*� � �-* ���� �* ����2 &��8 �9 
���9 �� 
� ���� �6 �� � ��
/2 1�;2 	� �;�5 � g(x)

��9 	9 !� ���9 !	�. �* V �� � � ���� &	E� � (�	9 C*��5 � 9 1�4� 	K�� 0�
�� g(x) !��=�����
� �� � ��� � �
	9 K = C(D) � � �* ��H 	9 !��=����� �* g(x) � D �;�
5 !�
=� !�� �� 	�


��=-;� (���� �	� � � 0�� ��;�5 � g(x) !�
=� �* (End(VD) 1	�
� (�� �� K � � ���2 !�A*�

R �;� �� . (�
 ��/2 
	;9 � ����� �� �� � �� 
��* 	� � �=;2 	 !��;�� � � /�;��5 	��� � � ��� �

g(x) ∈ (x − a)(x − b)C(R)[x] � � � 0�
 	9 1�	��; � �� ���2 � R �*
RM � �
 	9 �
 =� �*

0�� ��;�5 � g(x)
(
EndR(M) 1	�
� ��
 	9 �-* R � � � ��6 b, b− a � a, b ∈ C(R) � !����9

!� B����9 !	6�
=� � 	
�� � ;�5 � g(x) !	6�
=� �F 	
2 � � ?* � � � ��.� �� 9 � �2 	�
	* 	: ?* � � �
�� 
� �	E5� � � �"��� : �;6 ��" � ;�5 � g(x) !	6�
=� ���" �*�A5 �9 �� � 	
�� � ;�5 � g(x)

� �� B ��F 	G2 ���2 �� /�*� 5 	2 !�
=� � /� �� 5 !	6!�� (!��=����� (/���B �� 	" !	6�
=� 	9
0�;6�/2


	;9 �� 	K�� 	9 �E5� 2 !	* 	�B � �*�
/2 	�
� ���2 � �
=� � � /= C*� 	�5 	9 �* D�. !���9 � � �

� 
	;9 �9 �* D�. �" �� �� � 0��9 �6 ��" �;72 � 	;�9 ��9 !	6)�9 �F 	G2 ��K9 %� �� � � �;� /2
� 	�� 	 ��9 !	6D�. � � 	* 	�B � � /"�9 &	E� �� � � �*� ���:/2 �;�5 !	6�
=� � � �F � �;�B ��� &	E� �

Camillo, V. P.,Yu �
Varadarajan�

Simon)
Zhou*




� ���� ���� ��	 � ��
 �����
 �� � ���

�;6 ��" 	�
� �;�5 � g(x) !�
=� ?;�	�6 � �;�5 � g(x) ���� <�K72 	9 <� � D�. � � 0��9 �6 ��"
�;� /2 
	;9 �� �;�5 � g(x) !	6�
=� � � /8 ��" ���9 � 0�� � 1�
 �� �� � )�9 � 	K� � � D�. ?* � 0�


�9 ��A;9 ��9 !	6D�. � � 	K�� ��9� 	 � �;�5 � g(x) !	6�
=� ���2 � � /5 	2�
2 !	* 	�B ?;�	�6 �
!�;�B �9 
��5/2 D�. ?* � !	* 	�B ?*� ��K2 � � �	�2 
���� �9 0�
 �6 ��" &	E� � (���"/2 �A�

g(x) !	6�
=� � � !��* � !	6
;��5 )�9 ?* �� � ?* �� 9 1�4� 0�� 1� 	
 � �0�0� !�;�B � 
0�0�
!	6�
=� � �;�5 � (x�+ cx+) !	6�
=� (

g(x) !��=����� 
�� �	" 	9 � 1�� /.��2 �� �;�5 �

g(x) !�B����9 !	6�
=� <�� D�. � � 0�;� /2 
	;9 �K2 !�;�B ��� 1���6 �9 �� �;�5 � (xn − x)

� � /-* 0�;� /2 &	E� � 	6�
=� ?* � ���2 � � �� <� � D�. �9 	A2 /* 	* 	�B � �;� /2 C*��5 �� �;�5 �
1��� 
	A� 	�( !( 

�� � 1���*�� 0�� �

eRe !��
�� !�
=� ���2 � � <�� D�. ��	E2 ?*���K2
� ;�5 !�B����9 eRe !��
�� !�
=� 1	�
� (

e� = e ∈ R � �
 	9 � ;�5 !�B����9 R � � � � �� �

g(x) !�B����9 !	6�
=� !��9 �� �2 � ?* � �9 	A2 �0�0� !�;�B � � � � D�. � � ���B ?* �� � 0�� �

C;�H����9 !	6�
=� �*�� �;6 	72 /.��2 	9 � � � D�. � � 	2 (�2 ���� � 0�;� /2 /��� 9 �;�5 �

� J* 	�� � 1��� ����� �� � ;�5 � g(x) !	6�
=� (�.���* � ;�5 � g(x) !	6�
=� � � ;�5 � g(x)

�F 	B � � �F 	G2 ?* � � �
 	9/2 � � � D�. � � ����2 �F 	G2 � � ��.���9 � �;� /2 
	;9 �� !	* 	* 	�B
0�� � 1�*��� �� �� � �2 	�
	* 	: !1���*�� � 	��6 �� �	�� ����5 �F 	
2 �

��9 (D�. !1� 	�
 ���9 � (��.�� � ��B 1�	7�� � ���2 � /�* 	�� � 	* 	�B � 	6 �F (C*� 	�5 !��6 	��* �� �
3E�� � �� � �2 �	�2 ��� �9 0�� � 1�
 1����000 (�;�B (C*��5 !1� 	�
 �$� � )�9 � *� !1� 	�


0�* �1�� 1� 	
 � � D�. �)�9 � � � �F �9 	2 � �� � ?* � ��.�.� �F




� ���� ���� ��	 � ��
 �����
 �� � ���

�N�� 
 C�� ��� � ��� �U� ���

!� 	* �F 	G2 ��K9 �K. � %� �� � �� 	2 � �*� ��� :/2 /* 	* 	�B � C*� 	�5 &	E� � � 
	;9 �9 )�9 ?* �� �

0����6 � 	;� ���2 ��9 !	6D�. !	6�;�B &	E� � !��9 � 1�� 	��

���� � &�� " �� !" �	 ϕ : G −→ G′ ���� ����� � �� � �	G′
�

G
���� 
 � ��	����
��
�a, b ∈ G  � �� � ��� � ��(��

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b)

!" �	 G �� G �� &�� " � "  � �	�� �"� 		 ���� � �� � !" G
�� �� 
 � 	�	����
��

����	&( �"��� Aut(G)
	��� �� �	 G ���&��" �" ���� �����( � ��(��&( &��"		��

��� &"���	 ��� �	 �� �� �� R
����( &��  �� ������( !" ��  !� �	�"� �
�� ��	����
��

����	�
 �� #���� &( �	��� $ % � #%� ��& �	�� �� '( ��$(

) !� &��* �� � !" (R,+) #+

)# !�  ",- � � $ %� (ab)c = a(bc) �a, b, c ∈ R  � ���� �� #.

�# !�	 �� � /0 �� � ",-��- ������ � (a + b)c = ac + bc
�

a(b + c) = ab + ac #1

�"� � ��2� ��� �

� !�  ",-3"�$� ��
�� !" R
��"�� �ab = ba �a, b ∈ R  � ���� �� #4

�a I
R = I

Ra = a �a ∈ R  � ���� �� ���	�
 �� ���� I
R

����( � 5�� �(�� R
��� � #6

� !� 	���" ��
�� !" R
��"��




� ���� ���� ��	 � ��
 �����
 �� � ���

	��� " ����� � �� � ����( &�$� 		 ��" ��&(  � � 		 	��� " �	 ���
�� �& �"� 		 �( ��	�� �
���
����� &( ��� �	 �
�� �	��

���  ��
R  �� #	��( ���  �  � � ��"�� ��'
� ��
�� !" �	 R ��
�� ��	����
��

����� ��	�� ��	�	 $ %

����� &"�&���& &
�� ��
�� !" R
��� � ��"�� ����( �	 R ��
�� ��	����
��

�* �"� !" �	 R ��
�� �� I &���� ������( "� ����" �
�� !" R
���� 
 � 
�	����
��

���"�  � �� 
( ��(��&( # !�	� /0

)
a− b ∈ I

����* �a, b ∈ I
��� � #+

�(ar ∈ I) ra ∈ I
����* �r ∈ R

�
a ∈ I

��� � #.

����� R
 !�	 �* �"� �� �

R
/0 �* �"� �� ��� � ��(��&( R ��
�� �* �"� �	 I ��	����
��

�	�� �"� 		 ���� � R �� &���� 		 ��� a ∈ R
� 	��� " ��
�� !" R

���� 
 � ��	����
� !� R

 !�	 �* �"� !" �aR = {ar : r ∈ R} ������(

�"� �� �( �2��� �  !� R
�* �"� !" aR

����* ���� &"�&���& ���
�� R  � � ���	����
��
�	��&( ���� a �!�� ��� ��	�� &��� �* �"� ��* �"�

!" �	 P
�	�� �"� 		 ���� � R 		 �* �"� !" P

� �
�� !" R
�� �� 
 � ���	����
��

�b ∈ P
�" a ∈ P

����* ab ∈ P  � � �a, b ∈ R  � ���� �� ��� � ��(�� ��� �* �"�




� ���� ���� ��	 � ��
 �����
 �� � ���

0�;6�/2 )*	�� Spect(R) 	9 �� R �
=� � � �� � !	6���* � !�;= !�����2 ������

		 ����� R �� �* �"� !" P
� ���� 	��� " � &"�&���& ��
�� !" R

���� 
 � �	�	�� "���

����� &$��� ��� �* �"� !" P  � � ���� �  � �  !� 	��� ���� !" R/P
�	�� �"�

� 0	��� 
��2 � � 
�0� �;�B �9 ��
 ���� � 
����

�� 	��  ��" n ∈ N
��� � ���"�� ����0�- ��� �	 a ∈ R ����� �
�� !" R  � � ���	����
��

�an = � �� �	�


� !� �* �"� �R ��
�� 		 ����0�- ��� ��� ���� �� ��
�( ������( ���	�� "���

√

(�) �� �	 �* � ��(��&( � ��- ��� "	�	 �	 R ����0�-  ���� ����� ������( ���	����
��
����	&( ��
�

&�$" � !� R 		 ��� ��� �* �"� ���� 
� ��� �R ��
�� �� ��- ���"	�	 ���	�� "���

√

(�) =
⋂

p∈Spect(R)

P

� 0�;�;E9 	�
� 
��2 � � ��.� �F � � �� &	E� � � 
����

Nilradical�




! ���� ���� ��	 � ��
 �����
 �� � ���

� ���� � ! ��� � ��(�� ����'��( �* �"� �	 I ����� R
�* �"� !" I

���� 
 � �
�	����
��
R

�
I ���  �"	 �	�"� �� ����"� 	�&�( ����� I

�(�� � ! 	�
 �� �� R �� � �"	 �� ! �* �"� ���

����"� 	�&�( � �"	 �� ! �* �"� ���

��
�� �� /0 ����'��( ����* �"� ���� 
� ��� ����� �
�� !" R
���� 
 � ���	����
��

����	&( �"��� J(R)
�� �	 �* '( ��$( � ��(��&(

R ���'���"� ���"	�	 �	 R

��(� � �#m.c.s
� &� % ���'� ������( "� �	 A ��
�� �� S ������( "� ���	����
��

�xy ∈ S
����� ����	 x, y ∈ S  � ���� �� � I∈ S

��� �

R �� &	���'��( �* �"� �	�� �"� 		 ����� R �� &$��� �* �"� !" I
���� 
 � 	��	�� �� ���

� !� ����'��( �* �"� !" ��	�	 ����� &�"���� �
��  � ��5� �� �		�	 	�&� I
�(��

� 0�;� ��� ��2 	�
� 
��2 � � I�.� ��;�� � �.� !�;�B �9 � 
����

�* �"� ��� ��  � � ���� �  � �  !� �� " R 		 x
����* x ∈ R

� ���� �
�� !" R � � 	��	����
����� ������ ��$� R �� &	���'��(

0x ∈ m � �
 	9 R
� � /F 	�;� 	2 /F��* �m �� � C=" 
	6�9 �9 0�
 	9 �-* R � � x �;� ��. � 
����

0�� �	B 	�5 � � m

��9 1�� 	9 ?* � � m = R ?* ��9 	�9 I∈ m /��* xx− �∈ m �: �� � �-* x


��
/F	�;� 	2 ���* � 
;6 �9 Rx 1	�
� �
	9 ��
 ��� 3=�5 R

� � /F 	�;� 	2 ���* � 
;6 �9 x �� ��-� �9
3E� � �� �

R
� � /�B �� ���* � �* Rx

&��8 ?* �� ;> � � �� *� I∈ Rx �;� /2 	��� 0�� ��� 3=�5
�� � ����2 r ∈ R /��* I∈ Rx �: 0�� �� ���� Rx D2	
 R

� � /F 	�;� 	2 ���* � ��0�0
!1� ���
� 0�� � �-* R � � x ��;�� � � (

rx = I � !����9
Jacobson radical�

multiplicatively closed subset�



�� ���� ���� ��	 � ��
 �����
 �� � ���

x ∈ J(R)
�	�� �"� 		 ����� R

���"	�	 ��'����& J(R)
� �
�� !" R

���� 
 � 		�	����
����� ��" R 		 I− xy �y ∈ R  � ���� ��  � � ���� �  � �  !�

r + a �a ∈ U(R)  � �� � ����* r ∈ J(R)  � � ����� 	���" �
�� !" R
���� 
 � 	��	����

� !� ��" R 		

� �� B � � � . I− yr ∈ U(R)
(
y ∈ R � 6 !�� 9 ��0�0
!�;� B 3E� ���

r ∈ J(R)

�� � 
��� �

a

�� /.�� � �

( I+ a− �r)− �∈ U(R) �: . I+ a− �r ∈ U(R) �*� �� 1	� 
�
y = − a− � �;6�

( I+ a− �r)− � �� /���9 
��5/2 /�� �� �9 0( I+ a− �r)− �a− �∈ U(R) �*� �� �� � �-* R � � �6

� 0�� �
r + a


�� �� ����

���� ���
�� &��"	 � � !" f : R −→ S
� ����� 	��� " ��
�� �	

R,S
��� � 	��	�� �� ���
�f( IR) = I

S

����*

!����	* ��� �� � E� � � /�K2 !	6�� 9� 	 � �� /� ; 5�� � !� 5� � !	6�
 =� 	2 ���B ?* � � �

0�;� /2

�* �"�  � #DCC
� &
���  ���� � �		B

��"�� ����� �
�� !" B
���� 
 � 	��	����
��

����  ����  � ���� ��  � � ��� &( ��� ��

B �⊃ B�⊃ B� ⊃ ...

�Bi = Bm
�i ≥ m  � ���� �� ���	�
 �� ���� m

����( 	��� 	�� �B ��� �* �"� ��

��� �* �"�  � &
���  ���� � � 		R  � �  !� # !�	� /0 &���	* R ��
�� 	��	����
��
���� ��� # !�	� /0


