
آمار و ریاضͬ علوم دانشͺده

ریاضͬ گروه

ارشد کارشناسͬ پایان نامه
جبر گرایش محض، ریاضͬ

عنوان

و G−زیرمدول ها قوی اول، طور به زیرمدول های
مدول های جیکوبسن

راهنما استاد

مقیمͬ فضائلͬ حسین دکتر

مشاور استاد

حسینͬ حسین محمد دکتر

نگارنده

نوفرستͬ مرتضͬ

١٣٩٣ شهریور



چͺیده

ابتدا است.  ͬ R−مدول یͺان ͷی M و یͺدار یͷ حلقه جابجایی و R این پایان نامه سرتاسر در
به زیرمدول های ͬ دهیم م نشان ͬ کنیم. م تعریف را اول قوی طور به زیرمدول و اول زیرمدول مفاهیم
قضیه از تعمیم چند ͬ برند. م ارث به را اول ایده ال های اساسͬ ͬ های ویژگ از بسیاری اول، قوی طور
ثابت و کرده معرفͬ را G−زیرمدول ها سپس ͬ کنیم. م ارائه را مدول ها به حلقه ها در اصلͬ ایده ال
است. آن G−زیرمدول های از اشتراکͬ مولد متناهͬ R−مدول ͷی از اول زیرمدول هر که ͬ کنیم م
ͷی روی مولد متناهͬ مدول هر ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م تعریف را جیͺوبسن مدول مفهوم ادامه در
هم زیرمدول های نام به زیرمدول ها از رده ͷی سرانجام است. جیͺوبسن مدولͬ جیͺوبسن، حلقه
مدول ͷی از اول قوی طور به زیرمدول های مشابه رفتاری که ͬ کنیم م مطالعه را نیشیتانͬ بحرانͬ

دارند.

G−زیرمدول، قوی اول، طور رادیͺال به قوی اول، طور زیرمدول به زیرمدول اول، کلیدی: واژگان
بحرانͬ. هم مدول مدول جیͺوبسن، هیلبرت، حلقه

٩۵ نامه: پایان صفحات تعداد
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... ণپاس ච໋اری

هیچ گاه و اوست از دارم چه هر است، قاصر او ثنای از زبانم که را متعال خداوند سپاس و حمد
روی کردم دراز او سوی به دست زندگͬ از مرحله ای هر در و نکردم احساس او از بی نیاز را خود

بردارم. قدم او بر تکیه با و باشم او نعمتهای همه این سپاس گزار بتوانم است امید برنگرداند.
فضائلͬ حسین دکتر آقای جناب ارجمند استاد بی دریغ زحمات از ͬ دانم م لازم شناسͬ حق پاس به
قدردانͬ و تشͺر برده ام، بهره ایشان ارزنده راهنمایی های از پایان  نامه این مراحل تمام در که مقیمͬ
دکتر آقای جناب گرامͬ و محترم استاد حضور را خود سپاس و قدردانͬ مراتب همچنین نمایم.
طول در که اقدامͬ حسین دکتر آقای جناب محترم اساتید از ͬ دارم. م تقدیم حسینͬ حسین محمد
مهدی محمد دکتر آقای جناب و کاهنͬ دکتر خانم سرکار و بوده ام بهره مند ایشان حضور از تحصیل

دارم. را تشͺر کمال آمار و ریاضͬ علوم دانشͺده محترم ریاست نصرآبادی
بوده اینجانب مشوق همواره تحقیق، این انجام و تحصیل طول در که همسرم بی دریغ زحمات از

ͬ نمایم. م سپاس گزاری و تشͺر است،

ৗوਠণ່ی ટৈජ໑ی
۱۳۹۳ ෙ७ور
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پیش گفتار
تعمیمͬ عنوان به اول زیرمدول های دارند. جابجایی جبر در اساسͬ نقش اول زیرمدول های
جان توسط بار نخستین اول زیرمدول مفهوم شده اند. مطرح مدول ها به اول ایده ال های مفهوم از
زیادی نویسندگان آن از پس گرفت. قرار مطالعه مورد ،[١١] در اصولͬ طور به ١٩٧٨ سال ١  دونز
مقالاتͬ و دادند انجام جدی مطالعات زمینه این در ۵ مͺاسلند و ۴ اسمیت ، ٣ مور ، ٢ لوو مانند
هرگاه ͬ نامند، م (اولیه) اول زیرمدول ͷی را M مدول از N سره زیرمدول .[٣۴] منتشرکردند نیز
.(a ∈

√
(N :M) ) a ∈ (N : M) یا m ∈ N کند ایجاب am ∈ N ،m ∈ M و a ∈ R برای

،am قرارگیری محل ͬ توانیم م دارد. وجود مختلفͬ روش های اول زیرمدول های مفهوم تعمیم برای
بیان را اول قوی طور به زیرمدول مفهوم ͬ پور نق ،[٣٨] در ٢٠٠٩ سال کنیم. محدود را m یا a
،IPx y ⊆ P ،x, y ∈M برای هرگاه ͬ نامند، م اول قوی طور به را M مدول از P سره زیرمدول کرد.
را M از C سره زیرمدول .IPx = (P + Rx : M) آن در که ،y ∈ P یا x ∈ P کند ایجاب
این با .x ∈ C که کند ایجاب ،ICx ⊆ C ،x ∈ M هر برای هرگاه گوییم نیم اول قوی طور به
ͷی در اول) (نیم اول ایده ال مفهوم با آن مقایسه اول)، (نیم اول قوی طور به زیرمدول از تعریف
طور به زیرمدول هر که داد خواهیم نشان پایان نامه این اول فصل در ͬ رسد. م نظر به طبیعͬ حلقه
برای نتیجه این که کنید توجه است. اول نیم قوی طور به زیرمدول های از اشتراکͬ M از اول قوی
قضایای ترین اساسͬ از ͬͺی (PIT ) اصلͬ ایده ال قضیه .[٢۵] نیست درست اول زیرمدول های
غیر a ∈ R و نوتری حلقه ͷی R اگر ͬ دهد م نشان قضیه این است. نوتری حلقه های در بعد نظریه
گوییم .htP ≤ ١ آنگاه باشد، R از aR اصلͬ ایده ال به مربوط مینیمال اول ایده ال ͷی P و یͺه
زیرمدول ͷی روی K که ،M از K اول زیرمدول هر برای اگر است Mصادق R−مدول برای PIT
M R−مدول برای PIT که را شرایطͬ دوم فصل در .htK ≤ ١ آنگاه است، مینیمال M از دوری
مدول های و G−زیرمدول ها ،[۴٢] در ۶ راش دیوید ٢٠١٢ سال کرد. خواهیم بررسͬ است صادق
گوییم G−زیرمدول ͷی را M مولد متناهͬ R−مدول از N زیرمدول کرد. معرفͬ را جیͺوبسن
ͬ دهیم م نشان سوم فصل در باشد. p−ماکسیمال ،N و R از G−ایده ال ͷی p = (N :M) هرگاه
M مولد متناهͬ R−مدول ͬ باشد. م M G−زیرمدول های از اشتراکͬ M مولد متناهͬ زیرمدول هر

١Dauns
٢Lu
٣Moore
۴Smith
۵McCasland
۶Rush



٢ مطالب فهرست

باشد. آن ماکسیمال زیرمدول ͷی آن G−زیرمدول هر هرگاه ͬ شود، م نامیده جیͺوبسن مدول
پایان در است. جیͺوبسن خود جیͺوبسن حلقه روی مولد متناهͬ مدول هر که ͬ کنیم م ثابت
تعریف ،[۴٠] در ٧ نیشیتانͬ وسیله به که بحرانͬ هم زیرمدول های با اول قوی طور به زیرمدول های
هستند. [۴٢] و [٣٨] پایان نامه این اصلͬ مراجع که است ذکر به لازم ͬ شوند. م مقایسه شده اند،

٧Nishitani



١ فصل

قوی اول طور به زیرمدول های اول و

٣



۴ قوی اول طور به زیرمدول های اول و .١

.

بیان را زیرمدول رادیͺال و اول) (نیم زیرمدول اول مفاهیم اول بخش در ابتدا فصل این در
تعمیم هایی دوم بخش در ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد را مدول ͷی طیف خصوصیات سپس ͬ کنیم، م
را اول قوی طور به رادیͺال و اول) (نیم اول قوی طور به زیرمدول های عنوان تحت مفاهیم این از
بیان مطالب نیاز پیش مفاهیم این واقع در ͬ کنیم. م بررسͬ را مفاهیم این بین ارتباط و کرده بیان

بود. خواهند بعد فصل های در شده

رادیͺال زیرمدول ها و اول نیم زیرمدول های اول، ١ . ١

ͬ دهیم م قرار صورت این در باشد. M R−مدول از زیرمدولͬ N کنید فرض

(N :M) = {r ∈ R : rM ⊆ N}

یعنͬ ͬ باشد. م M

N
R−مدول ساز پوچ (N : M) واقع در است. R از ایده الͬ وضوح به که

.(N :M) = AnnR(
M

N
)

r ∈ R هر ازای به هرگاه ͬ نامند، م (اولیه) اول را M R−مدول از N سره زیرمدول .١ . ١ . ١ تعریف
که کنید توجه .(r ∈

√
(N :M) ) r ∈ (N :M) یا x ∈ N که کند ایجاب rx ∈ N ،x ∈M و

اول ایده ال p = (N : M) که ͬ شود م دیده آسانͬ به آنگاه باشد، M (اولیه) اول زیرمدول N اگر
است. M از (اولیه) p−اول زیرمدول ͷی N گوییم صورت این در است. R از (اولیه)



۵ رادیͺال زیرمدول ها و اول نیم زیرمدول های اول، .١ . ١

اولیه اول، زیرمدول هر و است R R−مدول اول زیرمدول R حلقه از اول ایده ال هر وضوح به
است.

ͷی M از N = ٣Z ⊕ ٢Z زیرمدول بͽیرید. نظر در را M = Z ⊕ Z Z−مدول .١ . ١ . ٢ مثال
.(۵,٢) /∈ ٣Z⊕٢Z و ٣ /∈ (N :M) = ۶Z حالͬ که در ٣.(۵,٢) ∈ N زیرا نیست. اول زیرمدول

ͷی Z حلقه از اول ایده ال هر بͽیرید. نظر در Z−مدول ͷی به عنوان را Z حلقه .١ . ١ . ٣ مثال
بودن یͺدار البته است. اول ایده ال ͷی Z اول زیر مدول هر بر عکس ͬ باشد. م نیز اول Z−زیر مدول
نیست. ٢Z از اول ایده ال ͷی اما است ٢Z از اول ٢Z−زیرمدول ͷی ۴Z زیرا است. الزامͬ حلقه

به عبارت باشد. آن اول زیرمدول صفر هرگاه ͬ شود، م نامیده Mاول ̸= ٠ R−مدول .۴ . ١ . ١ تعریف
.(r ∈ Ann(M)) rM = ٠ یا x = ٠ کند ایجاب rx = ٠ رابطه ،r ∈ R و x ∈M هر ازای به دیͽر

واضح نباشد. صفر علیه مقسوم r هرگاه گوییم منظم را R حلقه از r ̸= ٠ عنصر .۵ . ١ . ١ تعریف
R−مدول از m عنصر است. منظم آن صفر غیر عنصر هر باشد صحیح دامنه R اگر که است
که باشد داشته وجود R حلقه از r منظم عنصر هرگاه ͬ شود، م نامیده M مدول تابدار عنصر M

و باشند تابدار آن عناصر تمام اگر ͬ شود، م نامیده تابدار یا تابی مدول ،M R−مدول .rm = ٠
باشد. آن تابدار عنصر تنها صفر هرگاه ͬ شود م نامیده تاب از فارغ یا تاب بدون

اگر است اول زیرمدول صحیح، دامنه ͷی روی M مدول از T (M) تابدار زیرمدول .۶ . ١ . ١ تبصره
.T (M) = {m ∈M | ∃ ٠ ̸= r ∈ R ; rm = ٠} آن در که ،T (M) ̸=M

ͬ باشد. م تاب بدون M مدول T (M) = ٠ اگر و تابدار M مدول T (M) =M اگر لذا

است. اول تاب، بدون مدول  ͷی از سره مستقیم جمعوند هر .١ . ١ . ٧ گزاره

صورت این در باشد. M تاب بدون R−مدول از سره مستقیم جمعوند P کنید فرض اثبات.
،x ∈ M و r ∈ R برای اگر حال .M = P ⊕ N که طوری به دارد وجود M از N زیرمدول
تاب بدون M چون حال .rx ∈ P ∩N = (٠) صورت این غیر در چون .rx /∈ N آنگاه ،rx ∈ P

است. اول P یعنͬ .x ∈ P نتیجه در و x /∈ N پس است. تناقض این و x = ٠ است،

اگر است اول M از N زیرمدول صورت این در باشد. R−مدول ͷی M کنید فرض .١ . ١ . ٨ لم

باشد. تاب بدون ،M
N

R−مدول
p

و بوده R از اولͬ ایده ال p = (N :M) اگر تنها و



۶ قوی اول طور به زیرمدول های اول و .١

که این به توجه با صورت این در باشد. M R−مدول از اولͬ زیرمدول N کنید فرض (⇐ اثبات.
بنابراین ١R /∈ (N : M) پس ١RM ⊈ N نتیجه در دارد. وجود b ∈ M \ N عنصر ،N ̸= M

x ∈M پس .s /∈ (N :M) و rs ∈ (N :M) که باشند گونه ای به r, s اگر حال .(N :M) ̸= R

ͬ گیریم م نتیجه ،N بودن اول به توجه با .r(sx) = (rs)x ∈ N طرفͬ از .sx /∈ N که دارد وجود
است. اول ایده الͬ p = (N :M) پس r ∈ (N :M) = p که

.(m + N) ∈ T (
M

N
) کنید فرض است. R−مدول

p
ͷی M

N
،p = Ann(

M

N
) که این به توجه با

لذا .(r + p)(m + N) = N که طوری به دارد وجود (r + p) ∈ R

p
ناصفر عنصر بنابراین

اول زیرمدول ͷی N چون حال .r /∈ p = (N : M) اما rm ∈ N نتیجه در و rm + N = N

است. تاب بدون مدول ͷی ،M
N

R−مدول
p

نتیجه در و T (M
N

) = ٠ بنابراین .m ∈ N پس است

صورت این در باشد. تاب بدون M
N

R−مدول
p

و اول ایده ال ͷی p = (N : M) کنید فرض (⇒

rx ∈ N که باشند گونه ای به x ∈ M و r ∈ R کنید فرض حال .M ̸= N پس (N : M) ̸= R

و ٠ ̸= (r + p) ∈ R

p
بنابراین .r /∈ (N :M) ولͬ

rx+N = N ⇒ (r + p)(x+N) = N

⇒ (x+N) ∈ T (
M

N
) = ٠

⇒ (x+N) = N

⇒ x ∈ N.

ͬ باشد. م M R−مدول از اول زیرمدول ͷی N این رو از

صورت این در باشد. R−مدول ͷی M کنید فرض .١ . ١ . ٩ گزاره
p = (N :M) و است M از اول زیرمدول ͷیN آنگاه باشد، M از ماکسیمالͬ زیرمدول N اگر (١

است؛ R از ماکسیمالͬ ایده ال
به است. M از اول زیرمدول ͷی N آنگاه باشد، R از ماکسیمالͬ ایده ال p = (N : M) اگر (٢

ͬ باشد. م M از اولͬ زیرمدول IM ،IM ̸=M که ،I ماکسیمال ایده ال هر برای  خصوص

زیرمدول N چون صورت این در .r ∈ R و a ∈ M \ N و ra ∈ N کنید فرض (١ اثبات.
.r ∈ (N : M) لذا rM = rN + Rra ⊆ N بنابراین .M = N + Ra پس است، M ماکسیمال
R از ایده الͬ I کنید فرض خلف برهان به ،p بودن ماکسیمال اثبات برای است. اول N نتیجه در
m ∈ M لذا و rM ⊈ N نتیجه در دارد. وجود r ∈ I \ p صورت این در .p ⊂ I ⊊ R که باشد



٧ رادیͺال زیرمدول ها و اول نیم زیرمدول های اول، .١ . ١

بنابراین .M = N +Rrm پس است، ماکسیمال زیرمدول N که آنجا از .rm /∈ N که دارد وجود
است. ماکسیمال p پس است. تناقض که rM = rN +Rr٢m ⊆ N

بدون ،M
N

R−مدول
p

که ͬ دهیم م نشان حال ͬ باشد. م اول پس است R ماکسیمال ایده ال p چون (٢

٠ ̸= r + p ∈ R

p
عنصر و m + N ∈ M

N
کنید فرض .T (M

N
) = ٠ دیͽر عبارت به است. تاب

چون حال .r /∈ p و rm ∈ N بنابراین .(r + p)(m + N) = N که طوری به دارد، وجود
که دارد وجود y ∈ p و s ∈ R لذا .p+ rR = R پس ͬ باشد، م ماکسیمال p و p ⊊ p+ rR ⊆ R

.m ∈ N که ͬ شود م نتیجه yM ⊆ N و rm ∈ N چون اکنون .m = ym+srm پس ١ = y+sr

کنید فرض حال است. M R−مدول از اول زیرمدول N ،١ . ١ . ٨ لم به بنا پس T (M
N

) = ٠ یعنͬ
و I ⊆ (IM : M) ̸= R صورت این در .IM ̸= M که طوری به باشد R از ماکسیمالͬ ایده ال I

است. M اول زیرمدول IM بنابراین .(IM :M) = I نتیجه در

،Zp Z−مدول اول زیرمدول تنها صورت این در باشد. اول عددی p کنید فرض .١ . ١ . ١٠ مثال
است. (٠) زیرمدول

زیرمدول (٠) ،١ . ١ . ٩ گزاره دوم قسمت به بنا پس است. ماکسیمال (٠ : Zp) = (p) وضوح به زیرا
،١ . ١ . ٨ لم به بنا آنگاه باشد، Zp از دلخواهͬ اول زیرمدول N اگر کلͬ حالت در ͬ باشد. م Zp اول
،p ̸= q هر ازای به طرفͬ از .p ∈ (N : Zp) زیرا (N : Zp) ̸= ٠ اما باشد. اول باید (N : Zp)

N بودن اول با تناقض در این و Zp = qZp ⊂ N صورت این غیر در زیرا (N : Zp) ̸= (q)

کنید فرض خلف برهان به حال .(N : Zp) = (p) باید است اول (N : Zp) که آنجا از پس است.
که طوری به دارند وجود x, y ∈ Z و y ∈ Zp \N و ٠ ̸= x ∈ N پس .(٠) ̸= N ̸= Zp

(x+ (p))(y +N) = (y + (p))(x+N) = xy +N = N.

.N = (٠) بنابراین ͬ باشد. م N بودن اول با تناقض در این و T (Zp

N
) ̸= ٠ نتیجه در

از سره زیرفضایی W اگر باشد. F میدان روی برداری فضای ͷی V کنید فرض .١ . ١ . ١١ مثال
زیرفضاهای همه که ͬ شود م ملاحظه ١ . ١ . ٩ گزاره به بنا نتیجه در و (W : V ) = ٠ آنگاه باشد، V

ͬ باشند. م اول ،V از W سره

اول آن سره زیرمدول هر هرگاه ͬ شود، م نامیده اول کامل طور به M R−مدول .١ . ١ . ١٢ تعریف
باشد. اول آن صفر غیر سره زیرمدول هر هرگاه ͬ شود م نامیده اول کامل طور به تقریباً و باشد

است. اول کامل طور به تقریباً اول، کامل طور به زیرمدول هر وضوح به



٨ قوی اول طور به زیرمدول های اول و .١

به Z۴ همچنین است. اول کامل طور به برداری، فضای هر ١ . ١ . ١١ مثال به بنا .١ . ١ . ١٣ مثال
نیست. اول کامل طور به ولͬ است اول کامل طور به تقریباً Z۴−مدول عنوان

،r ∈ R هر برای هرگاه گوییم خالص را M R−مدول از N زیرمدول .١۴ . ١ . ١ تعریف

(rM) ∩N = rN.

و باشد اول اگر تنها و اگر است خالص ،M تاب بدون مدول از N سره زیرمدول .١۵ . ١ . ١ لم
.(N :M) = ٠

.r ∈ (N :M) و باشد M تاب بدون R−مدول از خالص سره زیرمدول N کنید فرض (⇐ اثبات.

.(rM) ∩N = rN فرض طبق طرفͬ از (rM) ∩N = rM نتیجه در .rM ⊆ N صورت این در
.r = ٠ ͬ شود م نتیجه است تاب بدون M و M سره زیرمدول N چون و rM = rN بنابراین

.r /∈ (N : M) = ٠ صورت این در .rx ∈ N ،x ∈ M و ٠ ̸= r ∈ R ازای به کنید فرض حال
لذا و rx ∈ rM پس x ∈M چون

rx ∈ (rM) ∩N = rN ⇒ x ∈ N.

است. اول N ͬ دهد م نتیجه این که
،y ∈ rN اگر باشد. M تاب بدون R−مدول از اولͬ زیرمدول N و (N :M) = ٠ کنید فرض (⇒
نتیجه در ،y ∈ N طرفͬ از .y = rx ∈ rM و x ∈ M لذا .y = rx که دارد وجود x ∈ N آنگاه
صورت این در .y ∈ (rM) ∩ N کنید فرض حال .rN ⊆ (rM) ∩ N لذا و y ∈ (rM) ∩ N

و اول زیرمدول N چون .rx ∈ N لذا .y = rx که دارد وجود x ∈ M پس .y ∈ rM و y ∈ N

حͺم و (rM) ∩ N ⊆ rN بنابراین .y = rx ∈ rN نتیجه در .x ∈ N پس r /∈ (N : M) = ٠
است. ثابت

به ،F میدان روی V برداری فضای از W سره زیرفضای هر ،١ . ١ . ١١ مثال به بنا .١۶ . ١ . ١ مثال
خالص زیرمدول M R−مدول سره مستقیم جمعوند هر همچنین است. خالص زیرمدول، عنوان

است. M

که AnnR(M) = ZR(M) اگر تنها و اگر است M R−مدول زیرمدول اول (٠) .١ . ١ . ١٧ گزاره
.ZR(M) = {r ∈ R | ∃ ٠ ̸= m ∈M ; rm = ٠} آن در



٩ رادیͺال زیرمدول ها و اول نیم زیرمدول های اول، .١ . ١

.r ∈ ZR(M) کنید فرض حال .AnnR(M) ⊆ ZR(M) وضوح به تعریف به توجه با (⇐ اثبات.
(٠) چون طرفͬ از rm ∈ (٠) یعنͬ rm = ٠ که طوری به دارد وجود ٠ ̸= m ∈ M بنابراین

لذا .rM ⊆ ٠ نتیجه در .r ∈ (٠ :M) پس m /∈ (٠) و است M اول زیرمدول

rM = ٠ ⇒ r ∈ AnnR(M) ⇒ ZR(M) ⊆ AnnR(M).

پس .r ∈ ZR(M) یعنͬ .rx ∈ (٠) باشیم داشته r ∈ R و ٠ ̸= x ∈ M ازای به کنید فرض (⇒

m ∈M هر ازای به نتیجه در .r ∈ AnnR(M) = ZR(M) فرض طبق

rm = ٠ ⇒ rM = ٠ ⇒ rM ⊆ ٠ ⇒ r ∈ (٠ :M).

است. M اول زیرمدول (٠) بنابراین

اول N صورت این در باشد. M R−مدول از اولیه زیرمدولͬ N کنید فرض (١ .١ . ١ . ١٨ گزاره
باشد. R از اولͬ ایده ال (N :M) اگر تنها و اگر است

زیرمدولͬ N آنگاه است، p−اول زیرمدول ͷی شامل که باشد M از p−اولیه زیرمدولͬ N اگر (٢
است. p−اول

آنگاه باشد، اول M R−مدول از N زیرمدول اگر که است واضح ،١ . ١ . ٨ لم به بنا ⇐ (١ اثبات.
است. R از اولͬ ایده ال (N :M)

در باشد. R از اولͬ ایده ال (N : M) و M R−مدول از اولیه زیرمدولͬ N کنید فرض حال (⇒
.r ∈

√
(N :M) یا x ∈ N که ͬ کند م ایجاب rx ∈ N ،x ∈M و r ∈ R هر ازای به صورت این

یا x ∈ N پس .
√
(N :M) = (N : M) بنابراین است، R از اولͬ ایده ال (N : M) چون

است. اول N نتیجه در و r ∈ (N :M)

rx ∈ N اگر صورت این در باشد. M از p−اولͬ زیرمدول P و P ⊆ N کنید فرض (٢
لذا است، p−اولیه  زیرمدولͬ N که آنجا از .x /∈ P آنگاه ،x /∈ N و r /∈ (N : M) اما

است. p−اول ،N نتیجه در .r ∈
√
(N :M) =

√
p = p

وجود x ∈ R ،r ∈ R هر برای هرگاه ͬ نامند، م منظم نویمان فون را R حلقه .١ . ١ . ١٩ تعریف
.r = r٢x که طوری به باشد، داشته

قرار r ∈ F هر ازای به زیرا است. منظم نویمان فون حلقه ͷی F مانند میدان هر مثال عنوان به
.x = r−١ ͬ دهیم م

است. اول لذا و ماکسیمال منظم، نویمان فون حلقه ͷی از اولیه ایده ال هر .١ . ١ . ٢٠ گزاره



١٠ قوی اول طور به زیرمدول های اول و .١

صورت این در نیست. ماکسیمال که باشد R اولیه ایده ال I کنید فرض خلف برهان به اثبات.
چون بͽیرید. نظر در را r ∈ p \ I .I ⊂ p ⊊ R که دارد وجود چنان R از p ماکسیمال ایده ال
ایده ال I که آنجا از .r = r٢x /∈ I که دارد وجود x ∈ R لذا است، منظم نویمان فون R حلقه
و باطل خلف فرض بنابراین است. تناقض در p بودن ماکسیمال با این و x /∈ I پس است، اولیه

است. ماکسیمال ایده ال I

اولیه زیرمدول هر آنگاه باشد، R منظم نویمان فون حلقه روی مدول ͷی M اگر .١ . ١ . ٢١ نتیجه
است. اول ،M از

ͬ باشد. Rم از اولیه ای ایده ال (N :M) بنابراین Mباشد. از اولیه ای Nزیرمدول کنید فرض اثبات.
N ،١ . ١ . ١٨ گزاره به بنا و بوده R از اولͬ ایده ال (N :M) است، منظم نویمان فون حلقه  R چون

ͬ باشد. م M از اولͬ زیرمدول

R از اولͬ ایده ال (P : M) آنگاه باشد، M R−مدول از اولͬ زیرمدول P اگر .١ . ١ . ٢٢ تبصره
ایده ال (Z : Q) = ٠ مثال، عنوان به نیست. درست مطلب این عکس کلͬ، درحالت اما است.
و ٠ ̸= b ∈ Z هر ازای به زیرا ͬ باشد. نم Q Z−مدول از اولͬ زیرمدول Z ولͬ است Z از اولͬ

.b /∈ (Z : Q) = ٠ حالͬ که در .ba
b
= a ∈ Z ،a

b
∈ Q \ Z

است. زیرمدول ͷی بودن اول برای معادل شرایط بیانگر که ͬ کنیم م بیان را قضیه ای حال

.(N :M) = p که طوری به باشد M R−مدول از سره ای زیرمدول N کنید فرض .١ . ١ . ٢٣ قضیه
معادل اند: زیر گزاره های صورت این در

است؛ M اول زیرمدول N (١
است؛ تاب بدون ،M

N
R−مدول

p
(٢

N؛ = {m ∈M | rm ∈ N} ،r ∈ R \ p هر برای (٣
N؛ = {m ∈M | Jm ⊆ N} ،J ⊈ p که طوری به R از J ایده ال هر برای (۴

p؛ = (N : Rm) ،m ∈M \N هر برای (۵
p؛ = (N : L) ،N ⊂ L که طوری به M از L زیرمدول هر برای (۶

AnnR(m+N)؛ = p ،m ∈M \N هر برای (٧
.ZR(

M

N
) = p (٨

ͬ شوند. م نتیجه سادگͬ به (٣ ⇐ ٢ ⇐ ١ اثبات.
قسمͬ به دارد وجود r ∈ J بنابراین .J ⊈ p قسمͬ که به باشد R از ایده الͬ J کنید فرض (۴ ⇐ ٣



١١ رادیͺال زیرمدول ها و اول نیم زیرمدول های اول، .١ . ١

آنگاه ،Jm ⊆ N ،m ∈M برای اگر حال .N = {m ∈M | rm ∈ N} ،(٣) به بنا لذا و r /∈ p  که
.m ∈ N نتیجه در و rm ∈ N

لذا و J = rR ⊈ p آنگاه ،r /∈ p و rm ∈ N اگر .m ∈ M \ N کنید فرض (۵ ⇐ ۴
و r ∈ p بنابراین است. تناقض که m ∈ N پس ،rm ∈ N چون .N = {m ∈ M | Jm ⊆ N}

.p = (N : Rm) نتیجه در
m ∈ L \N صورت این در .N ⊂ L که قسمͬ به باشد M از زیرمدولͬ L کنید فرض (۶ ⇐ ۵
،(N :M) = p و m ∈ L این که به توجه با حال .(N : Rm) = p ،(۵) قسمت به بنا و دارد وجود

.(N : L) = p که ͬ شود م نتیجه
،(۶) قسمت به بنا و N ⫋ L = N + Rm ⊆ M لذا .m ∈ M \ N کنید فرض (٧ ⇐ ۶

وضوح به .(N : Rm) = p

p = AnnR(
M

N
) ⊆ AnnR(m+N) = (N : Rm) = p

.p = AnnR(m+N) نتیجه در و
.p ⊆ ZR(

M

N
) وضوح به و p = AnnR(m+N) ،(٧) به بنا .m ∈M \N کنید فرض (٨ ⇐ ٧

بنا اما .r ∈ AnnR(m+N) که طوری به دارد وجود m ∈M \N آنگاه ،r ∈ ZR(
M

N
) اگر حال

ͬ شود. م نتیجه حͺم و ZR(
M

N
) ⊆ p نتیجه در .r ∈ p لذا و p = AnnR(m+N) ،(٧) به

ͬ شود. م نتیجه ،١ . ١ . ١٧ گزاره از (١ ⇐ ٨

ͬ نامند م M طیف را M اول زیرمدول های تمام مجموعه ،M R−مدول هر برای .٢۴ . ١ . ١ تعریف
M p−طیف را M p−اول زیرمدول های تمام مجموعه همچنین ͬ دهند. م نشان Spec(M) با و

ͬ دهند. م نشان Specp(M) با و ͬ نامند م
صورت این در .Spec(M) = ∅ یعنͬ ندارند. اولͬ زیرمدول هیچ مدول ها بعضͬ که کنید توجه
بدون مدول از بدیهͬ مثال ͷی صفر مدول مثال، عنوان به ͬ باشد. م اول فاقد ،M R−مدول گوییم

دارند. وجود نیز زیادی بدیهͬ غیر مثال های اما است. اول

جمعͬ گروه باشد. اول عددی p کنید فرض .٢۵ . ١ . ١ مثال

Zp∞ = { a
pn

+ Z | a ∈ Z, n ∈ N ∪ {٠}}

.Spec(Zp∞) = ∅ صورت این در بͽیرید. نظر در Z−مدول عنوان به را
عدد k که ͬ شود م تولید ١

pk
+ Z توسط N ͬ دانیم م آنگاه باشد، Zp∞ از اولͬ زیرمدول N اگر زیرا



١٢ قوی اول طور به زیرمدول های اول و .١

اگر .pZp∞ ⊆ N یا ١
pk+١

+ Z ∈ N لذا p( ١
pk+١

+ Z) ∈ N چون است. مثبتͬ و صحیح

است. تناقض که ،p | ١ نتیجه در .pk+١ | ١ − tp که دارد وجود t ∈ Z آنگاه ، ١
pk+١

+ Z ∈ N

آنگاه ،pZp∞ ⊆ N اگر حال

١
pk+١

+ Z = p(
١

pk+٢
+ Z) ∈ N

است. اول زیرمدول فاقد Zp∞ نتیجه در است. تناقض که ،p | ١ بایستͬ قبل حالت مشابه و

Mزیرمدول صورت این در باشد. مولد متناهͬ و صفر غیر R−مدولͬ ،M کنید فرض .٢۶ . ١ . ١ لم
دارد. L مانند ماکسیمالͬ

چون باشد. M سره زیرمدول های تمام مجموعه Σ = {N : N ≨ M} کنید فرض اثبات.
فرض ͬ گیریم. م نظر در ⊆ جزئͬ ترتیب رابطه با را Σ است. ناتهͬ Σ که ͬ گیریم م نتیجه ،٠ ∈ Σ

به .N = ∪
i∈I
Ni ͬ دهیم م قرار صورت این در باشد. Σ از دلخواهͬ ناتهͬ زنجیر Λ = {Ni}i∈I کنید

برای بالایی کران N و N ∈ Σ پس است. M از سره ای زیرمدول N که ͬ شود م داده نشان راحتͬ
است. شده اثبات حͺم و دارد L مانند ماکسیمالͬ عضو Σ زرن لم به بنا بنابراین است. Λ

متناهͬ M اگر صورت این در باشد. R حلقه روی ناصفر مدولͬ M کنید فرض .١ . ١ . ٢٧ گزاره
.Spec(M) ̸= ∅ آنگاه باشد، مولد

به بنا اما دارد. N مانند ماکسیمالͬ زیرمدول قبل لم به بنا است، مولد متناهͬ M چون اثبات.
.Spec(M) ̸= ∅ لذا و بوده اول N ،١ . ١ . ٩ گزاره (١) قسمت

بخش را D R−مدول صورت این در باشد. صحیح دامنه ͷی R کنید فرض .١ . ١ . ٢٨ تعریف
.D = rD ،٠ ̸= r ∈ R هر ازای به هرگاه ͬ نامند، م پذیر

.n( p
nq

) =
p

q
،٠ ̸= n ∈ Z هر برای زیرا است. پذیر بخش Q Z−مدول مثال عنوان به

صورت این در باشد. صحیح دامنه ͷی R کنید فرض .١ . ١ . ٢٩ لم
است؛ اول زیرمدول بدون پذیر، بخش تابی R−مدول هر (١

است. تابی اول، بدون R−مدول هر (٢

اگر صورت این در نباشد. اول بدون و باشد بخشپذیر تابی R−مدول ،D کنید فرض (١ اثبات.
ͬ شود م نتیجه است، پذیر بخش D چون آنگاه ،q = (N : D) و باشد D از اول زیرمدول ͷی N



١٣ رادیͺال زیرمدول ها و اول نیم زیرمدول های اول، .١ . ١

D لذا است. تناقض این و D = N بنابراین است. تاب بدون ،١ . ١ . ٨ لم به بنا D
N

و q = ٠ که
ͬ باشد. م اول بدون

تبصره به بنا آنگاه T ̸= M اگر باشد. آن تابی زیرمدول T و اول بدون مدول M کنید فرض (٢
است. تابی M و T =M لذا است. تناقض این که ͬ باشد م M از اولͬ زیرمدول T ،۶ . ١ . ١

که M اول زیرمدول های تمام مجموعه ،M R−مدول از N زیرمدول هر برای .١ . ١ . ٣٠ تعریف
ͬ دهند. م نشان V (N) با و ͬ نامند م N گونای چند را هستند N شامل

.V (٠) = Spec(M) و V (M) = ∅ بنابراین
ͬ کند. م بیان را Spec(MS) و Spec(M) بین ارتباط بعد گزاره

گونه ای به p ∈ Spec(R) و باشد R از ضربی بسته زیرمجموعه ͷی S کنید فرض .١ . ١ . ٣١ گزاره
زیرمدول های بین ͷی به ͷی تناظر ͷی صورت این در باشد. MیRͷ−مدول و p∩S = ∅ که باشد

دارد. وجود MS pS−اول زیرمدول های و M p−اول

کنید فرض اثبات.
A = {P | است M از p−اول زیرمدول P }

و
B = {W | است MS از pS−اول زیرمدول W }.

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را ψ : B → A و φ : A→ B نگاشت های حال

φ(P ) = PS و ψ(W ) = f−١(W )

است. f(m) =
m

١ ضابطه با طبیعͬ نگاشت f :M →MS آن در که
باشد. M از p−اولͬ زیرمدول P کنید فرض است. تعریف خوش φ نگاشت ͬ دهیم م نشان ابتدا

آنگاه ،PS =MS اگر است. MS از pS−اولͬ زیرمدول PS ͬ دهیم م نشان

∃ m ∈M \ P ;
m

١ ∈ PS ⇒ ∃ t, s ∈ S ; tsm ∈ P

⇒ ts ∈ (P :M) = p

⇒ t ∈ p یا s ∈ p



١۴ قوی اول طور به زیرمدول های اول و .١

m

t
∈MS و r

s
∈ RS برای کنید فرض حال .PS ̸=MS بنابراین .p∩S = ∅ زیرا است. تناقض که

باشیم داشته

r

s

m

t
∈ PS ⇒ ∃ t′ ∈ S ; t′rm ∈ P

⇒ m ∈ P یا r ∈ (P :M)

⇒ m

t
∈ PS یا r

s
∈ (PS :MS)

به توجه با .(PS :MS) = pS ͬ دهیم م نشان ادامه در ͬ باشد. م MS از اولͬ زیرمدول PS نتیجه در
،P ̸= M چون .r

s
∈ (PS : MS) کنید فرض حال .pS ⊆ (PS : MS) لذا ،(P : M) = p این که

نتیجه در .r
s

m

١ ∈ pS که، طوری به دارد وجود m ∈M \ P لذا

∃ t ∈ S ; trm ∈ P ⇒ tr ∈ (P :M) = p

⇒ r ∈ p

خوش نیز ψ مشابه طور به است. تعریف خوش φ نگاشت بنابراین .(PS : MS) ⊆ pS لذا و
ثابت حͺم لذا و ψ ◦ φ = IA و φ ◦ ψ = IB که داد نشان ͬ توان م سادگͬ به اما ͬ باشد. م تعریف

است.

.(P :M)S = (PS :MS) آنگاه باشد، M از اولͬ زیرمدول P اگر .١ . ١ . ٣٢ نتیجه

است. شده بیان قبل گزاره اثبات ضمن در اثبات.

و r ∈ R هر ازای به هرگاه است، اول نیم M مدول R از N سره زیرمدول .١ . ١ . ٣٣ تعریف
.rm ∈ N که کند ایجاب r٢m ∈ N ،m ∈M

درست آن عکس اما است. اول نیم زیرمدول، ͷی اول زیرمدول های از اشتراکͬ هر .٣۴ . ١ . ١ لم
ͬ باشد. نم اول زیرمدول های از اشتراکͬ لزوماً اول نیم زیرمدول هر یعنͬ نیست

اشتراک هر به و ͬ کنیم م ثابت ͬ باشند، م اول زیرمدول های N و K که K∩N برای را حͺم اثبات.
و باشند دلخواه x ∈ M و r ∈ R کنید فرض ͬ دهیم. م تعمیم اول زیرمدول های از دلخواه
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صورت این در .r٢x ∈ K ∩N

r٢x ∈ K و r٢x ∈ N ⇒ (rx ∈ K یا r ∈ (K :M)) و (rx ∈ N یا r ∈ (N :M))

⇒ rx ∈ K ∩N یا r ∈ (K :M) ∩ (N :M)

⇒ rx ∈ K ∩N یا r ∈ (K ∩N :M)

⇒ rx ∈ K ∩N یا rM ⊆ (K ∩N)

⇒ rx ∈ K ∩N.

است. اول نیم K ∩N لذا

همچنین باشد. آن اول نیم زیرمدول صفر هرگاه است اول نیم M مدول گوییم .٣۵ . ١ . ١ تعریف
زیرمدول هر هرگاه گوییم، اول) نیم کامل طور به (تقریباً اول نیم کامل طور به را M R−مدول

باشد. اول نیم آن صفر) غیر سره زیرمدول (هر سره

زیرمدول تنها صفر آنگاه باشد، M ناصفر R−مدول از اول نیم زیرمدول تنها صفر اگر .٣۶ . ١ . ١ لم
ͬ باشد. م نیز M اول

دارند وجود m ∈ M و r ∈ R صورت این در نباشد. اول M کنید فرض خلف برهان به اثبات.
.rM ̸= (٠) و ٠ ̸= m ∈M ولͬ rm = ٠ که طوری به

نیم N که ͬ دهیم م نشان بͽیرید. نظر در را (٠) ̸= N = {m ∈ M : rm = ٠} ̸= M مجموعه
.ra٢m = ٠ صورت این در .a٢m ∈ N, a ∈ R,m ∈ M کنید فرض منظور این برای است. اول
اول نیم N نتیجه در .am ∈ N پس .ram = ٠ است، اول نیم M چون (ra)٢m = ٠ بنابراین
اول زیرمدول (٠) پس ͬ باشد. م تناقض در است M اول نیم زیرمدول تنها (٠) که این با و است

هست. نیز اول زیرمدول تنها وضوح به که است، M

این در باشد. آن کسرهای میدان K ̸= R و صحیح دامنه ͷی R کنید فرض .١ . ١ . ٣٧ گزاره
است. آن اول نیم زیرمدول تنها K از صفر زیرمدول صورت

و r ∈ R کنید فرض منظور این برای است. K اول زیرمدول (٠) که ͬ دهیم م نشان ابتدا اثبات.
دامنه R چون .ra = ٠ ͬ دهد م نتیجه ra

s
= ٠ صورت این در .s ̸= ٠ و a, s ∈ R که ،a

s
∈ K

زیرمدول (٠) نتیجه در .r ∈ (٠ : K) یا a
s
∈ (٠) بنابراین .a = ٠ یا r = ٠ لذا است، صحیح

ازای به حال باشد. K از اول نیم R−زیرمدول ͷی (٠) ̸= N ⊆ K کنید فرض حال است. اول


