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چͺیده

عددی حل جهت غیرچندجمله�ای اسپلاین�های روش ابتدا پایان�نامه این در
استفاده با روش پایداری است. شده بررسͬ غیرخطͬ شده اصلاح برگرز معادله
که مͬ�دهیم نشان و است گرفته قرار بررسͬ مورد نیومن فون� پایداری آنالیز از
ارائه روش دقت و کاربرد عددی مثال�های با است. پایدار مشروط طور به روش

مͬ�دهیم. نشان بی-اسپلاین روش با مقایسه در را شده
کار به RLW و ساین-گوردن معادلات عددی حل در روش این سپس
روش�های سایر با عددی نتایج روش دقت بررسͬ جهت است. شده گرفته

است. شده مقایسه موجود



تشͺر و تقدیر

مزید اندرش بشͺر و است قربت طاعتشموجب که عزˁوجل، را خدای منّت
ذات. مفرˁح برمͬ�آید چون و است حیات ممدّ مͬ�رود فرو که نفسͬ هر نعمت.

واجب. شͺری نعمت هر بر و است موجود نعمت دو نفسͬ هر در پس
پشت خودش مدد به را تحصیلات از دیͽری مرحله� که بی�انتها شͺر را خدا
است، رسیده انتها به پایان�نامه این نگارش او لطف به که اکنون گذاشتم. سر
و کنم تشͺر چͽینͬ دکتر آقای جناب ارجمند استاد از ابتدا مͬ�دانم لازم خود بر
در ایشان ارزشمند راهنمایی�های پاس به مختاری دکتر آقای جناب از همچنین
دوستانͬ و اساتید تمام از و باشم داشته را قدردانͬ نهایت پایان�نامه این انجام

مͬ�کنم. قدردانͬ دادند یاری پایان�نامه این در مرا که
این داوری که شاهرضایی دکتر آقای جناب و مشهدی دکتر خانم سرکار از

مͬ�کنم. سپاسͽذاری کردند تقبل را پایان�نامه
تمام که عزیزم مادر و پدر پیشͽاه به را خود ستایش و سپاس انتها در و
همسر و مهربانم برادر و خواهر از همچنین و مͬ�نمایم تقدیم آنهاست، از وجودم
کمال بود دلͽرمͬ�ام و حامͬ راهنما، پایان�نامه این مراحل تمام در که عزیزم

دارم. را تشͺر
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x = ٠ : نقاط در که y٢ مقید و y١ طبیعͬ غیرچندجمله�ای اسپلاین درونیاب توابع و f(x) تابع نمودار�های ١.٢
١٨ . . . .xi = ٠ : ٠٫ ٠۶ : ٠٫ ٣, fi = f(xi) از: عبارتند درونیابی نقاط شده�اند. رسم ٠٫ ٠٠١ : ٠٫ ٣

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٢ شͺل بزرگ�نمایی ٢.٢

∆x = ٠٫ ٠٢۵,∆t = ٠٫ ٠٠۵, ν = ٠٫ ٠٠١, α = h٢

١٢ , β = داده�های برای Z(x, ٨) عددی جواب� ١.٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .h٢ − ٢α

∆x = ٠٫ ٠٢۵,∆t = ٠٫ ٠٠۵, ν = ٠٫ ٠٠١, α = h٢

١٢ , β = داده�های برای Z(x, ١١) عددی جواب� ٢.٣
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .h٢ − ٢α

∆x = ٠٫ ٠٢۵,∆t = ٠٫ ٠٠۵, ν = ٠٫ ٠٠۵, α = h٢

١٢ , β = داده�های برای Z(x, ٨) عددی جواب� ٣.٣
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .h٢ − ٢α

∆x = ٠٫ ٠٢۵,∆t = ٠٫ ٠٠۵, ν = ٠٫ ٠٠۵, α = h٢

١٢ , β = داده�های برای Z(x, ١١) عددی جواب� ۴.٣
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .h٢ − ٢α

و ∆x = ٠٫ ٠٢۵,∆t = ٠٫ ٠٠٠۵, ν = ٠٫ ٠٠۵ داده�های برای Z(x, ٢) عددی جواب� تغییرات نمودار ۵.٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .α = h٢

٧ , β = h٢ − ٢α

∆x = ٠٫ ٠٢۵,∆t = ٠٫ ٠٠٠۵, ν = ٠٫ ٠٠۵ داده�های برای Z(x, ٢٫ ۵) عددی جواب� تغییرات نمودار ۶.٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .α = h٢

٧ , β = h٢ − ٢α و

و ∆x = ٠٫ ٠٢۵,∆t = ٠٫ ٠٠٠۵, ν = ٠٫ ٠٠٧ داده�های برای Z(x, ٢) عددی جواب� تغییرات نمودار ٧.٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .α = h٢

٧ , β = h٢ − ٢α
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٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .α = h٢

٧ , β = h٢ − ٢α و

α = و k = ٠٫ ٠٠٠١, h = ٠٫ ٠۴, α = h٢

۶ , β = h٢ − ٢α داده�های با Z(x, ١) عددی جواب� ١.۴
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .h٢

۶ , β = h٢ − ٢α

α = و k = ٠٫ ٠٠٠١, h = ٠٫ ٠۴, α = h٢

١٢ , β = h٢ − ٢α داده�های با Z(x, ١) عددی جواب� ٢.۴
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۶ , β = h٢ − ٢α

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا رشد روند ٣.۴

۶١ . . . زمان. در d = ٠٫ ١, ϵ = µ = ١, N = ٨٠٠,∆t = ٠٫ ١ پارامتر�های با سلیتونͬ موج تک حرکت ١.۵
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مقدمه

جنبه�های در که ریاضͬ مسائل حل به بشر نیاز علوم، روزافزون پیشرفت با
که آنجایی از است. افزایش حال در دارند فراوانͬ کاربرد زندگͬ گوناگون
تحلیلͬ روش�های از بعضͬ یا و کرد حل تحلیلͬ روش با را مسئله هر نمͬ�توان
برخوردار ویژه�ای اهمیت از عددی روش�های هستند، طولانͬ و پیچیده بسیار

هستند.
عددی روش�های این کردن دقیق�تر پی در بشر محاسبات، سرعت رشد با
و معمولͬ دیفرانسیل معادلات مسائل حل در عددی روش�های جمله از است.
غیرچندجمله�ای اسپلاین�های و اسپلاین روش�های به مͬ�توان پاره�ای مشتقات با
تحولͬ معادله چند حل جهت عددی روش ͷی پایان�نامه این در کرد. اشاره
شامل که است شده گرفته کار به غیرچندجمله�ای اسپلاین مبنای بر غیرخطͬ

است: زیر مطالب
شده پرداخته اسپلاین درونیابی و درونیابی تعریف بیان به اول فصل در
مطرح غیرچندجمله�ای اسپلاین توابع ͷکم به درونیابی دوم فصل در است.
در است. شده آورده درونیابی نوع این دقت بررسͬ جهت مثال ͷی و است شده
روشاسپلاین با برگرز غیرخطͬ پاره�ای مشتقات با دیفرانسیل معادله سوم فصل
بررسͬ نیومن کمͷروشفون روشبه پایداری است. شده غیرچندجمله�ایحل
روشبی- عددی نتایج با عددی نتایج روش این دقت بررسͬ جهت است. شده
Sine- معادله پژوهشͬ کار ͷی در چهارم فصل در است. شده مقایسه اسپلاین
روش خطای و است شده حل غیرچندجمله�ای اسپلاین�های روش با Gordon
موج�های معادله پژوهشͬ کار ͷی در نیز پنجم فصل در است. شده محاسبه نیز
متفرق�کننده موج�های مطالعه در مطرح معادلات از ͬͺی که RLW منظم طولͬ
حرکت نمودار�های و است شده حل غیرچندجمله�ای اسپلاین روش توسط است
نتایج شبیه�سازیشده�اند. فصل این در سلیتونͬ موج برهم�کنشدو و تکسلیتون

هستند. دسترس در اعداد جداول صورت به روش این از حاصل عددی
است. شده تنظیم [١] مرجع اساس بر پایان�نامه این مطالب

ه�



١ فصل

مقدمات

مقدمه ١.١
صورت به محاسبات ریاضͬ، مسائل عددی حل در رقمͬ، کامپیوترهای اولین ساخت از قبل
از که، مͬ�کرد ایجاب دستͬ محاسبات کار بودن فرسا طاقت و سخت مͬ�شدند. انجام دستͬ
اتلاف از جلوگیری برای زمان آن در بودند. کمتر محاسبات دارای که شود استفاده روش�هایی
مͬ�شد استفاده دسترسبود در اعداد صورتجداول به که دیͽران کار نتایج از زیاد هزینه و وقت
مبحث و مͬ�شد گرفته کار به وسیعͬ طور به متناهͬ تفاضلات پایه�ی بر درونیابی فرمول�های و
عددی آنالیز گوناگون مسائل� حل در که بود شده ابداع متناهͬ تفاضلات حساب نام به جدیدی

مͬ�رفت. کار به کاربردی ریاضͬ و
جمله از عددی آنالیز در انقلابی ١٩۵٠ دهه در رقمͬ������ کامپیوترهای از وسیع استفاده زمان از
تقلیل را متناهͬ تفاضلات� و سنتͬ عددی جداول نقش که شد ایجاد درونیابی و تقریب نظریه
در یا و ریاضͬ پیچیده�ی مسائل از بسیاری در اعداد جداول و دستͬ روش�های هنوز اما داد.
درونیابی رایانه�ها، و ماشین�حساب از استفاده� با امروزه دارند. فراوان کاربرد ریاضͬ ͷفیزی
دیͽر موارد در آمده دست به فرمول�های که جهت آن از ولͬ است استفاده� مورد کمتر جدولͬ

مͬ�آیند. شمار به عددی آنالیز عمده مسائل از همچنان درونیابی� مسائل هستند، مفید
تهیه� آن کاربرد نخستین جمله از دارد. مهمͬ������ کاربردهای چندجمله�ای درونیابی نظریه
حل عددی، انتگرال�گیری تقریب، نظریه زمینه�های در روش�هایی ایجاد جهت ریاضͬ ابزارهای
دیͽر کاربرد است. مشتقاتپاره�ای با معادلاتدیفرانسیل و معمولͬ معادلاتدیفرانسیل عددی
محاسباتͬ نظر نقطه از حال به تا گذشته از است. جدولͬ توابع با کار جهت وسایلͬ تهیه آن
نظریه است. آمده� دست به جدولͬ داده�های با چندجمله�ای درونیابی برای مناسبی شͺل�های
متداول بسیار اسپلاین توابع معرفͬ با بعد به ١٩۶٠ دهه اوایل از چندجمله�ای تکه�ای درونیابی
مͬ�دهند. نسبت او ١٩۴۶ مقاله�های در ١ شونبرگ به عمدتاً را اسپلاین توابع نظریه آغاز شد.

١
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به دادند. ادامه اسپلاین�ها روی کار و تحقیق به او شاگردان از تعدادی و شونبرگ ١٩۴۶ از بعد
وجود برای یͷقضیه بار نخستین برای ١٩۵٣ و ١٩۴٩ سال�های در ٢ ویتنͬ خصوصشونبرگو
نظریه در گوناگون به�انحاء چندجمله�ای، تکه�ای توابع این کردند. اثبات درونیاب اسپلاین�های
دیفرانسیل معادلات عددی حل عددی، انتگرال�گیری داده�ها، برازش رایانه�ای، ͷگرافی تقریب،
ͷی برای مͬ�شوند. گرفته کار به پاره�ای مشتقات با دیفرانسیل معادلات عددی حل و معمولͬ
مراجعه ١٩٨١ ۵ شومیͺر و ١٩٧٨ ۴ دبور و ١٩۶٧ ٣ همͺاران و آلبرگ به مͬ�توان کلͬ مطالعه

کرد.
توابع سایر به نسبت دیرباز از سه� درجه اسپلاین توابع از استفاده� با درونیابی میان این در
مشͺلاتچندجمله�ای�های و هستند هموار نستباً توابع این استزیرا بوده� استفاده مورد بیشتر اسپلاین

ندارند. را بالاتر درجات با

آن انواع و درونیابی ٢.١

پیدا با دهیم نمایش P (x, a٠, a١, · · · , an) نماد با را x متغییره ͷی توابع از خاص رده�ای اگر
مͬ�شود. مشخص رده این از تابع هر ،a٠, a١, · · · , an پارامتر n+ ١ کردن

به را (xi, fi), i = ٠,١, · · · , n مختلط یا حقیقͬ نقاط زوج اگر .١.٢.١ تعریف
درونیابی مسئله باشیم، داشته جدولͬ تابع ͷی از ،i ̸= k هر برای� xi ̸= xk که طوری
که: طوری به ،a٠, a١, . . . , an پارامتر n+ ١ تعیین از است عبارت P (x, a٠, a١, · · · , an)

P (xi, a٠, a١, · · · , an) = fi, i = ٠,١, · · · , n.

خطͬ درونیابی ١.٢.١
باشد داشته بستگͬ a٠, a١, · · · , an، پارامترهای به خطͬ طور به P (x, a٠, a١, · · · , an) اگر

یعنͬ مͬ�شود. نامیده خطͬ درونیابی ͷی

P (x, a٠, a١, · · · , an) = a٠p٠(x) + a١p١(x) + · · ·+ anpn(x).

تشͺیل اگر و مͬ�شود نامیده درونیابی فضای مولد مجموعه�ی {p٠(x), p١(x), · · · , pn(x)} که
مͬ�شود. محسوب درونیابی فضای برای پایه�ای آنگاه بدهند نیز را خطͬ مستقل مجموعه ͷی

مͬ�شود. اشاره آنها به خلاصه طور به ذیل در که دارد مختلفͬ انواع نیز خطͬ درونیابی
٢

Viteni
٣

Ahlberg et al
۴

Debor
۵

Schumaker

٢



جمله�ای چند درونیابی

از: است عبارت که کرد اشاره چندجمله�ای درونیابی به مͬ�توان خطͬ درونیابی�های جمله از

P (x, a٠, a١, · · · , an) = a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n,

درونیابی شامل خود نوبه� به درونیابی نوع این است. شده� اشاره آن وجود به ( ٢.٢.١ ) قضیه در و
است. · · · و هرمیتͬ نیوتن، لاگرانژ،

ها xi که طوری به (xi, fi), i = ٠,١, · · · , n درونیاب نقطه n+ ١ برای .٢.٢.١ قضیه
به دارد وجود یͺتا صورت به n مساوی یا کمتر درجه از چندجمله�ای ͷی باشند، مجزا دوبه�دو

که طوری
P (xi, a٠, a١, · · · , an) = fi, i = ٠,١, · · · , n.

.[٢] مرجع اثبات:

مثلثاتͬ درونیابی

از: است عبارت که کرد اشاره مثلثاتͬ درونیابی به مͬ�توان خطͬ درونیابی�های جمله از

P (x, a٠, a١, · · · , an) = a٠ + a١e
ix + · · ·+ ane

nix.

غیرخطͬ درونیابی ٢.٢.١
ͷی نباشد وابسته ،a٠, a١, · · · , an پارامترهای به خطͬ طور به P (x, a٠, a١, · · · , an) اگر
خلاصه طور به زیر در که دارد مختلفͬ انواع نیز غیرخطͬ درونیابی داریم. غیرخطͬ درونیابی

شد. خواهد اشاره آنها به

کسری درونیابی

نوشته زیر صورت به که کرد اشاره کسری درونیابی به مͬ�توان غیرخطͬ درونیابی�های جمله از
مͬ�شود:

P (x, a٠, a١, · · · , an, b٠, b١, · · · , bn) =
a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n

b٠ + b١x+ · · ·+ bnxn
.

نمایی درونیابی

است: زیر صورت به آن فرمول که است نمایی درونیابی غیرخطͬ، درونیابی از دیͽری رده

P (x, a٠, a١, · · · , an, λ٠, λ١, · · · , λn) = a٠e
λ٠x + a١e

λ١x + · · ·+ ane
λnx.

٣



اسپلاین درونیابی ٣.١
نیز درونیاب چندجمله�ای درجه درونیاب، نقاط تعداد شدن بیشتر با چندجمله�ای درونیابی در
نقاط در تابع خطای و �شود درونیاب تابع شدید نوسانات باعث مͬ�تواند این که� مͬ��������رود بالاتر
����������کند. پیدا افزایش درونیابی خطای سبب همین به� و ����������������کند پیدا افزایش فاحشͬ طور به مرز ͷنزدی
در سپس شده افراز زیربازه� متناهͬ تعداد به درونیابی بازه� ابتدا مشͺل، این کردن مرتفع جهت
درونیابی، نوع این مͬ�شود. درونیابی k درجه از حداکثر چندجمله�ای ͷی با تابع زیربازه هر

دارد. نام k درجه از چندجمله�ای تکه�ای درونیابی
همواری علت� به که است اسپلاین درونیابی چندجمله�ای، تکه�ای درونیابی انواع از ͬͺی
درونیاب منحنͬ�های اسپلاین توابع است. بالاتر دیͽر روش�های از روش این دقت تقریب، تابع
پروژه�های در اسپلاین تقریب توابع مͬ����������������کنند. تولید دیͽر درونیابی�های به نسبت را هموارتری
دارند. وسیعͬ کاربردهای توابع تقریب و عددی روش�های در و گراف ،ͬͺگرافی علوم کاربردی،

بازه از افراز ͷی ∆ = {a = x٠ < x١ < · · · < xn = b} کنید فرض .١.٣.١ تعریف
با S : [a, b] → R حقیقͬ تابع ͷی ∆ افراز روی k درجه از اسپلاین تابع ͷی باشد. [a, b]

است: زیر خواص

k درجه از حداکثر چندجمله�ای ͷی [xi, xi+١] زیربازه�های از ͷی هر روی� S(x) تابع -١
مͬ�باشد.

عبارتͬ به یا است. مشتق�پذیر بار k − ١ پیوسته طور به [a, b] بازه روی S(x) تابع -٢
.S(x) ∈ Ck−١[a, b]

از اسپلاین درونیابی ͷی باشند درونیاب نقاط زوج (xi, fi), i = ٠,١, · · · , n اگر
صدق آن در درونیابی نقاط که طوری به است k درجه از اسپلاین تابع ͷی کردن پیدا ،k درجه

کنند.
اسپلاین تابع مͬ������دهد مناسب�تری تقریب مسائل، از بسیاری در که اسپلاینͬ تابع انواع از ͬͺی
روش دو و گرفته نظر در را مͺعبی اسپلاین تابع بنابراین است. مͺعبی اسپلاین تابع یا سه� درجه

مͬ�کنیم. معرفͬ ادامه در آن آوردن دست به برای

اول روش ١.٣.١
که کرده افراز ∆ = {a = x٠ < x١ < · · · < xn = b}صورت به را [a, b] بازه ابتدا -١

است. مشخصشده� نقاط این در تابع مقدار و هستند درونیاب نقاط ها xi

در فرد به منحصر پایه سری ͷی زیربازه، هر برای� {١, x, x٢, x٣} اصلͬ پایه�های انتقال با -٢
از: عبارتند پایه�ها [xi, xi+١] زیربازه در مثال طور به مͬ�شود. مشخص زیربازه }هر

١, (x− xi), (x− xi)
٢, (x− xi)

٣} .
۴



مͬ�شود. نوشته زیربازه همان پایه�های� از خطͬ ترکیب صورت به تقریب تابع زیربازه هر در -٣
است: زیر صورت به تقریب تابع [xi, xi+١] زیربازه برای مثال طور به

si(x) = ai(x− xi)
٣ + bi(x− xi)

٢ + ci(x− xi) + di.

بنابراین دارد، وجود ai, bi, ci, di مجهول پارامتر ۴ ͷی هر در که دارد وجود زیربازه n اینجا در
شرایط از باید را معادلات این است. نیاز معادله ۴n به مجهول ضرایب این آوردن دست به برای

کرد. استخراج شده�اند آورده زیر در که درونیابی بر حاکم

مͬ����������������کنند. صدق تقریب تابع در ،(xi, fi), i = ٠,١, · · · , n درونیاب نقاط .١

.[a, b] بازه در تقریب تابع اول مشتق پیوستگͬ .٢

.[a, b] بازه در تقریب تابع دوم مشتق پیوستگͬ .٣

که کنند، صدق s٠(x) زیرتابع در باید (x١, f١), (x٠, f٠) درونیاب نقاط ١ شرط به توجه با
است: زیر صورت به معادله دو }نتیجه�

s٠(x٠) = f٠ (١)
s٠(x١) = f١ (٢)

مͬ�آید. دست به معادله ٢n بنابراین .si(x), i = ١, · · · , n−١ تمام برای ترتیب همین به� و
مͬ����������������کنیم. تحمیل S(x) به زیر صورت به را سه و دو های شرط ادامه در

یعنͬ دارد پیوسته دوم و اول مرتبه� مشتقات x = xi, i = ١, · · · , n−١ در S(x) تابع
بنابراین: باشند مساوی راست و چپ مشتقات باید نقاط این }در

s′i−١(xi) − s′i(xi) = ٠
s′′i−١(xi)− s′′i (xi) = ٠ i = ١, · · · , n− ١. (١.١)

طور به اسپلاین تابع اینکه برای است. شده� حاصل معادله ۴n-٢ کنون تا شرایط تمام اعمال با
کرد تحمیل درونیابی به اضافͬ شرط دو مͬ�توان است. نیاز دیͽر معادله� دو مشخصشود یͺتا
نوع سه اضافͬ، شرط دو به توجه با آورد. دست به را نظر مورد اسپلاین تابع شرط دو این با و

از: عبارتند که مͬ�آید دست به متفاوت اسپلاین

معادله دو آنگاه شوند، اضافه S ′′(b) = ٠ و S ′′(a) = شرط�های٠ اگر طبیعͬ: اسپلاین - ١
مͬ�شود. نامیده طبیعͬ اسپلاین حاصل، اسپلاین و مͬ�آیند دست به }زیر

s′′٠(x٠) = ٠
s′′n−١(xn) = ٠

۵



شرط�های اگر متناوب: اسپلاین - ٢
S(a) = S(b)

S ′(a) = S ′(b)

S ′′(a) = S ′′(b)

متناوب اسپلاین را حاصل اسپلاین و مͬ�آیند دست به زیر معادله دو آنگاه شوند، اضافه
باشند. داشته را f٠ = fn شرط نیز درونیابی نقاط که هست لازم البته }گویند.

s′٠(x٠)− s′n−١(xn) = ٠
s′′٠(x٠)− s′′n−١(xn) = ٠

شرط دو کردن اضافه با باشند حقیقͬ عدد دو t٢ و t١ اگر کامل: یا مقید اسپلاین - ٣
S′(a) = t١

S ′(b) = t٢

مͬ�شود. نامیده کامل یا مقید حاصل اسپلاین و مͬ�آیند دست به زیر معادله }دو
s′٠(x٠) = t١
s′n−١(xn) = t٢

مͬ�توان قبل معادلات به مͬ�آید دست به بالا روش�های از ͬͺی به� که معادله دو کردن اضافه با
اسپلاین معادلات دستگاه مثال طور به آورد. دست به مجهول ۴n با معادله ۴n دستگاه ͷی

است. زیر صورت به طبیعͬ

s٠(x٠) = f٠ (١)
s٠(x١) = f١ (٢)
s١(x١) = f١
s١(x٢) = f٢
... ...
sn−١(xn−١) = fn−١ (٢n− ١)
sn−١(xn) = fn (٢n)
.........................................................
s′٠(x١)− s′١(x١) = ٠ (٢n+ ١)
s′١(x٢)− s′٢(x٢) = ٠ (٢n+ ٢)

s′′n−٢(xn−١)− s′′n−١(xn−١) = ٠ (۴n− ٢)
.........................................................
s′′٠(x٠) = ٠ (۴n− ١)
s′′n−١(xn) = ٠ (۴n)

مͬ�گردد. تعیین اسپلاین تابع ضرایب فوق معادلات دستگاه حل با

۶



دوم روش ٢.٣.١

ͷی حل از گشتاورها و است تعریف قابل نیز خود گشتاورهای توسط مͺعبی اسپلاین تابع
n+١ به ۴n از قبل روش به نسبت مجهولات تعداد روش این در مͬ�آیند. دست به خطͬ دستگاه

باشد. صرفه�تر به مقرون روش این که� مͬ��������رسد نظر به بنابراین مͬ������یابد. کاهش
و باشد [a, b] بازه از افرازی ∆ = {a = x٠ < x١ < · · · < xn = b} اگر

مͬ�دهیم: قرار باشند، درونیاب نقاط ها (xi, fi), i = ٠,١, · · · , n

hi+١ : = xi+١ − xi, i = ٠,١, · · · , n− ١
Mi : = s′′(xi), i = ٠,١, · · · , n.

در مͺعبی اسپلاین تابع که آنجایی از مͬ�شوند. نامیده مͺعبی اسپلاین تابع گشتاورهای Miها

زیربازه� هر در آن دوم مشتق بنابراین است سه� حداکثر درجه از تابع ͷی[xi, xi+١] زیربازه هر
مͬ�باشد: ͷی درجه� از خطͬ تابع ͷی

s′′i (x) =Mi
xi+١ − x

hi+١
+Mi+١

x− xi
hi+١

x ∈ [xi, xi+١]. (٢.١)

مͬ�شود: مشخص [xi, xi+١] بازه در مͺعبی اسپلاین تابع ( ٢.١ از( انتگرال�گیری بار دو با

s′i(x) = −Mi
(xi+١ − x)٢

٢hi+١
+Mi+١

(x− xi)
٢

٢hi+١
+ Ai (٣.١)

si(x) = Mi
(xi+١ − x)٣

۶hi+١
+Mi+١

(x− xi)
٣

۶hi+١
+ Ai(x− xi) + Bi (۴.١)

نقاط انتگرال�گیری ثابت�های آوردن دست به برای هستند. انتگرال�گیری� ثابت�های Bi Aiو که
بنابراین: مͬ�شوند داده صدق ( ۴.١ ) در (xi+١, fi+١) ,xi)و fi)درونیاب

Bi = fi −Mi

h٢
i+١

۶
,

Ai =
fi+١ − fi
hi+١

− hi+١

۶
(Mi+١ −Mi) (۵.١)

از: است عبارت گشتاورهایش برحسب si(x) حال

si(x) = αi(x− xi)
٣ + βi(x− xi)

٢ + γi(x− xi) + δi (۶.١)

که: طوری به

αi =
s′′′i (xi)

۶
=
Mi+١ −Mi

۶hi+١
, s′′i (xi) = ٢βi =Mi

s′i(xi) = γi = −Mi
h٢

۶
+ Ai, si(xi) = δi = fi.

٧



به منجر x = xi, i = ١,٢, · · · , n− ١ نقاط در اسپلاین تابع اول مشتق پیوستگͬ شرط
( ٣.١ ) در Ai برای ( ۵.١ ) مقدار جایͽذاری با Miمͬ�شود. گشتاورهای برای معادله n-١

داریم:

s′i(x) = −Mi
(xi+١ − x)٢

٢hi+١
+Mi+١

(x− xi)
٢

٢hi+١
+
fi+١ − fi
hi+١

− hi+١

۶
(Mi+١ −Mi)

هستند: برابر هم با راست مشتق و چپ xمشتق = xi نقطه هر در که آنجایی از

s′i(xi) = s′i−١(xi)

بنابراین

hi
۶
Mi−١ +

hi + hi+١

٣
Mi +

hi+١

۶
Mi+١ =

fi+١ − fi
hi+١

− fi − fi−١

hi
(٧.١)

دستگاه� حل برای که دیͽر معادله دو دارد. وجود گشتاور n+١ برای معادله n-١ نتیجه در
آورد: دست به ( ٣ ) و ( ٢ ) ،( ١ ) مرزی شرایط از کدام هر از جداگانه� مͬ�توان را است احتیاج

-١
s′′٠(a) =M٠ = ٠ =Mn = s′′n−١(b)

-٢

s′′٠(a) = s′′n−١(b) =⇒M٠ =Mn,

s′٠(a) = s′n−١(b) =⇒
hn
۶
Mn−١ +

hn + h١

٣
Mn +

h١

۶
M١

=
f١ − fn
h١

− fn − fn−١

hn
.

دهیم: قرار اگر است یͺسان i=n برای ( ٧.١ ) با آخر شرط

hn+١ := h١ Mn+١ :=M١ fn+١ := f١.

. fn = f٠ که دارد احتیاج (٢) شرط که مͬ����������������کنیم یادآوری

-٣

s′٠(a) = f ′
٠ =⇒ h١

٣
M٠ +

h١

۶
M١ =

f١ − f٠

h١
− f ′

٠

s′n−١(b) = f ′
n =⇒ hn

۶
Mn−١ +

hn
٣
Mn = f ′

n −
fn − fn−١

hn
.

٨



شود: نوشته زیر فرم به مͬ�تواند ( ٧.١ ) فرمول

µiMi−١ + ٢Mi + λiMi+١ = di, i = ١,٢, ..., n− ١, (٨.١)

معرفͬ با

λi : =
hi+١

hi + hi+١
, µi := ١ − λi =

hi
hi + hi+١

di : =
۶

hi + hi+١
{fi+١ − fi

hi+١
− fi − fi−١

hj
}.

مͬ�شود: تعریف زیر موارد این بر علاوه (١) قسمت در

λ٠ := ٠, d٠ := ٠, µn := ٠, dn := ٠, (٩.١)

(٣) قسمت ودر

λ٠ := ١, d٠ :=
۶
h١

(
f١ − f٠

h١
− f ′

٠)

µn := ١, dn :=
۶
hn

(f ′
n −

fn − fn−١

hn
). (١٠.١)

برای زیر خطͬ معادلات دستگاه و(٣) (١) قسمت�های مورد در فوق موارد به توجه با پس
مͬ�شود: حاصل گشتاورها

٢M٠ + λ٠M١ = d٠,
µ١M٠ + ٢M١ + λ١M٢ = d١,

. . . .
. . . .

. . . .
. . . .

µn−١Mn−٢ + ٢Mn−١ + λn−١Mn = dn−١,
µnMn−١ + ٢Mn = dn.

(١١.١)
مͬ�شود: تعریف نیز (٢) قسمت درمورد

λn : =
h١

hn + h١
, µn := ١ − λn =

hn
hn + h١

dn : =
۶

hn + h١
{f١ − fn

h١
− fn − fn−١

hn
}.

٩



از: است عبارت قسمت این به مربوط معادلات دستگاه ,M٢,M١و · · · ,Mn =M٠ که

٢M١ + λ١M٢ µ١Mn = d١,
µ٢M١ + ٢M٢ + λ٢M٣ = d٢,

. . . .
. . . .

. . . .
. . . .

µn−٢Mn−٢ + ٢Mn−١ + λn−١Mn = dn−١,
λn µnMn−١ + ٢Mn = dn.

[a, b] بازه از ∆ = {a = x٠ < x١ < · · · < xn = b} افراز هر ازای� به� .٢.٣.١ قضیه
دارد. یͺتا جواب خطͬ معادلات از ( ١٢.١ ) دستگاه

عددی نتایج ۴.١

مقایسه را مقید و طبیعͬ مͺعبی اسپلاین ͷکم به درونیابی دقت مثال ͷی آوردن با اینجا در
کرد. خواهیم

تابع .١.۴.١ مثال
f(x) = sin(x) + ٠٫ ١ sin(٣٢x)

[٠,٠٫ ٣] بازه در را تابع (xi, fi), i = ٠, · · · , nدرونیاب نقاط به توجه با بͽیرید. نظر را
،ͷی نرم توسط روش هر دقت� مͬ����������������کنیم. درونیابی مقید و طبیعͬ مͺعبی اسپلاین روش دو با
به ترتیب به ( ٢.١ ) و ( ١.١ ) جداول در عددی نتایج مͬ�شود. سنجیده بینهایت نرم و دو نرم
در خطا�ها شده�اند. آورده متفاوت گام�های طول با مقید اسپلاین و طبیعͬ اسپلاین توابع ͷکم

شده�اند. محاسبه x نقاط

برای که مͬ�شود نتیجه ( ٢.١ ) و ( ١.١ ) جدول�های در عددی نتایج مقایسه با .٢.۴.١ نتیجه
k درجه اسپلاین روش نیست صفر b و a مرزی نقاط در آن k)ام − ١) مشتق که f(x) تابع
(١−k)ام مرتبه� مشتق که توابعͬ برای ولͬ است. طبیعͬ k درجه اسپلاین روش از دقیق�تر مقید

است. یͺسان درونیابی دو این نتایج باشد صفر آن

١٠


