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2  مروري بر آناليز تغييراتي و آناليز تابعي

  فصل اول

  مروري بر آناليز تغييراتي و آناليز تابعي

  

 پايـه يـك      ، در اين فصل به تعاريف و اصـطلاحات مقـدماتي از جملـه فـضاهاي توپولوژيـك                 :مقدمه  

 ، فضاي دوگان ، فضاي  نيم متريك و شبه متريك ، فضاهاي متريك ، فضاهاي هاسدورف ، توپولوژي

نرم و فـضاهاي  ،  فضاهاي مرتب  ، دنباله ها و تورها،  ي محدب   فضاها،  توابع پيوسته   ،   فشردگي   باناخ ،   

  [25]   و[24] و[23] و  [12] .نرمدار اشاره كرده و قضاياي مهم مربوط به هر يك را بيان مي نماييم 

  

 فضاهاي توپولوژي  .1

 

 X از زيرمجموعـه هـاي      τ گردايـه اي ماننـد       Xيك توپولوژي در مجموعـه      : تعريف  ) 1-1-1 

  :است كه در شرايط زير صدق مي كند 

1 (X و φ به τ  تعلق دارند .  

   .τ متعلق است به τاجتماع اعضاي هر زيرگردايه ) 2

   .τ متعلق است به τاشتراك اعضاي هر زيرگردايه متناهي ) 3

 يك فضاي توپولوژيك ناميده مي شـود كـه بـا            X موجود در    τ به همراه توپولوژي     Xمجموعه  

)نماد  , )X τ نمايش داده مي شود  .  
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 ، گردايـه اي     X  مجموعه اي باشـد ، يـك پايـه توپولـوژي در               X فرض كنيم    :تعريف  ) 1-1-2

  :  بطوريكه X هاي است از زيرمجموعه

xبه ازاي هر ) 1 X∈ دست كم يك عضو پايه مانند  B شامل  x موجود است .  

  3B باشـد آنگـاه عـضوي از پايـه ماننـد          2B و   1B متعلق به اشتراك دو عضو پايه ماننـد          xاگر  ) 2

3xوجود دارد بطوريكه  B∈ 3  و 1 2B B B⊂ ∩.    

  

)  يك مجموعه غيرتهي باشد ،       X اگر )P X و { },X φ  توپولـوژي روي  X    هـستند كـه اولـي  

  .توپولوژي گسسته و دومي را توپولوژي بديهي مي گوييم 

  

2  باشـند بطوريكـه       X توپولوژيهـاي روي     2τ و   1τاگـر   : تعريف  ) 1-1-3 1τ τ⊂      2  ، گـوييمτ  

  اسـت و  Xبه طور مثال توپولوژي بـديهي ضـعيف تـرين توپولـوژي روي     .  است 1τضعيف تر از    

  .  است Xن توپولوژي روي توپولوژي گسسته قوي تري

  

).( :تعريف  ) 1-1-4 τX      يك فضاي برداري توپولوژيكي  )TVS (   است اگرτ    يـك توپولـوژي

  باشد به طوريكه  X روي

yxyx) يك  XXX از ),(→+   .  پيوسته باشد ×→

txxt) دو  XXF از ),(→   .  پيوسته باشد ×→
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),(فرض كنيد  :گزاره ) 1-1-5 τX يك )TVS (  است .  

o,اگر  ) يك   ox X t F∈ oo نگاشـت     آنگاه  ∋ xxtx .  پيوسـته اسـت      X بـه     X از   →+

  .   يك همانريختي است X به روي  X  نگاشت مذكور از  ot≠0 اگر 

}:{  باشـد آنگـاه    X   در0 از ) بـاز  ( يـك پايـه همـسايگي     ϑاگر  ) دو   ϑϑ ∈+=+ uuxx oo  

  .  است oxاز ) باز ( يك پايه همسايگي 

Ftt نيز براي هر   tU  باشد باز  Uاگر ) سه  ∈≠   .  باز است )0(

UVV بطوريكه ϑ∈∃V باشند آنگاه ϑ∈uو  0 يك پايه همسايگي در ϑاگر ) چهار  ⊆+ .   

  

kt كراندار است اگـر     X چون   TVS از يك     B جموعه  يك زير م   :تعريف  ) 1-1-6 o→  و 

{ }kx B⊆ )  نتيجه دهد  ) از اسكالر هاoxt kk →.    

  

 شبه متريك  و فضاهاي متريك  -2

 

ــف )  1-2-1 ــدار    X: تعريـ ــابع حقيقـــي مقـ ــد ، تـ ــر بگيريـ ــه غيرتهـــي در نظـ  را يـــك مجموعـ

:d X X +× → ℝ  را يك متر رويX گوييم هرگاه شرايط زير برقرار باشند : 

1  (0),( ≥yxd  اي هر بر,x y X∈  

2 (0),( =yxd    اگر و تنها اگرx y=  

x,به ازاي هر) 3 y X∈  داريم ( , ) ( , )d x y d y x= 

4  (),(),(),( yzdzxdyxd Xzyx براي هر  ≥+ ∈,, .  
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ــف ) 1-2-2 ــدار    X: تعريـ ــي مقـ ــابع حقيقـ ــد ، تـ ــر بگيريـ ــي در نظـ ــه غيرتهـ ــك مجموعـ  را يـ

:d X X +× → ℝ  را يك شبه متريك رويX گوييم هرگاه شرايط زير برقرار باشند :  

1 ( 0),( ≥yxd  براي هر,x y X∈ 

2 (0),( =yxd    اگر و تنها اگرx y=  

3 ( ),(),(),( yzdzxdyxd Xzyx  براي هر ≥+ ∈,,. 

  

  :ي هاسدورف ها فضا-3

رگاه به ازاي هـر دونقطـه     را فضاي هاسدورف خوانيم ه     X فضاي توپولوژيك    :تعريف  ) 1-3-1

فت مي شوند كه از هم  يا2x  و 1x بترتيب از 2U و 1U  همسايگي هاي X از 2x  و      1xمتمايز  

1جدا باشند يعني  2U U φ∩ = .   

  

  . هر زيرفضاي هاسدورف ، فضاي هاسدورف است :قضيه ) 1-3-2

  .حاصلضرب فضاهاي هاسدورف نيز هاسدورف است : قضيه ) 1-3-3

  . بسته است  ، هر زيرمجموعه متناهي ،Xدر فضاي هاسدورف : قضيه ) 1-3-4

  

   فضاهاي فشرده -4

  اسـت يـا     X ، يـك پوشـش       X از زيرمجموعه هاي فضاي      Uگوييم گردايه   : تعريف  ) 1-4-1

X را پوشش مي دهد هرگاه اجتماع اعضاي  U شامل Xباشد  .  
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 حـاوي يـك   U را فشرده گـوييم هرگـاه هـر پوشـش بـاز آن ماننـد           X فضاي   :تعريف  ) 1-4-2

  .  را بپوشاند Xزيرگردايه متناهي باشد كه آن  نيز

  

  . حاصلضرب هر تعداد متناهي از فضاهاي فشرده ، فضايي فشرده است :قضيه ) 1-4-3

  در شـرط اشـتراك متنـاهي صـادق     X از زيرمجموعه هـاي     C گوييم گردايه    :تعريف  ) 1-4-4

}است اگر براي هر زيرگردايه متناهي   }1,..., nC C از C 1  داشته باشيم 2 ... nC C C φ∩ ∩ ∩ ≠.   

  

  فـشرده اسـت   X  فضايي توپولوژيك باشد ، در ايـن صـورت ،   X فرض كنيم :قضيه  ) 1-4-5

 كـه در شـرط اشـتراك        C  ماننـد     Xته  اگر و فقط اگر به ازاي هر زيرگردايه از مجموعه هاي بـس            

 ،  يعني Cمتناهي صدق كند ، اشتراك همه اعضاي 
c C

c
∈
  .  ناتهي باشد ∩

  

 فـضاي هاسـدورف فـشرده اي         ،    Xمنظور از يك فشرده شـده فـضايي ماننـد           : تعريف  ) 1-4-6

(   در آن چگال است X كه Y است مانند Xحاوي 
_

X Y=. (   

  

 X كـه در  Xقط اگر تنها زيـر مجموعـه هـاي     همبند است اگر و فX فضاي   :تعريف  ) 1-4-7

  . باشنند Xهم باز است و هم بسته اند ، مجموعه تهي و مجموعه 
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  : توابع پيوسته -5

  

f: دو فضاي توپولوژي باشند ، تابع      Y و   X فرض كنيم    :تعريف  ) 1-5-1 X Y→  را پيوسـته  

)1 مجموعه  ،  V  مانند Yخوانيم هرگاه به ازاي هر زيرمجموعه باز  )f V−باز     يك زيرمجموعه 

X باشد  .  

  

 دو فــضاي توپولوژيــك باشــند و تــابع Y و Xفــرض كنيــد ) همــانريختي  ( :تعريــف ) 1-5-2

:f X Y→  اگر.  تناظري دوسويي باشدf  1  و تابع معكـوس  آن :f Y X−   هـر دو پيوسـته   →

  .  را همانريختي مي خوانيم fباشند آنگاه 

  

f: فرض كنيم    :قضيه  ) 1-5-3 X Y→         تابعي پيوسته و دوسويي باشـد اگـر  X  فـشرده و  Y  

  . همانريختي است fد آنگاه هاسدورف باش

  

 را نرمال گوييم اگر به ازاي هر دو مجموعـه بـسته جـدا از هـم از آن          X فضاي   :تعريف  ) 1-5-4

  . موجود باشند B و Aرتيب ، حاوي   ، مجموعه هاي باز جدا از هم بتB  و Aمانند 

  

  : فضاهاي محدب -6

n اي از مجموعه  زير  X  فرض كنيد  :تعريف  ) 1-6-1
ℝ  باشد    ، X   بـه  را محدب گوييم هرگـاه

  .  قرار گيرد X  قطعه خط واصل بين آنها نيز در y و x   مانندX ازاي هر زوج از نقاط
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 را محدب ناميم Bپايه موضعي . اشد   يك فضاي توپولوژيك بX  فرض كنيم:تعريف ) 1-6-2

 را موضعا محدب ناميم هرگاه داراي يك پايـه موضـعي            Xفضاي  .  محدب باشد    Bاگر هر عضو    

  .محدب باشد 

  

  . است هر فضاي برداري توپولوژي موضعا محدب ، محدب: قضيه ) 1-6-3

A  غـلاف  محــدب  :تعريـف  ) 1-6-4 X⊂   كـه بـا ( )CO A    نــشان داده مـي شـود عبــارت از 

   . مي باشد A شامل  محدب اشتراك تمام مجموعه هاي

    

  : نرم -7

  

}حقيقي باشـد ، تـابع     يك فضاي برداري X ض كنيمر ف:تعريف  ) 1-7-1 }: 0X +→ ∪ℝ 

  :  ناميم هرگاه X را يك شبه نرم روي

1( x y x y+ ≤ x,به ازاي هر   + y X∈  

2( x xα α=به ازاي هر α ∈ℝ و هر  x X∈ 

0x "اگر يك شبه نرم شرط      0x اگر و تنها اگر  = .  داشته باشد ، گوييم يـك نـرم اسـت    " =

  . يك فضاي نرمدار است X يك نرم وجود داشته باشد گوييم  X فضاي  همچنين اگر روي

  

: يك تابع Xيك نيم نرم روي  :تعريف ) 1-7-2 X →ℝ صادق در شرايط ذيل مي باشد :  

xبراي هر ) يك  X∈x o≥   



 
9  مروري بر آناليز تغييراتي و آناليز تابعي

xبراي هر ) دو  X∈ ،  .tx t x=  

xنا مساوي مثلثي ) سه  y x y+ ≤ ,براي هر  + ,x y z X∈  

  . اگر در شرط ذيل نيز صدق كند . يك نيم نرم ، نرم ناميده مي شود 

ox) چهار  ox اگر و تنها اگر = = .   

  

  :  باشد آنگاه روابط زير برقرارند  نرمدار  نيم فضاي يك)X,(فرض كنيد  :گزاره ) 1-7-3

txxtنگاشت ) يك  XXF از ),(→   .  پيوسته است ×→

yxyxنگاشت ) دو  XXX از ),(→+   .  پيوسته است ×→

xxنگاشت ) سه    .  پيوسته است ℝ به X از →

  

x,  يك فضاي نرمدار باشد و براي هر       X  اگر   :تذكر   y X∈       قـرار دهـيم  ( , )d x y x y= − 

متر توليـد   d.   است ، لذا هر فضاي نرمدار يك فضاي متري است  X  يك متريك روي   dآنگاه  

  .شده توسط نرم ناميده مي شود 

  

 ، متريكي    X فضاي نرمدار باشد ، متريك توليد شده توسط نرم روي            X اگر   :تعريف  ) 1-7-4

) است با ضابطه   , )d x y x y=  ، توپولوژي اسـت كـه از ايـن متريـك      Xتوپولوژي نرم از      . −

  .بدست آمده است 
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   بــه صــورت X   فــضاي نرمــدار باشــد ، گــوي بــسته يكــه از     X اگــر:تعريــف ) 1-7-5

{ }: . 1x x X x∈ }  به صورت X  و گوي يكه باز از ≥ }: . 1x x X x∈   .  مي باشد >

  

. نرم باناخ يا نرم كامل ، نرمي است كه فضاي متريك كاملي را ارائـه مـي دهـد                     :تعريف  ) 1-7-6

  .رم آن يك نرم باناخ باشد فضاي نرمدار را فضاي باناخ گوييم هرگاه ن

  

x,  يــك فــضاي نرمــدار باشــد ، آنگــاه بــراي هــر  Xاگــر   :گــزاره ) 1-7-7 y X∈ داريــم  

x y x y− ≤ x همچنين تابع . − x֏ پيوسته از  Xبه  ℝ است  .  

  

  ، X يك فضاي نرمدار براي  :قضيه ) 1-7-8

a (اگر S يك زيرفضاي  X باشد آنگاه  
_

Sز  نيز زيرفضايي ا X است  .  

b (اگر Cزيرمجموعه محدبي از   X باشد آنگاه  
_

C0   وC نيز محدب هستند  .  

  

T:شند ، عملگر خطي     افضاي نرمدار ب    Y  و    X اگر:تعريف  ) 1-7-9 X Y→    كراندار اسـت 

)اگر  )T Bزير مجموعه كرانداري از  Y باشد هرگاه  Bه كرانداري از  زيرمجموعX باشد .  

)   باY  بهX گردايه تمام عملگرهاي خطي از  , )B X Y نشان داده مي شود  .  

  

)   متعلق بـه T   فضاي نرمدار باشند براي هر   Y  و Xاگر  :تعريف  ) 1-7-10 , )B X Y   نـرم يـا ،  

}مجموعه   ، مقدار سوپريممTنرم عملگر از }( ) : XT x x B∈ است كه مقداري مثبت مي باشد .  
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)نرم عملگر روي  , )B X Yنگاشت  T T֏ است  .  

  

  : فضاهاي باناخ -8

  

  نسبت به متريك توليد  X   را يك فضاي باناخ گوييم هرگاه       X  فضاي نرمدار  :تعريف  ) 1-8-1

  .شده بوسيله نرم ، فضايي كامل باشد 

  

 يـك تـابع     f   يـك فـضاي بـرداري حقيقـي ،            X  فـرض كنيـد    ) :هان باناخ   ( قضيه    ) 1-8-2

  شـرط     در  f'همچنـين فـرض كنـيم تـابع         . باشد   X  يك زيرفضاي    Yو  بوده   Xزيرخطي روي   

' ( ) ( )f x f x≤   براي هر   x Y∈     ماننـد    گـاه يـك تـابع خطـي        ، آن    صدق نمايد  F  روي X   بـا

)شرط  ) ( )F x f x≤براي هر  x X∈  و YF f= موجود است .  

  

} يـك فـضاي نرمـدار و         X اگـر    :قضيه  ) 1-8-3 }0x X∈ *گـاه وجـود دارد      ن ، آ  − *y X∈ 

* :بطوريكه داريم  1y * و = ( )y x x=  

x لذا براي هر X∈ داريم  :                                         { }* * *sup : , 1x y x y X y= ∈ =   

  

xاگر  : قضيه  ) 1-8-4 X∈   و به ازاي هر  * *y X∈ داشته باشيم  * ( ) 0y x 0xگاه  ن آ  ،= =  

  .  را جدا مي كند X   نقاطX* بعبارت ديگر
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  : تورها و دنباله ها-9

  

,ناميم هرگاه براي هر  ≥  را مرتب جزيي با رابطه A جهتدار  مجموعه:تعريف ) 1-9-1 Aα β ∈ 

Aγوجود داشته باشد β, بطوريكه  ∋ γ α γ≤ ≤.   

  

x ، نگاشت X يك تور در مجموعه   :تعريف  ) 1-9-2 αα  بـه  Aجهتـدار    از يك مجموعـه  →

X معمولا تورها را به صورت.  است 
A

x α α∈
  .   نشان مي دهيم 

  

  اگر :تعريف   ) 1-9-3
A

x α α∈     توري از مجموعه جهتدار A    به فضاي توپولوژي   X  و      بوده 

Kزيرمجموعــه اي از Aباشــد ، نگاشــت    
kk x αα x كــه اســت را زيرتــور → α  نــاميم و بــا 

k
x α نشان مي دهيم .  

  

اگر  : تعريف  ) 1-9-4
A

x α α∈       توري در فضاي توپولـوژي X     بـوده و x X∈      باشـد ، گـوييم 

A
x α α∈ همگــرا بــه x  اســت اگــر و فقــط اگــر بــراي هــر همــسايگي U از xاعــضاي تــور ،   

A
x α α∈از جايي به بعد در   U باشند  .  

  

E  يـك فـضاي توپولـوژي ،       X  اگر :قضيه  ) 1-9-5 X⊂    و  x X∈     آنگـاه ، x     يـك نقطـه 

}  است اگر و فقط اگر يك تور در       Eحدي از    }\E xوجود داشته باشد كه همگرا به   x باشد  . 

و 
_

x E∈  اگر و فقط اگر يك تور در E وجود داشته باشد كه همگرا به  xباشد .  
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f:  فضاي توپولوژي و Y   وX  اگر:قضيه  ) 1-9-6 X Y→ آنگـاه  fدر  x X∈  پيوسـته  

  است اگر و فقط اگر براي هر تور
A

x α α∈همگرا به  x   ،( )f x αهمگرا به  ( )f x باشد  .  

  

  هـر تـور     فشرده است اگر و فقط اگـر       X فضاي   :قضيه  ) 1-9-7
A

x α α∈    در  X     زيرتـوري ، 

  . داشته باشد Xهمگرا به نقطه اي از 
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  دومفصل 

  اصول تغييراتي 

  

از ديرباز بشر رياضيات را علمـي ذهنـي و انتزاعـي تلقـي مـي كـرد و لـي بـا گـسترش علـوم ،                 :مقدمه  

بهينه سازي را مي توان     . رياضيات توانست جايگاه خود را به عنوان علمي كارا و با ارزش بدست آورد               

تكنيكهاي تغييراتي روشـهايي هـستند كـه        . يكي از مباحث اصلي در رياضيات كاربردي به شمار آورد           

مسائل بهينـه سـازي كـه ريـشه در مـسائل فيزيكـي       . مي توانند مقدار مينيمم را براي توابع بدست آورند  

  . دارند با ارائه تكنيكهاي تغييراتي و تحليلهاي رياضي گسترش يافت 

.  آغاز كرده و نتايج را مورد بررسي قرار مـي دهـيم   fبحث را با شرايط وجود مقدار مينيمم براي تابع          

. روي يك مجموعه غير فشرده ممكن است به مقدار مينـيمم خـود نرسـد          ) lsc(تابع نيم پيوسته پاييني     

 نـيم   تكنيكهاي تغييراتي روشهايي را در اختيار ما قرار مي دهد كـه بتـوانيم مقـدار مينـيمم  بـراي توابـع                      

دو شرط براي وجود مينيمم در يك تابع الزامي است ،  . پيوسته پاييني از پايين كراندار را بدست آوريم      

اولي فشردگي تابع كه وجود مينيمم را تضمين مي كند و دومي ديفرانسيل پذيري تابع اسـت كـه روش             

  . رسيدن به مقدار مينيمم را ارائه مي كند 

را   [7] و  [6]  1راردادهاي اوليه ، نمايي هندسي از اصل تغييراتـي اكلنـد  در اين فصل بعد از تعاريف و ق  

در ادامـه حالتهـاي خاصـي از اصـل     . ارائه كرده ، سپس قضيه معروف اكلند را مطرح و اثبات مي كنيم    

تغييراتي اكلند مورد بحث و بررسي قرار خواهند گرفت همچنين كاربردهايي را از اصل تغييراتي اكلند                

                                                 
1
 -   Ekeland 
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  نيز در اين راستا قضيه معروف  [11] 1بوروين. ياي نقطه ثابت را مورد بررسي قرار خواهيم داد در قضا

   .خود را كه تعميمي براي اصل تغييراتي اكلند بود ارائه كرد 

  

  تعاريف و قراردادها . 1

  

A  يك فضاي برداري باشد ،        X اگر :تعريف   ) 2-1-1  X⊂            را يـك مخـروط گـوييم هرگـاه بـه 

k ازاي هر +∈ℝ داشته باشيم   .k A A⊂.    

  

 اين صـورت     را به  f مجموعه اعداد حقيقي باشد تابع با مقدار توسعه يافته           ℝاگر    :تعريف  ) 2-1-2

}در نظر مي گيريم      }:f X → ∪ +∞ℝ .      دامنه تـابعf            مجموعـه اي متنـاهي اسـت كـه بـه صـورت 

{ }; ( )Domf x f x= <  داده مـي   است و به اين صـورت نـشان    f مجموعه تمام مقادير     fبرد   . ∞+

}شود   }( );Rangf f x x Domf= دامنـه مخـالف تهـي داشـته  و           را سره  گوييم هرگـاه        fتابع   . ∋

  .يعني بردش هم ارز بي نهايت نباشد . مخالف بي نهايت باشد بردش 

  

گــوييم هرگـاه داشـته باشــيم    ) lsc(  نـيم پيوسـته پـاييني    x را در نقطــه f  تـابع  :تعريـف  ) 2-1-3

lim inf ( ) ( )y x f y f x→  را نيم پيوسته پاييني گوييم هرگاه در سراسر دامنه اش نيم پيوسته fتابع  . ≤

  .پاييني باشد 

  

                                                 
1
 Borwein 


