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چͺیده

نͽاشت برای همبندی -γ عنوان تحت همبندی مفهوم از تعمیمͬ بررسͬ به پایان�نامه، این در

و بالایͬ پیوسته نیم های نͽاشت و اکستریمال ناهمبند مفهوم سپس مͬ�پردازیم. γ یͺنوای های

ناهمبند ارتباط ادامه، در و کنیم مͬ بیان را یافته تعمیم ͷتوپولوژی فضاهای روی پایینͬ پیوسته نیم

فضاهای اکستریمال ناهمبند که دهد مͬ نشان این نماییم. مͬ بررسͬ را ها نͽاشت این و اکستریمال

مͬ پایینͬ پیوسته نیم و بالایͬ پیوسته نیم های نͽاشت از خوبͬ تعمیم ͷی یافته، تعمیم ͷتوپولوژی

و کنیم مͬ بیان را اکستریمال ناهمبند و α, β, π, σ همبندی مفاهیم بین بیشتری های رابطه باشد؛

دهیم. مͬ ارائه اکستریمال ناهمبند یافته تعمیم توپولوژی از جالبͬ های مثال آخر در

همبندی یافته، تعمیم توپولوژی اکستریمال، ناهمبند کلیدی: واژگان



೯دایا...١
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان
به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای
را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن

کاوਗی�वࢯمدࣨوزਖ৶ی�वࢯمد ৺جورعدازسال�ভسانিاگاه ৽ی،آਉقدग़ࢮلगଦ
وगଦࢮلग़ฬقدਉیوਠमی೯داو৯دಶඖభن௧گاගঘھاশࢌষبا॰د...

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
هم�کلاس بزرگوار اساتیدی محضر در تا شدند من حامͬ که را مهربان همسری سپاس و تقدیر

بماند. باقͬ دلم در خاطرشان ابد تا که شوم دوستانͬ با
بودند پایان�نامه این در من راهنمای استاد که را میرحسین�خانͬ دکتر آقای جناب ارجمندم استاد
قدردانͬ بود ایشان عهده�ی بر پایان�نامه این مشاوره� که احمدی دکتر آقای سرکار از و مͬ�گویم سپاس
و مقدری دکتر آقای و هادی استاد دکتر آقای سبزواری، دکتر آقای بزرگوار اساتید دیͽر از مͬ�کنم.

دارم. فراوان تشͺر کردم تجربه و علم کسب محضرشان در که زنͽͬ�آبادی دکتر آقای
عزیزم پدر و مادر و مهربان همسر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در
عاطفه پاس به عزیزم خانواده از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش خدا، از بعد و

بودند. من پشتیبان بهترین که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار

້هبایباਣඇඌॼی رमه
اൈॣندماه۱۳۹۳
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پیشͽفتار

زیر از µ گردایه�ی است. یافته تعمیم ͷتوپولوژی فضاهای ،ͷتوپولوژی فضاهای از تعمیم ͷی
بسته دلخواه اجتماع به نسبت و است تهͬ مجموعه�ی شامل که ،X مجموعه�ی ͷی مجموعه�های
نتایج از بسیاری اخیر دهه�های در نامند. مͬ X مجموعه�ی روی یافته تعمیم توپولوژی ͷی است،
یافته تعمیم ͷتوپولوژی فضاهای روی آنها تعمیم�های از بسیاری و ͷتوپولوژی فضاهای قضایای و

است. شده کار
سزار که است دهه ͷی به ͷنزدی و کرد مطرح را یافته تعمیم توپولوژی ،٢٠٠٢ سال در سزار
خواصشان و هستند یافته تعمیم ͷتوپولوژی فضاهای مورد در تحقیق به علاقمند دیͽر، محققان و

داده�اند. قرار مطالعه مورد را
گفت مͬ�توان ساده طور به است. عمومͬ توپولوژی پربار مباحث از ͬͺی همبند، فضای مفهوم
افراز فضا این در باز مجموعه�ی زیر دو به نتوان را X هرگاه است همبند (X, τ) ͷتوپولوژی فضای
یͺنوای های نͽاشت برای همبندی -γ عنوان تحت همبندی از تعمیمͬ سزار ،٢٠٠٣ سال در نمود.

پرداختیم. آن به نامه پایان این اول فصل در که داد ارائه را γ
،X باز مجموعه�ی هر بستار هرگاه مͬ�شود نامیده اکستریمال ناهمبند ،X ͷتوپولوژی فضای
» کلمه�ی باشد. بسته X در ،X از بسته� مجموعه�ی هر درون معادل، طور به یا باشد باز X در
فضاهای برای را اکستریمال ناهمبند مفهوم سزار و شد معرفͬ استون توسط « اکستریمال ناهمبند
استون فشردگͬ مطالعه در اکستریمال ناهمبند فضاهای است. کرده معرفͬ یافته تعمیم ͬͺتوپولوژی
است. مهم فشرده، بولͬ جبر از استون فضای مطالعه�ی در کلͬ بطور و حاصلضربͬ فضای از
های ویژگͬ به توجه با دارد. نقطه�ای توپولوژی نظریه در مهمͬ نقش اکستریمال ناهمبند فضای
بعضͬ در همچنین و بولͬ جبر قضیه�ی در مهمͬ کاربردهای اکستریمال، ناهمبند فضاهای خاص

مͬ�دهد. ارائه جبر -C∗ مانند تابعͬ آنالیز شاخه�های
تعمیم ͬͺتوپولوژی فضاهای در اکستریمال ناهمبند فضاهای از جالبͬ های معادل دوم، فصل در

ح



فضاهای در را پایینͬ پیوسته�ی نیم و بالایͬ پیوسته�ی نیم های نͽاشت همچنین مͬ�دهیم؛ ارائه یافته
نͽاشت نوع این از خوبͬ تعمیم ͷی اکستریمال ناهمبند که مͬ�کنیم معرفͬ یافته تعمیم ͬͺتوپولوژی
اکستریمال ناهمبندی و α, β, π, σ همبندی�های مفهوم میان بیشتری ارتباط ادامه، در و مͬ�باشد ها

مͬ�کنیم. بررسͬ را یافته تعمیم توپولوژی در
مͬ�کنیم. بیان را اکستریمال ناهمبند یافته�ی تعمیم توپولوژی از جالبͬ های مثال سوم، فصل در

خ



١ فصل

همبند �γ مجموعه�های



مقدمه .١.١ همبند -γ مجموعه�های .١ فصل

مقدمه ١.١

در که X ها�ی زیرمجموعه از µ مانند گردایه�ای از است عبارت X مجموعه�ی روی توپولوژی ͷی
کند: صدق زیر شرایط

.ϕ ∈ µ , X ∈ µ .١

.U ∩ V ∈ µ آنͽاه باشند، µ به متعلق V و U هرگاه .٢

.
∪
i∈I

Vi ∈ µ آنͽاه باشد، µ اعضای از گردایه�ای {Vi}i∈I اگر .٣

مجموعه��ی زیر مͬ�نامیم. X روی توپولوژی ͷی را µ و ͷتوپولوژی فضای ͷی را (X,µ)مرتب زوج
باشد. باز X − A هرگاه مͬ�نامیم بسته و A ∈ µ هرگاه مͬ�نامیم باز را A ⊂ X

همه�ی اشتراک که مͬ�شود داده نمایش cl(A) توسط A -بستار µ ،A ⊆ X ازای به .١.١.١ تعریف
مͬ�شود داده نمایش int(A) توسط A -درون µ همچنین، است. A شامل -بسته µ مجموعه�های

مͬ�باشد. A شامل -باز µ مجموعه�های همه�ی اجتماع که

توانͬ مجموعه از یͺنوا های نͽاشت همه� گردایه�ی Γ(X) و باشد مجموعه ͷی X کنیم فرض
دیͽر، عبارت باشد.به خودش توی به P (X)

A ⊂ B ⊂ X =⇒ γA ⊂ γB , ∀γ ∈ Γ(X)

c ،cl جای به صورت این در باشد، γ, γ′ : P (X) → P (X) و X روی توپولوژی ͷی µ هرگاه
دهیم. مͬ قرار γγ′ ،γoγ′ جای به و مͬ�نویسیم i ، int جای به و

هرگاه مͬ�شود نامیده نیم-باز ، (X,µ) ͬͺتوپولوژی فضای از A ⊂ X زیرمجموعه�ی تعریف٢.١.١.
.A ⊂ ciA

مͬ�شود نامیده پیش-باز ، (X,µ) ͬͺتوپولوژی فضای از A ⊂ X زیرمجموعه�ی .٣.١.١ تعریف
.A ⊂ icA هرگاه

هرگاه مͬ�شود نامیده -باز α ، (X,µ) ͬͺتوپولوژی فضای از A ⊂ X زیرمجموعه�ی .۴.١.١ تعریف
.A ⊂ iciA

٢



مقدمه .١.١ همبند -γ مجموعه�های .١ فصل

هرگاه مͬ�شود نامیده -باز β ، (X,µ) ͬͺتوپولوژی فضای از A ⊂ X زیرمجموعه�ی .۵.١.١ تعریف
.A ⊂ cicA

s = ci p = ic α = ici β = cic

به باز، -β و باز -α باز، -p باز، -s مجموعه�های به و هستند Γ(X) عناصر c, i, s, p, α, β آنͽاه
مͬ�شود. گفته پیش-باز نیم و باز -α پیش-باز، نیم-�باز، ترتیب،

از ͬͺی یا صحیح عدد ͷی n ) Γn توسط که بیشتری شرایط به نیاز ، Γ عضوهای برای
γ ∈ Γ همه�ی از متشͺل Γ از زیرمجموعه�ا�ی داریم. مͬ�شود، مشخص ( است - و + علامت�های
از سادگͬ برای مثال، طور به مͬ�دهیم. نشان (∆ ⊂ Z ∪ {+,−})Γ∆ نماد با را n ∈ ∆ ازای به ،

مͬ�کنیم. استفاده Γ{١,٣} جای به Γ١٣ نماد

: مͬ�گیریم نظر در γ ∈ Γ نͽاشت برای را زیر شرایط

(Γ٠) γ∅ = ∅,

(Γ١) γX = X,

(Γ٢) γ٢A = γA (A ⊂ X),

(Γ+) A ⊂ γA (A ⊂ X),

(Γ−) A ⊃ γA (A ⊂ X).

داریم: A ⊂ X و G باز مجموعه�ی هر ازای به

(Γ٣) G ∩ γA ⊂ γ(G ∩ A)

تحدید ،γ یعنͬ Γ− و است توسیع ،γ یعنͬ Γ+ است، خودتوان γ که است این Γ٢ از منظور
.c ∈ Γ٠١٢+ و i ∈ Γ٠١٢− ،id ∈ Γ٠١٢+ ∩ Γ٠١٢− که است واضح مͬ�باشد.

(Γ+) =⇒ (Γ١), (Γ−) =⇒ (Γ٠)

داریم: Γو٢ Γ− از ضعیف�تری اصل به نیاز حال،

(Γ−٢) γ٢A ⊂ γA (A ⊂ X)

باشد. A ⊂ γA هرگاه مͬ�شود نامیده -باز γ ، A ⊂ X مجموعه�ی ͷی .۶.١.١ تعریف

٣



مقدمه .١.١ همبند -γ مجموعه�های .١ فصل

مجموعه�ای هر آنͽاه ، γ ∈ Γ٢ هرگاه .γ ∈ Γ١ هرگاه است -باز γ ، X است. -باز γ همیشه ∅

هرگاه مͬ�باشد. -باز γ ، X زیرمجموعه�ی هر آنͽاه ، γ ∈ Γ+ هرگاه است. -باز γ ، γAصورت به
-باز i مجموعه�های ،ͷتوپولوژی فضای در .A = γA هرگاه است -باز γ ، A بنابراین ، γ ∈ Γ−

مͬ�باشند. منطبق باز مجموعه�های با

است. -باز γ -باز، γ مجموعه�های از اجتماعͬ هر .٧.١.١ لم

.γAk ⊂ γA ،k ∈ K هر ازای به لذا، .(k ∈ K), Ak ⊂ γAk, A =
∪

k∈K Ak فرض�کنیم برهان.
بنابراین،

A =
∪

k∈K Ak ⊂
∪

k∈K γAk ⊂ γA

■ مͬ�شود. ثابت برهان و است برقرار

باشد. -باز γ ، X − A هرگاه نامیم -بسته γ را A ⊂ X زیرمجموعه�ی .٨.١.١ تعریف

هر آنͽاه ، γ ∈ Γ+ هرگاه .γ ∈ Γ١ هرگاه است -بسته γ ، ∅ و است -بسته γ همیشه X

است. -بسته γ ، X از زیرمجموعه�ای

است. -بسته γ -بسته، γ مجموعه�های از اشتراکͬ هر .٩.١.١ لم

: مͬ�کنیم تعریف A ⊂ X و γ ∈ Γ هر ازای به

γ∗A = X − γ(X −A)

.(γ∗)∗ = γ و γ∗ ∈ Γ آنͽاه ، γ ∈ Γ هرگاه .١٠.١.١ لم

.γ(X − A) ⊃ γ(X − B) و X − A ⊃ X − B درنتیجه، .A ⊂ B ⊂ X کنیم فرض برهان.
بنابراین،

X − γ(X − A) ⊂ X − γ(X −B)

است: واضح تعریف طبق همچنین

γ∗(X − A) = X − γA (١.١)

.(γ∗)∗A = X − γ∗(X − A) = γA لذا،
■

۴



-همبندی γ .٢.١ همبند -γ مجموعه�های .١ فصل

همبند مجموعه�ی تعمیم کلͬ�تر، طور به یا همبند فضاهای مفهوم دادن نشان فصل، این از هدف
مͬ�باشد. دلخواه γ ∈ Γ(X) ͷی برای آن، اساسͬ ویژگͬ�های و -همبند γ عنوان تحت

�همبندی γ ٢.١

مجموعه�ی ͷی متمم ، [۶] طبق ، γ ∈ Γ(X) و باشد مجموعه ͷی X کنیم فرض .١.٢.١ تعریف
است. -بسته γ -بسته، γ مجموعه�های از اشتراک هر که، طوری به مͬ�شود گفته -بسته γ -باز، γ

مͬ�دهیم؛ نشان Cγ(A) با را A شامل -بسته�ی γ مجموعه�های همه�ی اشتراک ، A ⊂ X ازای به
.A شامل -بسته γ مجموعه�ی کوچͺترین یعنͬ

جفت دقیق�تر، طور به ) گوییم -مجزا γ را V و U .U, V ⊂ X کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف
.CγU ∩ V = CγV ∩ U = ∅ هرگاه ( گوییم -مجزا γ را {U, V }

-مجزا γ ، U, V هرگاه علاوه، به مͬ�باشند. جدا هم از -مجزا، γ مجموعه�ی دو که است واضح
مͬ�باشند. -مجزا γ نیز U ′

, V
′ آنͽاه ، V ′ ⊂ V و U ′ ⊂ U و باشند

معادلند: زیر گزاره�های ، U, V ⊂ X هرگاه .٣.٢.١ لم
هستند. -مجزا γ ، U, V (١

V ⊂ FV ⊂ و U ⊂ FU ⊂ X − V که، طوری به دارند وجود FU , FV -بسته� γ مجموعه�های (٢
.X − U

V ⊂ GV ⊂ و U ⊂ GU ⊂ X − V که، طوری به دارند وجود GU , GV -باز γ ٣)مجموعه�های
.X − U

داریم تعریف طبق بنابراین باشند، -مجزا γ ، U, V کنیم فرض (١)⇒(٢) برهان.

cγU ∩ V = cγV ∩ U = ∅

است: برقرار زیر نامساوی�های نتیجه، در . FU = cγU و FV = cγV مͬ�دهیم قرار

V ⊂ FV ⊂ X − U و U ⊂ FU ⊂ X − V

های رابطه شده، داده نامساوی�های از متمم گرفتن با باشد. برقرار شرایط کنیم فرض (٢) ⇒(٣)
داریم را زیر

۵



-همبندی γ .٢.١ همبند -γ مجموعه�های .١ فصل

V ⊂ X − FU ⊂ X − U و U ⊂ X − FV ⊂ X − V

است. برقرار حͺم نتیجه، در .GV = X − FU و GU = X − FV مͬ�دهیم قرار
است. قبل قسمت مشابه برهان، .FV = X −GU و FU = X −GV مͬ�دهیم قرار (٣) ⇒ (٢)

باشد. برقرار رابطه(٢) کنیم فرض (٢) ⇒ (١)

FU ⊂ X − V =⇒ cγFU ∩ V = ∅

FV ⊂ X − U =⇒ cγFV ∩ U = ∅

بنابراین، .cγV ⊂ FV و cγU ⊂ FU است: برقرار روبرو نامساوی فرض، طبق طرفͬ از

cγU ∩ V = cγV ∩ U = ∅

■

-مجزا γ ،U, V و S = U ∪ V هرگاه گوییم -همبند γ را S ⊂ X زیرمجموعه�ی .۴.٢.١ تعریف
.V = ∅ یا U = ∅ دهد نتیجه باشند

باشد. خودش از همبندی -γ زیرمجموعه�ی هرگاه گوییم همبند -γ ،X فضای .۵.٢.١ ملاحظه

معادلند: زیر گزاره�های ،γ ∈ Γ(X) هر برای .۶.٢.١ قضیه
است. همبند -γ ،X ١)فضای

.G′
= ∅ یا G = ∅ آنͽاه باشند، باز -γ ،G′ و G و G ∩G′

= ∅ و X = G ∪G′ ٢)هرگاه

.F ′
= ∅ یا F = ∅ آنͽاه باشند، بسته -γ ،F ′ و F و F ∩ F ′

= ∅ و X = F ∪ F ′ ٣)هرگاه

.H = X یا H = ∅ آنͽاه باشد، -بسته γ هم و -باز γ هم H ⊂ X ۴)هرگاه

هستند. -مجزا γ ، G,G′ ، ٣.٢.١ لم طبق (١) ⇒ (٢) برهان.

G = X −F = ∅ ،(٢) طبق نتیجه در .G′
= X −F

′ و G = X −F مͬ�دهیم قرار (٢) ⇒ (٣)
.F = ∅ یا F ′

= ∅ یعنͬ F ′
= X یا F = X دیͽر، عبارت به .G′

= X − F
′
= ∅ یا

۶



-همبندی γ .٢.١ همبند -γ مجموعه�های .١ فصل

یعنͬ F ′
= ∅ یا F = ∅ ،(٣) طبق بنابراین .F ′

= X −H و F = H مͬ�دهیم قرار (٣) ⇒ (۴)
.H = X یا H = ∅

مͬ�دهیم قرار باشند. -باز γ ، G′ و G و G ∩ G′
= ∅ و X = G ∪ G′ کنیم فرض (۴) ⇒ (٢)

-بسته γ ، H بنابراین .H = X−G
′ مͬ�دهیم قرار همچنین و است -باز γ ، H بنابراین .H = G

.G′
= ∅ یا G = ∅ دیͽر عبارت به .H = X یا H = ∅ ،(۴) طبق نتیجه در است. نیز

مͬ�دهیم: قرار باشند. -مجزا γ ،V و U و X = U ∪ V کنیم فرض (٢) ⇒ (١)

G
′
= X − cγV و G = X − cγU

داریم و X = G ∪G′ که مͬ�دهد نتیجه U ⊂ G
′ و V ⊂ G مͬ�باشند، -باز γ ،G′ و G بنابراین

G ∩G′
= (X − cγU) ∩ (X − cγV ) = X − (cγU ∪ cγV )

⊂ X − (U ∪ V ) = X −X = ∅

V = ∅ یعنͬ، cγV = X یا cγU = X دیͽر، عبارت به .G′
= ∅ یا G = ∅ فرض، طبق بنابراین

■ .U = ∅ یا

یا S ⊂ U آنͽاه باشند، -مجزا γ ،V و U و S ⊂ U ∪ V و باشد -همبند γ ،S هرگاه .٧.٢.١ لم
.S ⊂ V

نتیجه در هستند. -مجزا γ ،S ∩V و S ∩U بنابراین S = (S ∩U)∪ (S ∩V ) کنیم فرض برهان.
■ .S ⊂ U یا S ⊂ V دیͽر، عبارت به .S ∩ V = ∅ یا S ∩ U = ∅

است. -همبند γ ،T آنͽاه باشد، S ⊂ T ⊂ cγS و -همبند γ ،S هرگاه .٨.٢.١ قضیه

یا S ⊂ U ،٧.٢.١ لم طبق بنابراین باشند. -مجزا γ ،V و U و T = U ∪ V کنیم فرض برهان.
.S ⊂ V

نتیجه، در .T ⊂ cγS ⊂ cγU ⊂ X − V بنابراین ،S ⊂ U هرگاه

T ⊂ X − V =⇒ U ∪ V ⊂ X − V =⇒ V = ∅

■ .U = ∅ نتیجه در ،S ⊂ V هرگاه مشابه، بطور

است. -همبند γ ،cγS آنͽاه باشد، -همبند γ ،S هرگاه .٩.٢.١ نتیجه

٧



-همبندی γ .٢.١ همبند -γ مجموعه�های .١ فصل

،λ, λ′ ∈ Λ برای و باشد -همبند γ ،λ ∈ Λ هر برای Sλ و S =
∪

λ∈Λ Sλ هرگاه .١٠.٢.١ لم
است. -همبند γ نیز S آنͽاه نباشند، -مجزا γ ،Sλ, Sλ

′ ،λ ̸= λ′

: ٧.٢.١ لم طبق درنتیجه باشند، -مجزا γ ، U, V و S = U ∪ V کنیم فرض برهان.

∀λ ∈ Λ Sλ ⊂ V یا Sλ ⊂ U

دیͽر، عبارت به .Sλ′ ⊂ V و Sλ ⊂ U که طوری به ندارد وجود ای λ, λ′ ∈ Λ فرض، طبق

∀ λ ∈ Λ, λ′ ∈ Λ Sλ′ ⊂ V یا Sλ ⊂ U

.V = ∅ و S ⊂ U نتیجه در Sλ؛ ⊂ U ،λ ∈ Λ هر ازای به هرگاه
■ .U = ∅ و S ⊂ V نتیجه در ′Sλ؛ ⊂ V ،λ′ ∈ Λ هر ازای به هرگاه

هر ازای به و باشد -همبند γ ،Sλ ،λ ∈ Λ هر ازای به و S =
∪

λ∈Λ Sλ هرگاه .١١.٢.١ نتیجه
است. -همبند γ ،S آنͽاه ،Sλ ∩ Sλ′ ̸= ∅ ،λ, λ′ ∈ Λ∩

λ∈Λ Sλ ̸= ∅ و باشد -همبند γ ،Sλ ، λ ∈ Λ هر ازای به و S =
∪

λ∈Λ Sλ هرگاه .١٢.٢.١ نتیجه
است. -همبند γ ،S آنͽاه

نامیده x به متعلق A -مولفه�ی γ زیر، مجموعه�ی باشد، x ∈ A و A ⊂ X هرگاه .١٣.٢.١ تعریف
مͬ�شود.

Ax =
∪
{S ⊂ A : x ∈ Sو است همبند − γ ،S}

γ مجموعه�ی هر است. -مولفه�هایش γ همه�ی اجتماع ، A ⊂ X زیرمجموعه�ی هر .١۴.٢.١ قضیه
مͬ�باشند. مجزا مجزا، -مولفه�ی γ دو و است A ماکسیمال -همبند γ زیرمجموعه�ی ͷی -همبند،

مͬ�باشند. -بسته γ -بسته، γ مجموعه�ی ͷی -مولفه�های γ

و x ∈ Ax ، x ∈ A هر ازای به بنابراین، است -همبند γ عضوی، ͷت مجموعه�ی هر برهان.
اگر است. -همبند γ ، Ax ، x ∈ A هر ازای به ،١٢.٢.١ نتیجه�ی طبق لذا، .A =

∪
x∈AAx

ماکسیمال -همبند γ زیرمجموعه�ی Ax بنابراین .S ⊂ Ax درنتیجه، باشد. -همبند γ ،x ∈ S ⊂ A

مͬ�باشد. x شامل A

بنابراین، است. -همبند γ ، ١٢.٢.١ نتیجه�ی طبق Ax∪Ay آنͽاه .Ax∩Ay ̸= ∅ و x, y ∈ A هرگاه
.Ax = Ay درنتیجه، .Ax ∪ Ay ⊂ Ax ∩ Ay

-همبند γ زیرمجموعه�ی cγAx ⊂ A ،٩.٢.١ نتیجه�ی طبق آنͽاه باشد x ∈ A و -بسته γ ،A هرگاه
است. -بسته γ ،Ax و cγAx ⊂ Ax بنابراین است. x شامل A

٨



-همبندی γ نقش�معͺوس و تصویر .٣.١ همبند -γ مجموعه�های .١ فصل

�همبندی γ نقش�معͺوس و تصویر ٣.١

(γ, γ′) را f نͽاشت .f : X → X ′ و γ ∈ Γ(X), γ′ ∈ Γ(X ′) کنیم فرض .١.٣.١ تعریف
باشد. -باز γ ،A′ -باز γ′ مجموعه�ی هر ازای به ،f−١(A′) هرگاه گوییم -پیوسته

s, p, β نمادهای ما و باشند X ′ و X مجموعه�های روی توپولوژی ترتیب، به µ′ و µ هرگاه
و مردد نͽاشت�های -پیوسته، (s, s′) نͽاشت�های آنͽاه کنیم، تعریف را s′, p′, β′ مشابه بطور و
نͽاشت�های -پیوسته، (β, β′) نͽاشت�های و پیش-مردد نͽاشت�های -پیوسته، (p, p′) نͽاشت�های

مͬ�شوند. نامیده -مردد β

و f−١(U ′) آنͽاه باشند، -مجزا γ′ ،U ′, V ′ ⊂ X ′ و باشد -همبند (γ, γ′) ،f هرگاه .٢.٣.١ لم
هستند. -مجزا γ ،f−١(V ′)

که، طوری به دارند وجود GV ′ و GU ′ -باز γ′ مجموعه�های ،٣.٢.١ لم طبق برهان.

U ′ ⊂ GU ′ ⊂ X ′ − V ′

V ′ ⊂ GV ′ ⊂ X ′ − U ′

لذا،

f−١(U ′) ⊂ f−١(GU ′) ⊂ X − f−١(V ′)

f−١(V ′) ⊂ f−١(GV ′) ⊂ X − f−١(U ′)

،٣.٢.١ لم طبق بنابراین، مͬ�باشند. -باز γ ،f−١(GV ′) و f−١(GU ′) مجموعه�های که طوری به
■ هستند. -مجزا γ ،f−١(V ′) و f−١(U ′)

-همبند γ′ ،f(S) آنͽاه باشد، -پیوسته (γ, γ′) ،f و باشد -همبند γ ،S ⊂ X هرگاه .٣.٣.١ لم
است.

صورت، این در باشد. U ′, V ′ -مجزای γ′ مجموعه�های با f(S) = U ′ ∪ V ′ کنیم فرض برهان.
داریم ما ٢.٣.١ لم طبق

S ⊂ f−١(U ′) ∪ f−١(V ′)

٩



-همبندی γ نقش�معͺوس و تصویر .٣.١ همبند -γ مجموعه�های .١ فصل

یا S ⊂ f−١(U ′) ،٧.٢.١ لم طبق نتیجه، مͬ�باشند.در -مجزا γ ،f−١(V ′)f−١(U ′) که طوری به
■ .V ′ = ∅ یا U ′ = ∅ دیͽر، عبارت به f(S) ⊂ V ′ یا f(S) ⊂ U ′ بنابراین، .S ⊂ f−١(V ′)

-باز γ′ ،f(S) ،S -باز γ مجموعه�ی هر ازای به هرگاه گوییم -باز (γ, γ′) را f .۴.٣.١ تعریف
باشد.

و f(U) آنͽاه، باشند -مجزا γ ،U, V ⊂ X و باشد ͷبه�ی�ͷی و -باز (γ, γ′) ،f هرگاه .۵.٣.١ لم
مͬ�باشند. -مجزا γ′ ،f(V )

که، طوری به دارند وجود GV و GU -باز γ مجموعه�های ، ٣.٢.١ لم طبق برهان.

U ⊂ GU ⊂ X − V

V ⊂ GV ⊂ X − U

داریم ما

f(U) ⊂ f(GU) ⊂ f(X − V )

f(V ) ⊂ f(GV ) ⊂ f(X − U)

داریم فرض، طبق مͬ�باشند. -باز γ′ ،f(GU), f(GV ) مجموعه�های که طوری به

f(X − U) ⊂ X ′ − f(U)

f(X − V ) ⊂ X ′ − f(V )

■ مͬ�باشند. -مجزا γ′ ،f(V و( f(U) ،٣.٢.١ لم طبق نتیجه، در

به باشیم داشته را S ⊂ X زیرمجموعه�ی و باشد �ͷبه�ی�ͷی و -باز (γ, γ′) ،f هرگاه .۶.٣.١ لم
است. -همبند γ ،S آنͽاه باشد، -همبند γ′ ،f(S) که طوری

طبق بنابراین، مͬ�باشند؛ -مجزا γ ،U, V مجموعه�های که طوری به S = U ∪V فرضکنیم برهان.
در هستند. -مجزا γ′ ،f(U), f(V ) مجموعه�های که طوری به f(S) = f(U)∪ f(V ) ،۵.٣.١ لم
■ .V = ∅ یا U = ∅ دیͽر، عبارت به .f(V ) = ∅ یا f(U) = ∅ نتیجه،

١٠



-همبند γ زیرمجموعه�های .۴.١ همبند -γ مجموعه�های .١ فصل

�همبند γ زیرمجموعه�های ۴.١

expX روی c, i نͽاشت�های بر علاوه ◦Xباشد. ⊂ X و ͬͺتوپولوژی فضای ͷی (X,µ) فرضکنیم
شده تعریف int و cl نͽاشت�های به توجه با مͬ�گیریم. نظر در expX◦ روی را c◦, i◦ نͽاشت�های

.c◦A = cA ∩X◦ داریم: A ⊂ X◦ ازای به ،X◦ مجموعه روی µ◦ زیرفضایͬ توپولوژی تحت
مͬ�کنیم: تعریف A ⊂ X◦ ازای به ،γ ∈ Γ(X) هرگاه مشابه، طور به

γ◦A = γA ∩X◦ (٢.١)

ازای به γ◦ ∈ Γk مͬ�دهد، نتیجه γ ∈ Γk و γ◦ ∈ Γ(X◦) آنͽاه ،γ ∈ Γ(X) هرگاه .١.۴.١ لم
.k = ٣,−,+,٠

داریم صورت، این در γA؛ ⊂ γB فرض، طبق نتیجه، در A؛ ⊂ B ⊂ X◦ کنیم فرض برهان.

γA ∩X◦ ⊂ γB ∩X◦

.γ◦A ⊂ γ◦B بنابراین،
و γ∅ = ∅ صورت، این در γ؛ ∈ Γ◦ مͬ�کنیم فرض

γ◦∅ = γ∅ ∩X◦ = ∅ ∩X◦ = ∅

.γ◦ ∈ Γ◦ نتیجه، در
داریم صورت، این در .A ⊂ γA لذا، γ؛ ∈ Γ+ و A ⊂ X◦ کنیم فرض

A ∩X◦ ⊂ γA ∩X◦

.γ◦ ∈ Γ+ بنابراین A؛ ⊂ γ◦A لذا،
داریم صورت، این در .A ⊃ γA نتیجه، در γ؛ ∈ Γ− و A ⊂ X◦ کنیم فرض

A ∩X◦ ⊃ γA ∩X◦

.γ◦ ∈ Γ− بنابراین A؛ ⊃ γ◦A لذا
است. A ⊂ X◦ و باز (- µ ) G .G◦ = G ∩X◦ دیͽر عبارت به باشد؛ -باز µ◦ ،G کنیم فرض

داریم G ∩ A = G ∩ A ∩X◦ = G◦ ∩ A و فرض طبق بنابراین،
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