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যࡪْم�ِا္�ِاॐඟّ໌ْ૱ن�ِاনඟّ໌࣓م

೯داਪیپایا৯دীهٔ ච໋اردنಪࣥواষند. اورا ِ ঈوতندگان،ऑقّ ৯داষند،و ॷمارඟ໋انॷدنേھایاو و ৲ماষند ণپاس೯داਪیرا।ੂࣨورانਬభࣥودناو
وબف ଘ ৎࡁජف॰ฬدیا॥تو ൈબھایاو ျণگ. ୀࢾش౮ජࡁग़یایభ ଘ ژرفرو ༜ࢁඟتِ ໆَرِ و ျॻگا॥ت، او তناساਪی راه భزگامඵෑ
ढอণඟ໕ھاඟ໌زهٔزඖنراय़భھار ඳැراඅید،وبا ষభیاॠدی،وభوमࢌজฬ࣊یدی،وଘزمایઍ࡙ख़وصরฬودی.दଘدر়شخلاقرایا່ید،وଘرൕॐࢾشبادرا

ইുید.
 ਗی�دকم দواਘی و اঃࣇحان؛ از ୀآॠده ਟی�آਵࣣغ ا৷مان، و رویاد از দواਤঘی ਟی�േঙتا॥ت. و ৯دارد اষبازی یൊتا॥ت، ೯دا  ਗی�دকم দواਘی
ৗوریا॥ت భع࢙موردگار. ້آیඓࢻുه িشاਪ�ଡی৮دیدار،و با و کار، ଲیآਣশد با ভࡶণජتاد اورا مد(ص)ندهٔاووධෂஉراو॥ت.

دودฮیازدঀھاБЗداید،وباࣵࡆّتودॻࣱلمُචم່ماید. رࣺشان،وඟ໖ایا॥ت່وزان،ودਬࣥورীشروଃنوࣅیان.ඟَ໋หدِ
پاک೯دایا!БЗଦرگا॥تآهਗی�ඇඏ࣒مازخࡲتو؛وඟ໕ُଦدا॥ت،БЗرਛیآنభنارदدرتو؛وଦباഎࠝ࢟تا॥تآهਗی�ඇඏ࣒مازم࢘ࢆوت
و،وඵฬଦزا॥تୀاୀآهୀما৩ھانا॥تازسാࢸتو،و່ଦاඵවرا॥ت࢟توభاଌنगھان؛وଦا৯دکا॥تభنارേھایآنगھان.
ൾফنکاراز گاریૼنభآنا॥تਵࣥو່ଥما! ശণر داه ودॿمرا کارمراଘૼن৶ما ৯داৣم،صلاحِ ণیدنرا راهِ ا०భඟ໋شऒودభماৣمیا ೯دایا!

.ଡوھایশفاঅࣂࡣتوازඓ راঘ࣒ماගশھایوতฬناه

از່ماীشاتතअرتعلی(ع)

ͷی
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دو



ฬଘم೯دا
الْخال˼ق˂. یʿشͺْ͒ر لَم˂ الْمʿخلوق یʿشͺْ͒ر لَم˂ من و

عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق اینجانب به که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن علمͬ پیشرفت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم فرمود.

علͬ�اصغر دكتر آقای جناب خود، راهنمای اساتید دریغ بی زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه�ی آغاز در
راهنمایی بدون قطعاً که نمایم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه خیری، حسین دكتر و اكبرفام جدیری

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان ارزنده�ی
فلوریدا دانشͽاه از دلینهیر دكتر و پلوگین دكتر یوتا، دانشͽاه از استنجر فرانك دكتر آقایان جنابان از

دارم. را امتنان و تشͺر كمال تحقیق این راستای در راهنمائͬ�هایشان و كمك�ها بابت
دكتر و امامعلͬ�پور دكتر ایواز، دكتر عبادی، دكتر شهمراد، دكتر لͺستانͬ، دكتر حجتͬ، دكتر آقایان از
نیز بودند من راهنمای همواره اینجانب تحصیل طول در كه بهرامͬ دكتر خانم سركار و ایراندوست
را رساله این داوری زحمت که لͺستانͬ دکتر و حجتͬ دکتر قنبری، دکتر آقایان از مͬ�كنم. تشͺر

دارم. را تشͺر کمال اند پذیرفته
مخصوصاً و بوده�اند من مشوق و یار همواره مراحل تمامͬ در که خانواده�ام اعضاء کلیه از پایان در
سپاسͽزاری نموده�اند، تمام من بر را استادی حق که گرامͬ همسر پدر محمدصفری جنابآقایدکتر

مͬ�کنم.

ورযشاش ඌࣹن
۱۳۹۲

سه



حسین نام: پوربشاش دانشجو: خانوادگͬ نام

تكین دیفرانسیل معادلات حل برای سینك روش�های عنوان:

خیری حسین دكتر و اكبرفام جدیری اصغر علͬ دكتر : راهنما استادان

تبریز دانشͽاه دیفرانسیل معادلات گرایش: كاربردی ریاضͬ رشته: دکتری� تحصیلͬ: مقطع

١۵٢ صفحات: تعداد ١٣٩٢ التحصیلͬ: فارغ تاریخ ریاضͬ علوم دانشͺده

هم�محلͬ، روشسینك گالركین، روشسینك مضاعف، نمائͬ تبدیلات تكین، مسائل واژه�ها: کلید
موضعͬ، پایداری عمومͬ، پایداری میزبان، درون ویروسͬ بیماری�های مدل ،ͬͺدینامی سیستم�های

كنه. و گاو در ببیزیوسیز بیماری جمعیت مدل دوم، افزوده تركیب ماتریس�های لیاپانف، تابع

چͺیده

مقدار مسائل و اولیه مقدار مسائل معرفͬ ضمن اول بخش در مͬ�شود. تقسیم بخش دو به رساله این
و گالرکین سینك روش بررسͬ به دارد، وجود تکینͬ آن�ها جواب در یا و آن�ها صورت در که مرزیی
ارائه با شد. خواهد پرداخته مسائل نوع این حل برای مضاعف و ساده نمائͬ تبدیلات با هم�محلͬ

گرفت. خواهد قرار بررسͬ مورد شده ارائه روش�های کارائͬ متعدد مثال�های

ͷبیولوژی مسائل در را آن�ها کاربرد و نموده معرفͬ را ͬͺدینامی سیستم�های دوم، بخش در
کلͬ و موضعͬ پایداری و مدل�ها این کیفͬ رفتار کرد. خواهیم ارائه مختلف، مدل دو معرفͬ با
جهت بار اولین برای سینک روش�های مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد مختلف روش�های با تعادل نقاط
روش�ها این که مͬ�شود مشاهده عمل در مͬ�شود. گرفته به�کار ͬͺدینامی شبیه�سازیعددیسیستم�های
روش از تعمیمͬ مشͺل این رفع برای دارند؛ همͽرائͬ مشͺل بزرگ بازه�های در مسائل حل برای

شد. خواهد معرفͬ مذکور



مطالب فهرست

۶ مقـدمـه

١٠ اولیه و مرزی مقدار مسائل ١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه و مرزی مقدار مسائل ١.١

١٩ طیفͬ روش�های تاریخچه و مفاهیم ٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طیفͬ روش�های معرفͬ ١.٢

٢۴ سینك روش�های ٣
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعاریف و اولیه مفاهیم ١.٣
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سینك تقریب ٢.٣
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مضاعف نمائͬ تبدیلات ٣.٣
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سینك پایه�های با طیفͬ روش�های ۴.٣
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم�محلͬ سینك روش ١.۴.٣
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گالركین سینك روش ٢.۴.٣
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال�های ۵.٣

٧١ روشسینک با عددی شبیه�سازی و ͬͺدینامی سیستم�های ۴
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه مفاهیم ٢.۴
٩١ . . . . . . . . . . میزبان درون ویروسͬ بیماری�های ریاضͬ مدل�های بررسͬ ٣.۴
٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣.۴
٩٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریاضͬ مدل ٢.٣.۴

١



٢ مطالب فهرست

١١۴ . . . . . . . . . . . کنه�ها و گاوها در ببیزیوسیز بیماری جمعیت مدل بررسͬ ۴.۴
١١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴.۴
١١۵ . . . . . . . . . . . . . . . سیستم پایداری تحلیل و ریاضͬ مدل ٢.۴.۴

ͬͺدینامی سیستم�های حل برای MMSM چندگامͬ تعمیم�یافته سینک روش ۵.۴
١٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرخطͬ
١٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال�های ۶.۴

١٣٧ نتیجه�گیری

١٣٩ مراجع



اشͺال فهرست

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [−۵,۵] بازه در سینك تابع نمودار ١.٣
٢۶ . . . . . . . . [−۵,۵] بازه در k = −۱, ۰,۱ ازاء به S

(
k, π۳

)
(x) تابع نمودار ٢.٣

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Γ = (۰,۱) و d = π
۳ برای DE دامنه ٣.٣

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Γ = (۰,∞) و d = π
۳ برای DW دامنه ۴.٣

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Γ = (۰,∞) و d = π
۳ برای DB دامنه ۵.٣

٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢.۴) سیستم فاز مسیرهای ١.۴
١١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کنه�ها و گاوها جمعیت دیاگرام ٢.۴

(١ رانگکوتا روش�هایMMSMو از استفاده با ٢.۶.۴ مثال حل عددی نتایج ٣.۴
ذرات نمایش (٣ آلوده سلول�های تعداد نمایش (٢ سالم سلول�های تعداد نمایش

١٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویروس.
(١ رانگکوتا روش�هایMMSMو از استفاده با ٣.۶.۴ مثال حل عددی نتایج ۴.۴
ذرات نمایش (٣ آلوده سلول�های تعداد نمایش (٢ سالم سلول�های تعداد نمایش

١٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویروس.
کوتا رانگ و MMSM روش�های از استفاده با ۴.۶.۴ مثال حل عددی نتایج ۵.۴
به شده مبتلا گاوهای نمایش (٢ بیماری به ابتلا معرض در گاوهای نمایش (١

١٣۵ . . . . . . . . . . . . . . بیماری. به شده مبتلا کنه�های نمایش (٣ بیماری
کوتا رانگ و MMSM روش�های از استفاده با ۵.۶.۴ مثال حل عددی نتایج ۶.۴
به شده مبتلا گاوهای نمایش (٢ بیماری به ابتلا معرض در گاوهای نمایش (١

١٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . بیماری به شده مبتلا کنه�های نمایش (٣ بیماری

٣



جداول فهرست

سینک روش ،N = ۲۵ با گالرکین لژاندر روش با ١.۵.٣ مثال حل خطای ١.٣
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ۱۳۰ با ساده نمائͬ تبدیلات با گالرکین

سینک روش ،N = ۳۰ با گالرکین لژاندر روش با (٢.۵.٣) مثال حل خطای ٢.٣
تبدیلات با گالرکین سینک و N = ۱۲۵ با ساده نمائͬ تبدیلات با گالرکین

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ۵۰ با مضاعف نمائͬ
Nهای مضاعفبا و ساده تبدیلاتنمائͬ با سینکگالرکین روش� در خطا حداکثر ٣.٣

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف.
با ساده نمائͬ تبدیلات با گالرکین سینک روش با (٣.۵.٣) مثال حل خطای ۴.٣

۶٣ . . . . . .N = ۵۰ با مضاعف نمائͬ تبدیلات با گالرکین سینک و N = ۱۲۵

Nهای مضاعفبا و ساده تبدیلاتنمائͬ با سینکگالرکین روش� در خطا حداکثر ۵.٣
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف.

و مضاعف و ساده نمائͬ تبدیلات با گالرکین سینک روش�های در خطا حداکثر ۶.٣
۶۴ . . . . . (۴.۵.٣) مثال در مضاعف و ساده نمائͬ تبدیلات با هم�محلͬ سینک

و مضاعف و ساده نمائͬ تبدیلات با گالرکین سینک روش�های در خطا حداکثر ٧.٣
۶۵ . . . . . (۵.۵.٣) مثال در مضاعف و ساده نمائͬ تبدیلات با هم�محلͬ سینک

و مضاعف و ساده نمائͬ تبدیلات با گالرکین سینک روش�های در خطا حداکثر ٨.٣
۶۶ . . . . . (۶.۵.٣) مثال در مضاعف و ساده نمائͬ تبدیلات با هم�محلͬ سینک

و مضاعف و ساده نمائͬ تبدیلات با گالرکین سینک روش�های در خطا حداکثر ٩.٣
۶٧ . . . . . (٧.۵.٣) مثال در مضاعف و ساده نمائͬ تبدیلات با هم�محلͬ سینک

ارائه هم�محلͬ سینک روش از استفاده با لن�امدن مساله واقعͬ و تقریبی جواب ١٠.٣
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٨.۵.٣) مثال در شده
۶٩ . . . هم�محلͬ سینک روش از استفاده با (٩.۵.٣) مثال واقعͬ و تقریبی جواب ١١.٣

۴



۵ جداول فهرست

٧٠ . . هم�محلͬ سینک روش از استفاده با (١٠.۵.٣) مثال واقعͬ و تقریبی جواب ١٢.٣



مقدمـه

گسترده طور به جزئͬ مشتقات و معمولͬ دیفرانسیل معادلات عددی حل برای سینک روش�های

شده داده نشان نامتناهͬ دامنه با مسائل و منفرد مسائل برای مخصوصا آن، کارائͬ و شده بررسͬ

،[٧٣ ،۵٨ حرارت[٣٧، انتقال مانند مهندسͬ و علوم در فراوانͬ سینککاربردهای روش�های است.

[۵٣ ،۴۴ ،۴٣ ،٧٧] معکوس مساله ،[٧٩] بهینه کنترل ،[٩۵] سیالات ͷانیͺم ،[١] جمعیت رشد

دارد. [٨٠] ͬͺپزش تصویربرداری و

تابع ارایه تاریخچه است. شده نهاده بنا [٩۴ ،٩٣] ویتاکر کاردینال تابع پایه بر سینک تقریب

توسط تحقیقات او از بعد برمͬ�گردد. ١٩٣۵ و ١٩١۵ سال�های در ١ ویتاکر تحقیقات به کاردینال

این کرد. پیدا ادامه مهندسͬ علوم در مخصوصا کاربردی، زمینه�های در ٢ هارتلͬ و نیͺوست شانون

دادند. نشان مخابرات در سیستم و سیͽنال تحلیل در را کاردینال تابع کاربردی نقش افراد

تقریب فرمول ١٩٨١ سال در و کرد معرفͬ ١٩٧۶ سال در را سینک روش�های ٣ استنجر فرانک

اثبات را تقریب به مربوط قضایای و بررسͬ توابع برای [٩۴ ،٩٣] ویتاکر تابع اساس بر را سینک

دیفرانسیل معادلات حل سینکدر توابع برای مناسبی اجمالͬ بررسͬ [۴۵ ،٨٢] کتاب�های در نمود.

رفتار از مفصلͬ بحث است. شده ارائه استنجر توسط انتگرالͬ معادلات و جزئͬ مشتقات و معمولͬ

ارائه [٨٠ ،۴۴] ١٩٩٢ و ١٩٨۶ سال�های در لاند جان توسط مرزی مقدار مسائل سینکدر روش�های

تقریب�های پایه بر هم�محلͬ سینک و گالرکین سینک روش دو دیفرانسیل معادلات حل برای شد.

١Whittaker
٢Shannon Nicost and Hartley
٣Frank Stenger

۶



٧ مقدمه

مسائل برای ١٩٧٩ سال در استنجر توسط گالرکین سینک روش بار اولین مͬ�شود. ارائه سینک

شد. ارائه [٨١] دیریͺله مرزی شرایط با دو مرتبه دیفرانسیل معادلات در نقطه�ای دو مرزی مقدار

همچنین رفت. به�کار تکین دونقطه�ای مرزی مقدار مسائل حل برای گالرکین سینک روش [٢] در

به�کار محلͬ هم روش از استفاده با مرزی مقدار مسائل برای را سینک تقریب ͬͺبیال ١٩٩١ سال در

که گردیده ثابت و شده استفاده [١١] در اولیه مقدار مسائل حل برای هم�محلͬ سینک روش برد.

روش دو هر که است شده داده نشان [٧٩] در همͽراست. جواب به نمائͬ به�صورت سینک روش

که مسائلͬ در روش این برتری هستند. همͽرا جواب به نمائͬ به�صورت هم�محلͬ و گالرکین سینک

به نقطه N تعداد با تقریبی برای روش این در همͽرایی مͬ�شود. مشخص دارند [٨٣] تکین نقطه

جدیدی خانواده سینک، تقریب روش�های است. ثابت c آن در که است O(exp(−c
√
N))صورت

تقریب�هایی بتوانیم که مͬ�سازند قادر را ما فرمول�ها این مͬ�دهند. ارائه محاسبه برای را فرمول�ها از

این آوریم. دست به غیره و توابع انتگرال و مشتق تقریب مانند عملیات انواع برای مناسب دقت با

مͬ�باشند. وسیعͬ بسیار کارایی دارای محاسباتͬ روش�های

مثال: برای

باشد. منفرد انتگرال، زیر تابع که انتگرال�هایی مناسب ١-تقریب

با دیفرانسیل معادلات یا معمولͬ دیفرانسیل معادلات برای مناسب تقریبی جواب کردن پیدا -٢

باشند. منفرد معادلات این ضرایب که جزیی مشتقات

که آنها ویژه به غیرخطͬ و خطͬ ولترای یا فردهلم انتگرال معادلات برای مناسب تقریبی جواب -٣

باشند. منفرد هسته دارای

معکوس. مسائل حل در استفاده -۴

دیفرانسیل. معادلات در ویژه مقادیر برای مناسب تقریب -۵

ͷی انتگرال�های عددی محاسبه برای را ۴ مضاعف نمائͬ تبدیلات [٨٨] موری و تاکاهاشͬ

انتگرال�ها، عددی محاسبات در مضاعف تبدیلات روش کارائͬ نمودند. ارائه ١٩٧۴ سال در بعدی

بͽیرند. به�کار عددی روش�های سایر برای را مضاعف نمائͬ تبدیلات تا داشت آن بر را محققین

با مرزی مقدار مسائل حل برای را هم�محلͬ سینک روش موفقیت با توانست [٨۵] سوگͬ�هارا

۴Double exponential transformation



٨ مقدمه

مرتبه دیفرانسیل معادلات با مرزی مقدار مسائل اخیرا ببرد. به�کار دو مرتبه دیفرانسیل معادلات

شده داده نشان [۶٠ ،٨۶ ،۵۴ ،۴٩] در واقع در است. شده حل هم�محلͬ سینک روش با نیز چهار

عددی حل یا و انتگرال�ها عددی حل برای مضاعف تبدیلات از استفاده با سینک روش که است

است. کاراتر بسیار دیفرانسیل معادلات

در یا و بوده تکین دیفرانسیل معادلات دارای که مͬ�آید به�دست مسایلͬ اوقات برخͬ عمل، در

کارائͬ معمولا مسائل نوع این با مواجهه در عددی روش�های اغلب دارد. وجود تکینͬ آنها جواب

مدل ،ͬͺکوالاس ثابت نقطه حول انعطاف�پذیری تنزیل مدل مثال به�عنوان مͬ�دهند. دست از را خود

تصادفͬ، ماتریسͬ مدل�های آماری، ͷانیͺم مسائل در که پین�لوی معادلات لورنز، اتمسفر جریان

دارای که هستند دیفرانسیلͬ معادلات ͬͽهم مͬ�آید، به�دست غیرخطͬ موج�های پلاسما، ͷفیزی

خود کارایی تکین نقطه از عبور هنگام عددی روش�های معمولا مسائل این در هستند. تکین جواب

مͬ�دهند. دست از را

دونقطه�ای مرزی مقدار مساله حل به رساله این اول فصل در

L(y) = p(x)y′′ + q(x)y′ + u(x)y = f(x, y),

y(a) = y(b) = ۰,

اولیه مقدار مساله و

L(y) = p(x)y′′ + q(x)y′ + u(x)y = f(x, y),

y(۰) = a, y′(۰) = b,

تابع مسائل، این در شد. خواهد �پرداخته هستند، تحلیلͬ توابع p(x), q(x), u(x), f(x, y) آنها در که

این است. بازه این در تکین جواب دارای معادله یا و بوده صفر دارای مساله شده داده بازه در p(x)

شد. خواهد حل طیفͬ روش�های از استفاده با سینک پایه�های از�جمله مختلف پایه�های با معادلات

در تکینͬ دارای که هستند مسائلͬ در به�کارگیری برای کارائͬ بسیار روش�های سینک، روش�های

نقاط از آمیز موفقیت عبور به قادر عددی روش�های از بسیاری که حالͬ در �هستند؛ مساله صورت

از بهتر بسیار گالرکین سینک روش است آن�ها جواب در تکین نقاط که مسائلͬ در نیستند. تکین

است. شده ظاهر هم�محلͬ سینک



٩ مقدمه

مدل�ها این است. بیماری�ها دینامیك درك برای موثر روش�های از ͬͺی بیماری�ها ریاضͬ مدل�سازی

بر مختلف فرضیه�های بررسͬ هستند. یك مرتبه غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه�های اغلب

بيماران از زيادي تعداد به نمͬ�توان زیرا است مشͺل بسیار اغلب بیماری�ها ͬͺكلینی داده�های اساس

در ریاضͬ مدل�های بنابراین نیستند. دقیق ویروس�ها اندازه�گیری تكنیك�های یا و كرد پيدا دسترسͯ

شبیه�سازی�های بیماری�ها مورد در پیش�بینͬ و تحلیل راه�های از ͬͺی هستند. مهم بسیار حوزه این

نگردیده ارائه معادلات دستگاه�های حل برای تاكنون سینك روش كه این به توجه با است. عددی

ͬͺدینامی سیستم�های حل در كارگیری به برای را روشسینك که هستیم آن دنبال تحقیق این در است

دهیم. تعمیم

پیش�زمینه معرفͬ ضمن سوم فصل در مͬ�شوند. معرفͬ اختصار به طیفͬ روش�های دوم فصل در

با طیفͬ روش�های و سینک تقریب�های قضایای و فرمول�ها معرفͬ به ویتاکر، و سینک توابع تئوری

مسائل حل برای هم�محلͬ سینك و گالركین سینك روش ادامه در پرداخت. خواهیم سینک پایه�های

روش این پایه�های در قدری است لازم اولیه مقدار مسائل حل جهت مͬ�شوند. ارائه مرزی مقدار

مͬ�شود داده تعمیم اولیه مقدار مسائل حل برای روشسینك پایه�ها این تغییر با لذا شود. ایجاد تغییر

تكینͬ یا و معادله خود در تكینͬ دارای كه مسائلͬ از مختلفͬ مثال�های ارائه با سوم فصل انتهای در و

خواهند مقایسه دیͽر هم با گالركین روش و هم�محلͬ و گالركین سینك روش�های هستند جواب در

شد.

بررسͬ مورد ریاضͬ مدل دو پایداری، تحلیل�های به مربوط اولیه مفاهیم ارائه از پس چهارم فصل در

و گاوها در ببیزیوسیز بیماری جمعیت مدل و میزبان درون ویروسͬ بیماری�های مدل مͬ�گیرد. قرار

عددی، شبیه�سازی�های با نهایت در و مͬ�گردد ارائه چندگامͬ یافته تعمیم روشسینك سپس و كنه�ها

مͯ�گيرند. قرار مطالعه مورد متنوعͬ مثال�های

کنفرانس�های در برخͬ که مستخرجشده [٧٢ ،٧١ ،٧٠ ،۶٩ ،۶٨ ،۶٧ ،۶۶ مقاله�های[٢۵، رساله این از

شده�اند. چاپ ویا شده پذیرش بین�المللͬ معتبر مجله�های در برخͬ و شده ارائه بین�المللͬ



١ فصل

اولیه و مرزی مقدار مسائل

١٠



١١ اولیه و مرزی مقدار مسائل .١ فصل

اولیه و مرزی مقدار مسائل ١.١

کلͬ به�صورت اولیه مقدار مسائل

y′ = f(x, y),

y(a) = α,

آن در که مͬ�شوند داده نمایش

f(x, y) =


f۱(x, y۱, . . . , yn)

...

fn(x, y۱, . . . , yn)

 .
به�صورت معادله جواب

y =


y۱

...

yn

 ,
به�صورت مساله مرزی شرایط مرزی، مقدار مسائل در است.

Ay(a) +By(b) = C, (١.١)

است. n× ۱ ماتریس ͷی C و n× n ماتریس�های B و A آن در که مͬ�شود داده

جداشدنͬ را مرزی شرایط باشند، هم از جدا b و a شامل شرایط (١.١) در اگر .١.١.١ تعریف

یعنͬ مͬ�نامیم،

A۱y(a) = C۱, B۲y(b) = C۲.



١٢ اولیه و مرزی مقدار مسائل .١ فصل

هستند. جداشدنͬ مرزی شرایط معمولا عمل در

شرایط با عمل در گاهͬ اما هستند. خطͬ y(b) و y(a) حسب بر (١.١) در شده بیان مرزی شرایط

یعنͬ هستیم مواجه غیرخطͬ مرزی

r(y(a), y(b)) = ۰,

داریم آن در که

r(u, v) =


r۱(u۱, . . . , un, v۱, . . . , vn)

...

rn(u۱, . . . , un, v۱, . . . , vn)

 .

مرزی و اولیه مقدار مسائل مهم تفاوت

وجود جواب آن�گاه کنند صدق لیپ�شیتز شرط در و بوده پیوسته fiها اولیه مقدار مسائل در اگر

شرایط این با است ممͺن شود اضافه آن به هم مرزی شرط اگر اما بود. خواهد به�فرد منحصر و داشته

باشند. داشته جواب چندین یا و بوده منحصربه�فرد جواب دارای یا نداشته جواب

حقیقͬ تابع ͷی w آن در که مͬ�گیریم نظر در را w′′ + w = ۰ دیفرانسیل معادله .٢.١.١ مثال

فرض با است w : R → Rبه�صورت

y۱ = w(x), y۲ = w′(x),

داریم

y′۱ = w′(x) = y۲ → y۲ = y′۱



١٣ اولیه و مرزی مقدار مسائل .١ فصل

داریم نتیجه در و y۱

y۲


′

=

 ۰ ۱

−۱ ۰


 y۲

−y۱

 .
است. w(x) = c۱ sin x+ c۲ cosxبه�صورت معادله این عمومͬ جواب

و منحصربه�فرد جواب دارای معادله ،w(۰) = ۰ و w(π۲ ) = ۱ مرزی شرایط با مͬ�شود ملاحظه

و w(π) = ۱ مرزی شرایط با و جواب بی�شمار دارای ،w(۰) = ۰ و w(π) = ۰ مرزی شرایط با

نیست. جواب دارای معادله ،w(۰) = ۰

مͬ�گردد. ارائه جواب به�فردی منحصر بررسͬ و وجود عمومͬ قضایای ادامه در

{a ≤ x ≤ b, u۲
۱ + u۲

۲ <∞} روی f(x, u۱, u۲) فرضکنید جواب) وجود (قضیه .٣.١.١ قضیه

مرزی مقدار مساله �صورت این در کند صدق u۲, u۱ به نسبت لیپ�شیتز شرط در و بوده پیوسته

y′′ = f(x, y, y′),

a۰y(a)− a۱y
′(a) = α, |a۰|+ |a۱| ̸= ۰,

b۰y(b) + b۱y
′(b) = β, |b۰|+ |b۱| ̸= ۰,

معادله از S = S(v) مجزای ریشه�های به�صورت جواب�هائͬ دارای

Φ(s) = b۰u(b, s) + b۱u
′(b, s)− β = ۰,

هستند.

اولیه مقدار مساله برهان.

v′′ = f(x, v, v′),



١۴ اولیه و مرزی مقدار مسائل .١ فصل

a۰v(a)− a۱v
′(a) = α,

c۰v(a)− c۱v
′(a) = s (٢.١)

a۱c۰ − کنیم فرض هستند. x از مستقل پارامتر α و s که مͬ�گیریم نظر در را a۱c۰ − a۰c۱ ̸= ۰ که

فرم به جوابی این�صورت در باشد (٢.١) مساله یͺتای جواب u(x, s) اگر .a۰c۱ = ۱

Φ(s) = b۰u(b, s) + b۱u
′(b, s)− β = ۰, (٣.١)

y(x) = u(x, s∗) تابع داریم انتظار باشد (٣.١) معادله جواب s = s∗ اگر مͬ�کنیم. جستجو را

باشد. مرزی مقدار مساله جواب

به�صورت مͬ�توان را (٢.١) مساله مͬ�کنیم. معرفͬ را u۲(x) = u′(x), u۱(x) = u(x) جدید متغیر

نوشت زیر
u′۱ = u۲ u۱(a) = u(a) = −۱

−a۱c۰+a۰c۱
[−c۱α + a۱s] = a۱s− c۱α

u′۲ = f(x, u۱, u۲) u۲(a) = u′(a) = −۱
−a۱c۰+a۰c۱

[a۰s− c۰α] = a۰s− c۰α.

(۴.١)

حال

α =

 a۱s− c۱α

a۰s− c۰α

 , f(x, u) =

 u۲

f(x, u۱, u۲)

 , u =

 u۱

u۲

 .
دستگاه پس مͬ�کند صدق اولیه مقدار مساله به�فردی منحصر و وجودی قضیه شرایط در f چون

u′ = f(x, u),

u(a) = α,

(برای Φ(s) = ۰ اگر به�وضوح است. a ≤ x ≤ b که u۱(x) = u(x, s) به�فرد منحصر جواب دارای

مجزای ریشه دو s(j), s(i) اگر بود. خواهد نیز ما مرزی مقدار مساله جواب جواب، این sها) بعضͬ



١۵ اولیه و مرزی مقدار مسائل .١ فصل

ریشه هر بنابراین .u(x, s(i)) ̸= u(x, s(j)) (۴.١) دستگاه یͺتایی از استفاده با باشند (٣.١) معادله

y(x) کنیم فرض حال بود. خواهد مرزی مقدار مساله از مجزا جواب ͷی (٣.١) معادله از مجزا

پارامتر به البته بود خواهد نیز (۴.١) برای جواب ͷی بنابراین باشد. ما مرزی مقدار مساله جواب

مساله برای جواب وجود پس مͬ�کند. صدق نیز (٣.١) در مقدار این که s = c۰y(a) − c۱y
′(a)

شد. اثبات مرزی مقدار

اولیـــــــــــــه مقدار مساله .۴.١.١ قضیه u′ = f(x, u)

u(a) = α

در u به نسبت f كه این فرض با و a ≤ x ≤ b, |u| < ∞ روی f پیوستگͬ فــــــــــرض با را

به نسبت f ژاکوبین مولفه�های کنید فرض همچنین بͽیرید. نظر در كند، صدق لیپ�شیتز شرط

،F (x, u) = ∂f(x,u)
∂u

= (∂fi(x,u)
∂uj

)i,j nام، مرتبه ماتریس دیͽر به�عبارت باشد پیوسته R روی u

به�طور αk به نسبت u(x, α)جواب α هر برای این�صورت در باشد. پیوسته R روی i, j = ۱, . . . , n

دستگاه جواب ξ(k)(x) ،ξ(k)(x) = ∂u(x,α)
∂αk

اگر یعنͬ بود. خواهد دیفرانسیل�پذیر پیوسته

d

dx
ξ(x) = F (x, u(x, α)),

ξ(a) = ek, ek = (۰, . . . ,۱, . . . , ۰),

است.

شود. مراجعه [٣٠] از ١.٢.١ قضیه اثبات به برهان.

صدق ٣.١.١ قضیه شرایط در f(x, u۱, u۲) تابع فرضکنید جواب) یͺتایی (قضیه .۵.١.١ قضیه

،M مثبت ثابت برای �که به�طوری باشد R روی پیوسته مشتقات دارای f فرضکنید همچنین و کند

شرایط در مرزی مقدار مساله ضرایب کنید فـــــــــــــــرض . ∂f
∂u۱

> ۰,
∣∣∣ ∂f∂u۲

∣∣∣ ≤M


