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�
��'� ����� �� G (����̂� $� r���a� �V���9 ��q 81����� F5h )� G b�� �� �� �� F	� 2�-� W��1 ψG � ��b��

%. 3
N�� ��N�� b�� A��" �� '	�̂� ��� �
N�� ��N�� ��h� b�� ��̂� �� %. �*� ����� �*��� ������ �� ��̂� ��

�	
��� (��b�� �� ��b�� %. 3
N�� ��N�� ��h� b�� )� $� G*� ��̂� �� �*� ����� ��*���'� ��
�� �� b��


�����a� ��̂� )� �� �� '	�S� ��
R1 �
N�� ��N�
� ($��� b�� � �-�E ����� �*��� ����� �� Q��� ��*���'�

adjacent �

loop �

parallel �

simple �

X



δ(G) � � �� �h�� ������ � ∆(G) � � �� G Q��� ��S� (�h�� �����*� ���N'� �
���" ��̂� %. (�����

}�*��'� O��R1 ��$ +��6�� ��N'� ���� %��� d(G) �� �� �� G Q��� ������� 	���� �
���'� G����

d(G) =
1
|V |

∑
v∈V

dv.

����� '�N����

δ(G) ≤ d(G) ≤ ∆(G).

�
����'� ����� ���� �� F
*� ���a� (�0�� ��̂� ~*� �� �� '	�̂�

�� �� � G′ ⊆ G ��� �G′ ⊆ G 
�
���'� � 
����'� G �������
 )� �� G′ ���%. 3E′ ⊆ E � V ′ ⊆ V ���

�F	� G ������� ������
 )� G′ �*��� 3
�N�� ���a� �� G′ �� 
�����a� G �� �� V ′ $� '	�̂�

G �	�� �� 
�.'� ��h��� G′ ��S� (��� �� G��̂� �� b�<1�� $� �� �� 'C��� 3
N�� ' 1 G′ � G;���N� ���

�
���'� G���� G ∨G′ �� � �
*��� G′ �

�� v0e1v1e2v2 . . . ekvk (�9�K�� $� F	� +��K/ �*��'� %��� Pk �� �� vk � v0 ��̂� �� �*� k b�E �� ���!"�

� F	� G (��b�� (�/��a� $� (�>/ ei � G ��S� (�/��a� $� (�>/ vi 31 ≤ i ≤ k 3i �� (��� %. ��

�*
� 3
�N�� �*
� �� W ′ = vkek+1vk+1 . . . elvl � W = v0e1v1 . . . ekvk ��� �
��
� ei (� ��� �� vi � vi−1

$� �� �� v0e1v1 . . . elvl �*
� � W−1 �� 
�.'� F	��� W 8*1�1 %��� %���� $� �� �� vkekvk−1ek−1 . . . e1v0

(�*
� W = v0e1v1 . . . ekvk �*
� $� '�k� ��*��'� %��� WW ′ �� 
�.'� F	��� vk �� W ′ � W 
��*#

W (��(vi, vj) #$% �� �9�K����$ ��� �F	� W '9���� (���?�h $� viei+1vi+1 . . . ejvj (�9�K����$ �� F	�

��*���'�

degree �

average degree �

isolated vertex �

subgraph �

induced subgraph �

join �	

path ��

(vi, vj) − section ��

[



���N'� ���� %��� Cn �� ��̂� n J��N (��� � 
N�� '=� %. (� ��� �� �� F	� (�*
� ����� )� $� ��B��

��� ��� ����	
 δ(G) + 1 ����
 � ��� �� ���� � δ(G) ��� �� ����
 �
�� G ���� �� ����� �����

��δ(G) ≥ 2 �� ���

� �
*�*K� �� oXp ���	
�

��S� (�/��a� ��� �
N�� ��h�� �*
� )� J-�
� , G ��̂� �� �� �*� ����� F	� ��&�'() ���� )� G
F�
- �� � ���K� ���a� ������ Gk� �� $� '	�̂� �� ~*� ��(��E�� �*�� $��C� F�
- 
�D �� �� G Q���

��*���'� G ��	&�'() 	�*����� )� �� Gk� �� ���%. 3
N�� 
�K��

Q��� ������� +�% )� �� ��N'� 
�K���� Q��� %. Qw, �� �� Q��� )� ��S� (�/��a� $� (��/��a���$

$� (��/��a���$ 38*1�1 �*�� �� �
����'� ,�(!�!� ����� +�% �� F*6�" ��� �� �/��a���$ ����=D�� �

����=D�� � Q��� ������ +�% )� �� ��N'� 
�K���� Q��� %. Qw, �� �� Q��� )� (��b�� (�/��a�

%. ��N 
�K���� Q��� ��̂� )� Qw, �� ��� �
����'� Q��� ,�(!�!� ���� +�% �� F*6�" ��� �� �/��a���$

�
����'� ���-�% ,�� �� b�� %. ��N 
�K���� Q��� b�� )� Qw, �� ��� � ���-�% ���� �� ��̂�

�
����'� �	./�� 3
N�� ��� 
-�C �� �� (
�K�� Q���

 �!�" ��#� ��" $���%& 'T ���� �� ���� ����� 
���

�()� (*�� +� T (i

����� ��,� ���
 +� �-./ � +� 'T 0�1� �� �� ��� (ii

������ ��2� 	.3� '���	
 �.%2��! T '��� �� �4� �� 	5� ()� �.%2� T 	.3� '()� ��2�.�
 �.%2� T (iii

cycle ��

connected graph ��

connected component ��

vertex cut ��

edge cut ��

cut vertex ��

cut edge ��

tree �	

]



��.6�� 	��� ��� T

���7	
 ��,��� ��� +� 'x, y ∈ V (T ) �� T �� {x, y} /∈ T ��� �� 8��� �9�:� �� 	5� '()� ��� ���9 T (iv

� �
*�*K� �� oXp ���	
�

�� %. � � * �� � ' � ��̂� �� %. � * � (��� 0 1� 2 �� v � u ��̂� �� � * � � * 
 � � �� � �� 1� � b� E
� ���� � �%. (�$�� � � � 
 � N� � G Q�� � $� ��̂� �� v � u 
 * � � Z� C �� * ��' � G �� � � d(u, v) � �

���N'� �
*��� G Q��� ���3
 d(u, v) +��6����� 3d(u, v) = max{d(x, y)|x, y ∈ V (G)}

���� �� �B� � ��(n− 1) '	�̂� n Q��� �
N� � k %. ��̂� �� (�h�� �� F	� 'C��� ��45� ��6k ����

��*��'� %��� Kn �� ��%. � �
*��� ��7��8

�� ~*� ��(��E�� ��� $��C� Gk� �� �� �� G ��S� (�/��a� %���� ��� �*��� ���9$%�� ���� )� �� G

$� ��̂� �� � ���� '�k��� G ����� �*��� 7��8 �9$%�� Q��� �� G �
�N�K� ���a� �� �� Gk� )� $� '	�̂�

Gk� �� � m Gk� )� �� � ���� J��� '�k��� G ��� �
N�� ���a� �0�� Gk� ��S� (��� �� Gk� ��

��*��'� G���� Km,n �� �� G 3
N�� ��N�� ��̂� n �0��

����%! ��9 ��� �
�� ��� �-./ � ��� ()� 	;<��� G ���� ����� 
���

��	�� %�
� �
N�� G $� (��� C = v0v1 . . . vkv0 � Y � X (��Gk� �� '�k��� G 
*�� Z�C ���	
�

�� �v1 ∈ Y ����� F	� '�k��� G � 
�����a� v1 � v0 %�D M# �v0 ∈ X �*��'� Z�C 38?:� F*�?�� $�

%�D M# �
N�� ��C k ��� vk ∈ Y � s�$ k ��� vk ∈ X ����� '?�� F9�, �� � v2 ∈ X ����� 8*1�1 �*��

�F	� s�$ ��� )� C �a*�� �� � 
N�� ��C 
��� k 3vk ∈ Y


N�� 
�K�� 'C��� G 
*��Z�C ��*�� F��U 
�K�� (��Q��� (��� �� 8?:� M=/ F	� 'C�� z�7� ��

distance ��

diameter ��

k-regular graph ��

complete graph ��

bipartite graph ��

_



$��C� Y � X Gk� �� �� ��$ 8*1�1 �� �� V (G) � �*��'� !�k��� �� u ���k9� ��̂� �F
*� ��C ��� J��N ��

}�*��'�

X = {x ∈ V (G)|F	� s�$ d(u, x)}

Y = {y ∈ V (G)|F	� ��C d(u, y)}.

%��� F	� 'C�� ���N'� '�k��� G 3O��R1 PKE �� 
���'� $��C� (��E �� V (G) 3Y � X �*��'� %���

����*�'� �B� �� �� X $� w � v ���k9� ��̂� �� �
��
*� ���a� Y $� '	�̂� �� ~*� � X $� '	�̂� �� ~*� �*��

%��� u1 �� �� Q � P ;���� ��̂� ���". �
�N�� (u,w) �*
� ������1�� Q � (u, v) �*
� ������1�� P ���*�

�*
� ������1�� 3Q � P �*
� �� �� �� t���� (u, u1) Gk� 3
��
� ���*
� ������1�� Q � P %�D ��*��'�

(��b�E 3
��s�$ Q � P �*
� �� �� (��b�E %�D 'C�E $� �
��%�
=� b�E (���� �������� � 3F	� u1 �� u $�

�a*�� �� �
�N�� ��C �� s�$ �� �� �� �� 
��� 
��
� Q $� (u1, w) Gk� �� Q1 � P $� (u1, v) Gk� �� P1

3F	� ��C b�E �� (��� P−1
1 Q1wv 3
N�� J6� w �� v ��� �F	� s�$ G9�E 3F	� (v, w) �*
� �� P−1

1 Q1

�� ~*� ��� %��� %��1'� ����� P��E �� �
��
*� ���a� X �� '	�̂� �� ~*� �������� �F	� Z�C QI" ��

� �F	� ���1 +�KU� 8*1�1 ��� �� � 
��
*� ���a� Y �� '	�̂�

�� ~*� � ���K� �-�E %. (�>/� ����� 
���� G �� ��:%�3� )� �� G Q��� (��b�� $� M (�/��a���$
�
�N�K� ���a� G �� %. $� (�>/

;<=�6n �F	� 1 ��S� (�*L� (�h�� � n− 1 ��̂� )� (�h�� %. �� �� '	�̂� n F	� 'C��� Sn �����

Q��� $� F	� +��K/ Q1 ���� ���N'� J*=�1 Qn−1 Q��� �� �v���� ��S� %��� J6� $� �� F	� 'C��� Qn

�'	�̂� )1

�F	� �
N ��C�� oX]p � oXp Wh��� $� Gk���$ ��� 89�:�


��� � ���� ������ �����

� ve ��̂� �� e b�� Z�KL�� $� �� F	� 'C��� G/e $� ��B�� �e = {x, y} ∈ E(G) � G = (V,E) 
*��Z�C

�
�.'� ��h��� 
���� ���a� y � x �� G �� �� '	�S� �� %. b�<1��

��(��E�� 
N�� 
�K�� (���/��a���$ �� V $� ($��C� {Vx|x ∈ V (X)} � �0�� 'C��� X ��� 3�1'?�� ��E��

matching ��

Y



e = {x, y} b�� Z�KL��X�XJ=N

G �� rF	� Vy �� %. �0�� �	 � Vx �� %. �	 )� �� '9��q b�� Vx − Vy )� 3X $� y � x ��̂� �� �� (���

�*
���'� � �
*��� G Q��� $� ��'9�� Z�KL�� )� �� X 3{x, y} ∈ E(X) ��� � �1 � ��� 
N�� ��N�� ��h�

%��1'� 3(�� N ��E�� �
��N'� �
*���MX ��� ��	��/�- 	�)�>�(�� 3Vx (���/��a� �G = MX

��h��� (���-�E � ($��� (��b�� (��� Qw, � ��̂� )� �� (��"�N (�/��a� �� Z�KL�� �� G $� �� X

�� � H� � �� �
N ���N� (��"�N (���/��a� $� '=� Vx = U ⊆ V ��� ����. F	�� � 3'9�� �,� (�
�.

x ∈ X ��̂� (�h�� � G/U 3X Q��� (�h�� %��1'� 3
N�� ��̂� )� $� J=� ��� �0�� (��"�N (�/��a�

+��6����� �FC�� �B� �� G '��L9� Q�����$ )� �� X (�*L� � ��� ����� �� vU 3�
N �KL�� %. �� U ��

���N ��C�� �B� �� U = {u, u′} f�" F9�, %���/�� 
���1'� 
N O��R1 IV K- �� {u, u′} b�� Z�KL��

	.3� '��7 ()��� G 	5�� ���=�%>!� ��) +� �� X ��� �-. / � ��� ()� MX +� G ����� �����

'i �� ��� � � 'Gn = X 'G0 = G �������� �.�� � ��,�
 ei ∈ E(Gi) ����� � � G0, . . . , Gn �������

�Gi+1 = Gi/ei 'i < n

� �
*�*K� �� oXp ���	
�

�r[�X J=Nq 
����'� Y �����8 )� �� X 3
N�� Y 
���� (�0�� Q��� $� Q�����$ )� G = MX ���
��� �F	� A��" �� � 'C��� �� f�<"�� 3F
� �� %. �� � )� 3Q��� )� Q�����$ �� �� 
*�� �h� �1

��� $� )�~*� ��(��E�� 3��N J6�, %�N(� ��� �� �*� JL�
� (���*
� �� X (��b�� '���0��h $� G Q���


�
���'� � �
*��� X �	4!"����
 )� �� G 3
�N�� ��N�
� X �� �� � �0�� �*
� (�� '?"�� ��̂� ���*
�

edge contraction ��

branch sets ��

minor ��

subdevision �	

d



F	� Y �� � )� X �a*�� �� � 3MX = G ⊆ Y [�XJ=N


����'� Y ���=�?���@�� ���8 )� �� X ���%. 3
N�� Y �0�� Q��� $� 'C�����$ G = TX ��� �G = TX

�r]�X J=Nq

F	� Y '=�i�9�#�1 �� � )� X �a*�� �� � 3TX = G ⊆ Y ]�XJ=N

?� ! ��* ��-� '���� +� 	@�A�5� B� / ��-� �� '���� �� . � C(�� ?�! MX +� 'TX �� (i ����� �����

�(��

�()� TX +� �
�� MX �� D��87 '∆(X) ≤ 3 ��� (ii

� �
*�*K� �� oXp ���	
�

3F	� ��'S�h 81��� (�:��� )� 3'����� (��Q��� �I� (�� 3%��� '=�i�9�#�1 �� � � %��� �� � (�:���
�
��
� '�����1 � 3%��L����# 3'	�=R�� 3�:��� �� ��� '�R�

�
���
N ��C�� oXp Wh�� $� Gk���$ ��� 89�:�

topological minor ��

partially ordered ��

e



��
��� ������� �����

�� G �.!�
 ()� 	9��� ��>E� ����� FG �26��� ��(-, ���9 ���8"� ���� +� "� ��H.
 ����� ��
��

#���� v � u 0�1� �� �� ���� 	.3� '���� 	I.
�! �G�!�J � D��� 8��>6
 FG �
� �� w : V × V → R 8"� K��/ D��2�

w(u, v) = w(v, u)

w(u, v) ≥ 0.

�w(u, v) = 0 D��87 u � v ��� ��.L#�

�#����	
 ��A
��% ���� �.� ���6*� �� 1 � 0 ����>
 M>9 w 87 �� �� 	9��� ��

}��N'� O��R1 ��$ +��6�� v ��̂� (�h�� G ���%$� Q��� (���

dv =
∑
u

w(u, v).

�
�N��'� o[p Wh�� $� ��C���� Gk���$ ��� 89�:�

��
��� ������� ��� � ������ !����

J6� � v � u (���a� ��̂� �� %��� '=� �� �� F	� G∗ 
���� 'C��� 3G Q��� $� '	�̂� Z�KL�� )� $���B��

���N'� ��a�� 
��
� ���a� ��%. �� v � u �� '	�S� (��� �� %. %���

�� ($��� (��b�� � ���-�E '9�� Z�KL�� �� F	� ��� �� '	�̂� � '9�� Z�KL�� +��51 ��N'� �
�� �� ��E%���

�F
*� �*�D '	�̂� Z�KL�� ��'9�,�� 3���'� �*� $�

O��R1 ��$ +��6�� v∗ $� �
N s��" (��b�� %$� 3�*���� v∗ �
�. 
�
# v � u %��� '=� $� �� �� '	�̂� ���

}��N'�

w(x, v∗) = w(x, u) + w(x, v)

w(v∗, v∗) = w(u, u) + w(v, v) + 2w(u, v).

undirected weighted graph ��

unweighted graph ��

\



�
���
N ��C�� o[p Wh�� $� Gk���$ ��� 89�:�

���� "� #���$
 %��&�
 '����

+���a� M��1�� 3��M��1�� ��� ���1� � $� '=� ���� O��R1 '5?�k� (��M��1�� %��1'� Q��� �� (���

%��� A(G) �� �� G ��B����� C����� �
N�� {v1, . . . , vn} ��S� (�/��a� �� 'C��� G 
*��Z�C �F	�

�� �� vj � vi ��S� �� '���b�� ��
R1 �� F	� ����� %. ���(i, j) (�59��̂� �� F	� n× n '
��1�� ��N'� ����

�r
*�*K� �� o_pq 
��'� J<��� �0�
=�

������ ��&�2N
 � V (G) = {v1, v2, v3, v4} 0�O� ��&�2N
 �� ���� 	9��� G ��.� =�9 ����� ����

 ()� ��" $��P�� ���� ��� $���N
 Q��/�
 �{{v1, v1}, {v1, v2}, {v2, v3}, {v2, v4}, {v3, v4}}

A(G) =

⎛⎜⎝
1 1 0 0
1 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0

⎞⎟⎠ .

J=N�� ���� ��̂� n �0�� Gk� � ��̂� m %. Gk� )� �� '�k��� Q��� +���a� M��1�� �� ��N'� �
��

}F	� ��$ '��?�

A =
(

0m×m Bm×n
Cn×m 0n×n

)
.

1 ≤ i ≤ s 3i �� (��� {vi−1, vi} ∈ E(G) �� (v0, . . . , vs) ��S� $� (��9�K�� ��A�
D&
 )� 3G Q��� (���

�r
*�*K� �� o[pq F	�

FKn� � |*@6 (�
/ k � %. +���a� M��1�� A 3{v1, . . . , vn} ��S� (�/��a� �� 'C��� G 
*�� Z�C

�r
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