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  چكيده 

در اين پايان نامه قصد داريم عمل يك گروه فشرده موضعي را روي نيمگروه فشرده سازي تقريباً 

نگاشتي  Xروي فضاي توپولوژيك Gاي ضعيف متناظر با آن بررسي كنيم، در واقع عمل گروه دوره

XXGsxxsبصورت →×:),( a حال اگر. داراي شرايطي خاص باشد باشد كه ميG  يك گروه

UGGLUCفشرده موضعي و  ∋Gsترين نيمگروه فشرده سازي آن باشد، براي هر عنصر بزرگ ))((

esبا شرط آنكه µµرابطه UG∈µ، آنگاه براي هر≠ ≠s اين موضوعي بود كه در . برقرار است

يك  UGو بنابراين( گسسته باشد به اثبات رسيد  Gتوسط اليس براي حالتي كه گروه 1960سال 

)(فشرده سازي استون چك Gβ ازG  اين موضوع را  1977ين ويچ در سال و همچن). خواهد بود

 هدف ما در اين پايان نامه بررسي قضيه ويچ. در حالت كلي براي هر گروه فشرده موضعي بيان كرد

خواهد  Gاز گروه فشرده موضعي) فشرده سازي −WAP(اي ضعيف  روي فشرده سازي تقريباً دوره

  .بود

  

  

  

  

  

  

  

  مقدمه

پردازيم و  در فصل اول ابتدا به بيان و در صورت لزوم به اثبات مفاهيم و قضاياي مقدماتي مي

هاي توپولوژيكي و عمل يك نيمگروه روي فضاي  هاي جبري، نيمگروه مفاهيمي نظير نيمگروه

كنيم و بررسي خواهيم كرد كه تحت چه شرايطي يك عمل پيوسته مجزا  توپولوژيك را معرفي مي



بخش . كنيم نيمگروه، پيوسته توأم خواهد بود و مفهوم شارش و دور شوندگي را مطرح ميروي يك 

پاياني فصل به بيان مفاهيم ميانگين پذيري و فضاهاي پذيرفتني اختصاص دارد كه نقش مهمي را 

  .هاي آينده خواهند داشت در درك مفاهيم فصل

فشرده −Pرده و شرايط وجود يك در فصل دوم ابتدا مفهوم فشرده سازي نيمگروهي را مطرح ك

ها معرفي كرده و برخي  سپس انواع فضاهاي توابع را روي نيمگروه. كنيم سازي جهاني را بررسي مي

اي ضعيف  ها مانند فشرده سازي تقريباً دوره از فشرده سازي متناظر با هر يك از اين فضا

)WAP−(اي  رده سازي تقريباً دوره، فش)فشرده سازيAP−و فشرده سازي تقريباً ) فشرده سازي

كنيم و به بيان برخي از خواص اين فشرده  را بررسي مي) فشرده سازي−SAP(اي قوي  دوره

با آن  و در پايان اين فصل توابع نرم پيوسته چپ و فشرده سازي متناظر. پردازيم ها مي سازي

باشد معرفي و  ترين فشرده سازي نيمگروهي مي را كه بزرگ UG)(فشرده سازي−LUCيعني

  .   بررسي خواهيم كرد

كنيم  در فصل سوم ابتدا مفهوم فشرده سازي استون چك از يك فضاي فشرده موضعي را بيان مي

را روي  Gكند و سپس عمل گروه فشرده موضعي فا مياي ويچ كه نقش مهمي را در اثبات قضيه

بيان و ثابت  Gويچ را براي گروه فشرده موضعي كنيم و قضيه بررسي مي UGفشرده سازي

ور شونده در جهت رزن بلات د Gسپس نشان خواهيم داد اگر گروه فشرده موضعي. كنيم مي

برقرار نخواهد بود و از  Gفشرده سازي از گروه −WAPنباشد، در اين صورت قضيه ويچ براي

قرار بر Gفشرده سازي از گروه فشرده موضعي −WAPآنجاييكه قضيه ويچ در حالت كلي براي

يك  Gنيست در قسمت بعدي اين فصل ما اين قضيه را با شرط آنكه گروه فشرده موضعي

SI�−هاي  گروه باشد بررسي خواهيم كرد و در نهايت نظير قضيه ويچ را روي يك كلاس از گروه

اند و بسيار  معرفي شده .ChouCشوند و توسط ده ميگروه نامي−Eفشرده موضعي كه به اصطلاح

  .باشند را بررسي خواهيم كرد ها مي گروه−�SIتر از كلاس  بزرگ

  



  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  فصل اول



  

  هاي مقدماتي تعاريف و قضيه

  

  

  هاي جبري نيمگروه: 1.1

  هاي توپولوژيكي نيمگروه: 2.1

  هاي توپولوژيك نيمگروه روي فضاعمل : 3.1

  هاي توابع ميانگين پذيري فضا: 4.1

  

  

  

  

  

  هاي جبري نيمگروه: 1.1

),(، زوج مرتب1يك نيمگروه :1.1.1تعريف  oS  است كه در آنS تهي و نا  يك مجموعهo  يك عمل

SSSstsottsبه صورت  Sدوتايي روي →×= ::),( aباشد و همچنين ميS نسبت به اين عمل

 :شركت پذير است، يعني

trsstr )()( =      Stsr ∈∀ ,,  

),(فقط شامل يك عضو باشد، در اين صورت نيمگروه  Sهرگاه  oS ناميم  را يك نيمگروه بديهي مي

eeeoeگوييم هرگاه  2را يك عنصر خود توان∋Seو همچنين عنصر == و مجموعه تمام عناصر  :2

 . دهيم نشان مي SE)(را با نماد Sخود توان 

                                                 
1 - Semigrup 
2 - Idempotent 



Sszszگوييم هرگاه براي هر  3صفر راست Sرا در نيمگروه  zعنصر :2.1.1تعريف ∈= و اگر هر ,

  . را يك نيمگروه صفر راست گوييمSصفر راست باشد، آنگاه Sعنصر از 

اگر يك صفر راست، صفر چپ نيز باشد، . شوند ابه تعريف ميصفر چپ و نيمگروه صفر چپ بطور مش

 . شود صفر نيمگروه ناميده مي

گوييم هرگاه براي هر ) خنثي راست(هماني راست Sرا در نيمگروه  eعنصر: 3.1.1تعريف 

Sssse ∈= شود، اگر يك عنصر هماني راست، هماني  مي هماني چپ نيز بطور مشابه تعريف. ,

  . شود چپ نيز باشد، عنصر هماني نيمگروه ناميده مي

  را،  Tباشد آنگاه  Sيك زير مجموعه ناتهي از  Tيك نيمگروه و  Sفرض كنيد : 4.1.1تعريف 

TTگوييم اگر  Sيك زير نيمگروه از ) الف( 2}:,{كه در آن ( 2⊃ TtsstT ∈=  .(  

 . يك گروه باشد Sنسبت به عمل  Tگوييم اگر  Sيك زيرگروه از  )ب(

TSTگوييم هرگاه  Sآل چپ از يدهيك ا) ج( ⊂ .  

TTSگوييم هرگاه  Sآل راست از يك ايده) د( ⊂ .  

 Sآل راست از  آل چپ و هم يك ايده هم يك ايده Tگوييم هرگاه  Sاز ) دو طرفه(آل  يك ايده) ه(

  . باشد

ناميم هرگاه شامل هيچ  مي) مينيمال( 4آل كمين را ايده Sآل چپ از نيمگروه  ايده: 5.1.1تعريف 

كمين نيز بصورت مشابه ) هدو طرف(آل  آل راست كمين و ايده ايده. نباشد Sآل چپ سره از  ايده

ناميم،  مي) ماكسيمال( 5آل بيشين را ايده Sآل چپ از نيمگروه  همچنين ايده. شوند تعريف مي

دو (آل  آل راست بيشين و ايده ايده. نباشد Sآل چپ سره از  آل مشمول در هيچ ايده هرگاه اين ايده

  . شوند بصورت مشابه تعريف ميبيشين ) طرفه

                                                 
3 - Right Zero 
4 - Minimal 
5 - Maxim 



و يا بصورت  SK)(آل كمين خواهد بود كه آن را با  ، يك ايدهSهاي نيمگروه  آل اشتراك تمام ايده

  . دهيم نمايش مي Kاختصار با 

TSدو نيمگروه باشند نگاشت  Tو  Sهرگاه : 6.1.1تعريف  →:θ گوييم،  6را يك همريختي  

)()()(                                 : هرگاه  ssss ′=′ θθθ                        Sss ∈′∀ ,  

 Sبه داخل خود  Sاز  θمريختي ناميم و به ه 7يك همريختي يك به يك و پوشا را يك يكريختي

  . گوييم 8ريختي يك درون

دهند  مي Sهاي  ريختي  تشكيل يك نيمگروه به نام نيمگروه درون Sهاي  ريختي  مجموعه درون

  . دهيم نمايش مي SEnd)(وه را با كه اين نيمگر

TSرا با  Tو  Sحاصلضرب دكارتي دو نيمگروه : 7.1.1تعريف  نمايش داده و بصورت زير  ×

),)(,(),(       :كنيم تعريف مي ttsststs ′′=′′   ),,,( TttSss ∈′∈′  

  

  . شود است كه بصورت زير تعريف مي 9صورت تعميم يافته ضرب دكارتي، حاصلضرب نيم مستقيم

TSباشد آنگاه  SEnd)(به داخل  Tيك همريختي از σفرض كنيد : 8.1.1تعريف    با ضرب ×

)),((),)(,( ttsststs t
′′=′′ σ                            ),,,( TttSss ∈′∈′  

اين نيمگروه ). كنيم استفاده مي tσ)(به جاي  tσكه معمولاً از نماد (دهند  تشكيل يك نيمگروه مي

  . دهيم نمايش مي TSσگوييم و آن را با نماد  Tو  Sرا حاصلضرب نيم مستقيم 

آل چپ  شود اگر شامل هيچ ايده ناميده مي) راست  ساده( 10چپ  ساده Sنيگروه : 9.1.1تعريف 

  . سره نباشد) رفهدو ط(آل  را ساده گوييم اگر شامل هيچ ايده S. سره نباشد) راست(

ناميم، هرگاه براي هر  مي) حذف پذير چپ( 11را حذف پذير راست Sنيمگروه : 10.1.1تعريف 

tsr trsrrtrsاز رابطه  Sدر  ,, == tsبتوانيم نتيجه بگيريم  )( = .  

                                                 
6 - Homomorphism 
7 - Isomorphism 
8 - Endomorphism 
9 -Semidirect product 
10 - left simple 



  . گروه را كه هم حذف پذير راست و هم حذف پذير چپ باشد نيمگروه حذف پذير گوييميك نيم

  :معادلند Sاحكام زير در مورد نيمگروه : 11.1.1قضيه

  . حذف پذير و ساده است و شامل يك عنصر خود توان است S )الف(

  . ده چپ و ساده راست استسا S )ب(

  . ساده چپ و شامل هماني چپ است S )ج(

  . گروه است S )د(

  . مراجعه كنيد 17.1فصل اول قضيه ] 2[به : برهان

TSفرض كنيد : 12.1.1قضيه  →:θ  يك همريختي از نيمگروهS  به نيمگروهT  باشد، آنگاه

  :است و همچنين داريم Tيك زير نيمگروه از  Sθ)(تصوير همريختي 

از ) راست ( آل چپ  يك ايده Aθ)(باشد، آنگاه  Sاز ) راست ( آل چپ  يك ايده Aاگر ) الف(

)(Sθ باشد مي .  

1)(باشد، آنگاه  Sθ)(از ) راست ( آل چپ  يك ايده Bاگر  )ب( B−θ از ) راست ( آل چپ  يك ايده

S است .  

 . مراجعه كنيد 19.1فصل اول قضيه ] 2[ه ب: برهان

  :معادلند Sاحكام زير در مورد نيمگروه : 13.1.1قضيه 

  . ساده چپ و حذف پذير راست است S )الف(

  . ساده چپ و شامل يك عنصر خود توان است S )ب(

  . حذف پذير راست و شامل يك عنصر خود توان كمين است S )ج(

  . با حاصلضرب مستقيم از يك نيمگروه صفر چپ و يك گروه يكريخت است S )د(

  . مراجعه كنيد 19.2فصل اول قضيه ] 2[به : برهان

                                                                                                                                            
11 - Right cancellative  



اجتماع تمام  SK)(ل چپ كمين باشد، آنگاه آ شامل يك ايده Sاگر نيمگروه : 14.1.1قضيه 

  . است Sهاي چپ كمين  آل ايده

  . مراجعه كنيد 7.2فصل اول قضيه ] 2[به : برهان

  :آنگاه احكام زير معادلند باشد، Sيك عنصر خود توان در نيمگروه  eفرض كنيد  :15.1.1قضيه 

  . آل چپ كمين است ايده Se) الف(

  . آل راست كمين است ايده eS) ب(

)() ج( SeeSeSe I=يك گروه است .  

  . مراجعه كنيد 8.2فصل اول قضيه ] 2[به : برهان

صدق كند،  15.1.1هاي معادل قضيه  كه در يكي از شرط Sيك عنصر خود توان از : 16.1.1تعريف 

  . شود ناميده مي 12توان كمين خود

باشد،  Rآل راست كمين  و ايده Lآل چپ كمين  يك نيمگروه با ايده Sفرض كنيد : 17.1.1قضيه 

LRRLآنگاه  I=  يك گروه است و اگرe  همانيRL  باشد، آنگاهeSR = ،SeL = 

eSeRLو   ، بعلاوه =

SRLSLRSK ===)(  

   .مراجعه كنيد 11.2فصل اول قضيه ] 2[به  :برهان

  :كنيم دهد كه بصورت زير بيان مي قضيه زير نقش اساسي خود توان كمين را نشان مي

  :يك نيگروه با خود توان كمين باشد در اينصورت احكام زير برقرارند S اگر: 18.1.1قضيه 

:)(آل كمين  ايده S )الف( SKK   . رد داردبف منحصر =

  . است Kهاي  مجموعه خود توان KE)(كه در آن KE)(≠φ )ب(

                                                 
12 - Minimal Idempotent 



}:){(هاي  مجموعه )ج( KEeSe ∈ ،)}(:{ KEeeS }:){(و  ∋ KEeeSe به ترتيب، مجموعه  ∋

هاي بيشين از  آل و مجموعه ايده Sهاي راست كمين  آل ، مجموعه ايدهSهاي چپ كمين  آل ايده

K  هستند .  

}:){(}:){(}:){( )د( KEeeSeKEeeSKEeSeK ∈=∈=∈= UUU  

  . آيد بدست مي 17.1.1و  15.1.1و دوگان آن و قضاياي  13.1.1اين قضيه فوراً از قضيه : برهان

  :يك نيمگروه با يك خود توان كمين است، آنگاه Sفرض كنيد : 19.1.1قضيه 

آل راست كمين  داراي ايده Sيك گروه است اگر و تنها اگر  Sچپ كمين   آل هر ايده) الف(

  . منحصر بفرد باشد

آل  آل چپ كمين منحصر بفرد و يك ايده داراي يك ايده Sاست اگر و تنها اگر گروه  SK)( )ب(

  . راست كمين منحصر بفرد باشد

 . مراجعه كنيد 13.2فصل اول قضيه ] 2[به  : برهان



  هاي توپولوژيكي نيمگروه: 2.1

را بصورت  tλو  tρهاي  نگاشت ∋Stبراي هر عضو يك نيمگروه باشد،  Sهرگاه : 1.2.1تعريف 

 :كنيم زير تعريف مي

Ss∈∀  stst =)(ρ ,    SSt →:ρ 

Ss∈∀    tsst =)(λ               , SSt →:λ  

  :Sيك نيمگروه و يك فضاي توپولوژيكي باشد، آنگاه  Sفرض كنيد : 2.2.1تعريف 

شود، هرگاه  ناميده مي) نيمگروه توپولوژيكي چپ( 13نيمگروه توپولوژيكي راست )الف(

SSSS ss →→ :):( ρλ  براي هرSs∈ پيوسته باشد .  

SSsشود، هرگاه  ناميده مي 14نيمگروه نيم توپولوژيك )ب( →:λ  وSSs →:ρ  براي هرSs∈ 

SSSsttsيعني هرگاه ضرب(پيوسته باشد  →×:),( a باشد 15پيوسته مجزا .(  

SSSsttsشود هرگاه ضرب  ناميده مي 16لوژيكينيمگروه توپو )ج( →×:),( a 17پيوسته توام 

  . باشد

يك گروه و نيز يك  Sشود هرگاه   ناميده مي) گروه توپولوژيكي چپ(گروه توپولوژيكي راست  )د(

  . باشد) نيمگروه توپولوژيكي چپ(نيمگروه توپولوژيكي راست 

يك گروه و نيز يك نيم گروه نيم توپولوژيك  Sشود هرگاه  لوژيك ناميده ميگروه نيم توپو )ه(

  . باشد

يك گروه بوده و يك نيمگروه توپولوژيكي نيز باشد و  Sشود هرگاه  گروه توپولوژيكي ناميده مي )و(

SSssبعلاوه نگاشت  →− :1
a دپيوسته باش . 

  :كنيم نمايش داده و بصورت زير تعريف مي SΛ)(را با  Sمركز توپولوژيكي نيمگروه : 3.2.1تعريف 

}sλ پيوسته باشد:{)( SsS ∈=Λ  
                                                 

13 - Right topological semigroup 
14- Semitopological semigroup  
15 - Separately continuous 
16- Topological semigroup 
17 - Jointly continuous  



φ≠Λيك نيمگروه توپولوژيكي راست و  Sاگر  )(S  باشد با توجه به اينكه براي هرSts ∈, ،

tsst oλλλ است و نيز شامل تمام  Sيك زير نيمگروه نيم توپولوژيك  SΛ)(گيريم كه  نتيجه مي =

  . باشد مي Sهاي چپ  هاي چپ و هماني صفر

به ترتيب مجموعه اعداد حقيقي و مجموعه اعداد مختلط با توپولوژي  Cو  Rفرض كنيد : مثال

ها تحت عمل جمع، گروه توپولوژيكي و تحت عمل ضرب  معمولي باشند در اينصورت اين مجموعه

  . نيمگروه توپولوژيكي هستند

مجموعه تمام توابع از ( XXيك فضاي توپولوژيكي باشد در اينصورت  Xرض كنيد ف: مثال

و  )Xروي  18وار يعني توپولوژي همگراي نقطه(در توپولوژي حاصلضربي ) Xبه توي Xمجموعه 

}{باشد زيرا اگر  تحت عمل تركيب توابع يك نيمگروه توپولوژيكي راست مي αf  يك تور درXX  و

XXfهمگرا به  ))(())((، ∋Xxو هر ∋XXgباشد، آنگاه براي هر ∋ xgfxgf →α  يعني

fogogf p→α . همچنين واضح است كه زير نيمگروه توابع پيوسته درXX  يك نيمگروه نيم

كه يك  XXباشد، هر زير نيمگروه  19يك فضاي همگراي يكنواخت Xو اگر . توپولوژيك است

يك فضاي  Xز توابع باشد يك نيمگروه توپولوژيك است و بالاخره چنانچه ا 20خانواده هم پيوسته

يك نيمگروه  XXباشد، در اينصورت  Xداراي توپولوژي همگراي يكنواخت روي  XXيكنواخت و 

، يك نيمگروه توپولوژيك 21ر نيمگروه شامل تمام توابع پيوسته يكنواختتوپولوژيكي راست بوده و زي

  . است

),(گروه : مثال +R  را با توپولوژي متمم متناهي در نظر بگيريد، در اينصورت),( +R  يك گروه نيم

هاسدورف است و نه نيمگروه توپولوژيك با وارون پيوسته است، اما اين گروه نيم توپولوژيك، نه 

  . توپولوژيكي

                                                 
18 -Pointwise convergence 
19 - Uniform convergence 
20 - Equicontiniuos  
21 - Uniformly continuous 



يك زير نيمگروه از يك نيمگروه توپولوژيك راست در توپولوژي نسبي، توپولوژيك : 4.2.1قضيه 

  . راست است و يك زير گروه از گروه توپولوژيك، گروه توپولوژيك است

  . مراجعه كنيد 4.3فصل اول قضيه ] 2[به : برهان

:}:{ حاصلضرب مستقيم: 5.2.1قضيه  IiSS i ∈Π= هاي توپولوژيك راست،  از خانواده نيمگروه

گروه  iSهمچنين اگر هر . نسبت به توپولوژي حاصلضربي نيمگروه توپولوژيك راست است

  . نيز گروه توپولوژيك است Sتوپولوژيك باشد، آنگاه 

  . مراجعه كنيد 6.3يه فصل اول قض] 2[به : برهان

 Sيك نيمگروه توپولوژيكي راست، فشرده و هاسدورف باشد، آنگاه  Sفرض كنيد : 6.2.1قضيه 

  . باشد آل كمين منحصر بفرد مي شامل يك ايده Sيك خود توان كمين دارد و بنابراين 

شامل يك عنصر خود توان است، براي اين منظور مجموعه  Sكنيم كه ا ثابت ميابتد: برهان

 αاگر. ناميم ميDاند را كه با رابطه شموليت مرتب شده Sهاي بسته  متشكل از تمام زير نيمگروه

φدهد كه نتيجه مي Sباشد آنگاه فشردگي Dيك زنجير از 
α

≠
∈
A

A

I .پس زنجيرα  داراي يك

حال . م وجود داردنامي مي Tرا  كه آن Dكران پايين است بنابراين طبق لم زرن كوچكترين عضو

يك زير نيمگروه بسته  Tdيك عضو خودتوان است زيرا dباشد آنگاه Tيك عنصر دلخواه از  dاگر

TTdشود كه نتيجه مي Tاست، حال از كمين بودن Tاز وجود دارد  Tدر tبنابر اين يك. =

tddبطوريكه :)(و اين يعني = 1
1 dTT d

−= ρI 1)(ناتهي است و با توجه به اينكه
dd

−ρ  بسته

TTاست پس Tيك زير نيمگروه بسته از 1Tاست، 1Tdبنابراين . 1= 1)(در نتيجه ∋
dd d

−∈ρ  و

dddاين يعني اينكه 2ddپس = =.  

اي Sباشد، براي وجود چنين Sآل چپ بسته كمين دلخواه از يك ايده Iحال فرض كنيد كه 

را با  Sهاي چپ بسته  توان از لم زرن استفاده كرد، براي اين منظور مجموعه تمام ايدهĤل دوباره مي

 Lباشد آنگاه چون Lيك زنجير از βناميم، اگر مي Lرا   گيريم و آن رابطه شموليت در نظر مي

φفشرده است و در نتيجه Lاست پس  Sزيرمجموعه بسته از مجموعه فشرده
β

≠
∈
B

B

I پسβ  يك



شامل يك خودتوان و الزاماً يك  Iناميم، لذا طبق قسمت اول برهان مي Iرا كران پايين دارد كه آن

  . آل كمين منحصر بفرد دارد يك ايده S، 18.1.1باشد پس طبق قضيه  مي Sخودتوان كمين از

) راست(آل چپ  در يك نيمگروه توپولوژيكي راست، فشرده و هاسدورف هر ايده: 7.2.1نتيجه 

آل راست بسته  آل راست بسته، شامل يك ايده كمين است و هر ايده) راست(آل چپ  شامل يك ايده

  . كمين است

است اگر و ) راست(فشرده و هاسدورف ساده چپ  يك نيمگروه توپولوژيكي راست،: 8.2.1نتيجه 

  . باشد) چپ(تنها اگر حذف پذير راست 

  . آيد و دوگان آن بدست مي 13.1.1و قضيه  6.2.1اين نتيجه فوراً از قضيه : برهان

يك نيمگروه توپولوژيكي راست، فشرده و هاسدورف يك گروه است اگر و تنها اگر : 9.2.1نتيجه 

  . حذف پذير باشد

  . آيد اين نتيجه بدست مي 11.1.1و قضيه  8.2.1از نتيجه : انبره

  . كنيم را بيان مي 19.1.1در قضيه بعد صورت توپولوژيكي قضيه 

  :يك نيمگروه نيم توپولوژيك هاسدورف و فشرده باشد در اينصورت Sفرض كنيد : 10.2.1قضيه 

 Sهاي توپولوژيكي فشرده هستند اگر و تنها اگر  ، گروهSكمين ) ست را(هاي چپ  آل ايده )الف(

  . كمين منحصر بفرد باشد) چپ(آل راست  داراي يك ايده

ين آل چپ كم داراي يك ايده Sيك گروه توپولوژيكي فشرده است اگر و تنها اگر  SK)() ب(

  . آل راست كمين منحصر بفرد باشد منحصر بفرد و يك ايده

  . مراجعه كنيد 2.5فصل اول نتيجه ] 2[به : برهان



  هاي توپولوژيك عمل نيمگروه روي فضا: 3.1

XXSنگاشت : 1.3.1تعريف  →×:σ  يك عمل نيمگروهS  روي فضاي توپولوژيكX  ناميده

  :شود هرگاه خواص زير را دارا باشد مي

XXsنگاشت  ∋Ssبراي هر  )الف( →⋅ :),(σ پيوسته باشد .  

Stsبراي هر ) ب( ),(),),((، ∋Xxو  ,∋ xtsxst σσσ = .  

),(معمولاً به جاي  ⋅sσ ز نماد اSσ  و به جاي),( xsσ  از نمادsx ب(كنيم، لذا  استفاده مي( 

)()(بصورت  txsxst   . شود نيز بيان مي =

. شود كه تحت چه شرايطي يك عمل پيوسته مجزا، پيوسته توأم خواهد بود حال اين سوال طرح مي

  . دهد اي به اين سوال پاسخ مي به گونه 22بعد اليس در قضيه

يك نيمگروه توپولوژيك چپ با عنصر هماني  Sفرض كنيد : 2.3.1)پيوستگي توأم اليس(قضيه 

گروه  Gپذير كامل باشد، همچنين فرض كنيد  و نيز با توپولوژي هاسدورف فشرده موضعي يا متر

XXSباشد و عمل  Sهاي  يكه →×:σ  پيوسته مجزا باشد كه در آنX  فضاي فشرده و

XGدر هر نقطه از  σهاسدورف است، در اينصورت    . پيوسته است ×

  . راجعه كنيدم 2.4فصل اول قضيه ] 2[به : برهان

باشد  Sگروه از نيمگروه نيم توپولوژيكي فشرده و هاسدورف  يك زير Gفرض كنيد : 3.3.1نتيجه 

SGآنگاه تحديد ضرب روي    . يك گروه توپولوژيكي است Gپيوسته توأم است و  ×

گروه  Gقسمت اول حكم طبق قضيه پيوستگي توأم اليس برقرار است، حال براي آنكه : برهان

GGssتوپولوژيكي باشد كافيست نشان دهيم نگاشت  →− :1
a براي اين منظور . پيوسته است

}{فرض كنيد  αs  يك تور درG  به و همگراGs∈  1باشد در اينصورت−s  تنها نقطه  

}{انباشتگي تور  1−
αs  است زيرا اگر}{ 1−

βs  يك زير تور از}{ 1−
αs  باشد وGgs ∈→−1

β  پس

sgsse →= −1
ββ  1در نتيجه−= sg  11بنابراين −− → ssα  و اين يعنيG گروه توپولوژيكي است .  

                                                 
22 - Ellis 



يك گروه  Sيك گروه نيم توپولوژيك فشرده و هاسدورف باشد آنگاه  Sاگر : 4.3.1نتيجه

  . توپولوژيك است

يك گروه نيم  Sآيد و كافيست در نتيجه قبل  فوراً از نتيجه قبل بدست مي اين نتيجه: برهان

  . توپولوژيك باشد

),,(يك شارش سه تايي: 5.3.1تعريف σXSاست كه در آنS يك نيمگروه وX  يك فضاي

  .باشد مي Xبه روي Sيك عمل از σه و هاسدورف بوده و همچنينتهي، فشرد توپولوژيكي نا

),(معمولاً اگر عمل شناخته شده باشد از نماد XS كنيم و  براي نمايش يك شارش استفاده مي

),(اگر XS  ويك شارش باشدXx∈ مجموعهSx را مدارx وSx را بستار مدارx گوييم.  

هاي  ه نگاشتنيمگرو Sيك فضاي توپولوژيك فشرده و هاسدورف باشد و Xفرض كنيد :مثال

),(باشد، در اين صورت Xتحت عمل تركيب توابع روي Xپيوسته روي XS  تحت عمل

)(),( xsxs a يك شارش خواهد بود.  

يك نگاشت پيوسته  ϕچنينيك فضاي توپولوژيك فشرده و هاسدورف باشد و هم Xاگر :مثال

)),,((باشد، آنگاه Xبه داخل خود Xاز X� ).()(تحت عمل + xxn nϕa باشد يك شارش مي.  

باشد  يك نيمگروه مي Tمگروه آن باشد، در صورتيزير ني Tيك نيمگروه و Sاگر :تذكر

ST)(كه Λ⊂مراجعه كنيد 5.3فصل اول قضيه ] 1[توانيد به  ، براي مشاهده اثبات اين حكم مي  

),(اگر: 6.3.1تعريف XS يك شارش باشد بستار نيمگروهSσ درXX )مجموعه تمام توابع ازX 

را  را نيمگروه پوششي يا نيمگروه اليس گوييم و آن) مجهز به توپولوژي نقطه وار همگرا  Xبه داخل

),(با نماد XSΣ يا به اختصار با نمادΣ دهيم و توپولوژي نمايش ميΣوار همگرا  ، توپولوژي نقطه

  .كنيم را بيان مي Σحال قضيه اساسي در مورد ساختار. است Xروي

),(فرض كنيد: 7.3.1قضيه XS  يك شارش باشد، در اين صورتΣ زيرنيمگروه توپولوژيكي  يك

Σ→Ssباشد و بعلاوه نگاشت مي XXراست و فشرده از s :σa  يك همريختي ازS  بروي

xSx)(داريم ∋Xxو بعلاوه براي هر. است ΣΛ)(، مشمول درΣزيرنيمگروه چگال از Σ= .  



Xفشرده است و همچنين XXبا توجه به اينكه فضاي :برهان

S X⊂=Σ σلذا ،Σ  يك زير

  :داريم ∋Xxي هرهمچنين برا. فشرده است Σباشد پس مي XXمجموعه بسته از

Sxxx S ==Σ )()( σ  

Sfو بعلاوه اگر σ∈ آنگاه به ازاي يكSs∈،sf σ=  .بنابراين اگرTT →α  )درΣ ( آنگاه چون

  :پيوسته است داريم Ss∈،sσبه ازاي هر

)()()()()()( TTTsTsTTTT fssf SS
λλσσλλ σααασα ===→===  

  :پس ΣΛ∈f)(پيوسته است و اين يعني اينكه fλدر نتيجه

}: Σ→ΣTλپيوسته باشد;{)( Σ∈=ΣΛ⊂ TSσ  

 Sσ=Σگيريم كه ، نتيجه ميΣΛ⊂Sσ)(باشد و نيز مي XXوه ازيك زيرنيمگر Sσو از اينكه 

}{آنگاه تور Σ∈Tحال اگر. باشد مي XXيك زيرنيمگروه از
α

σ s درΣ  وجود دارد

هبطوريك
α

σ sT lim=در اين صورت با فرض اينكه تور ،}{ αt درX همگرا بهXt∈ باشد داريم:  

)(limlim)( tTtttTtt TssT ρσσρ
αα ααα =====  

Sssو ∋Xxباشد و همچنين براي هر يك نيمگروه توپولوژيك راست مي Σلذا   :داريم ,21∋

))(()()()()(
2121221 121 xxxsxssx sssssss σσσσσσ ====  

ssبنابراين نگاشت σa كند يك همريختي است و اين موضوع برهان قضيه را كامل مي  .  

 يك گروه است؟ براي اين منظور Σشود كه چه موقع نيمگروه پوششي حال اين سؤال مطرح مي

  .باشيم نيازمند به مفهوم دور شونده مي

),(شارش: 8.3.1تعريف XS را دور شونده گوييم اگر براي هرXyx yxبطوريكه ,∋ داشته  ≠

∆∋=φباشيم  −}:),{( SssysxI كه در آن}:),{(: Xxxx ∈=∆  

),(فرض كنيد: 9.3.1قضيه XS يك شارش باشد، آنگاه احكام زير معادلند:  

),( )الف( XSدور شونده است.  



),(براي هر )ب( yx كه∆×∈ \),( XXyx و هر تور}{ αs درSهاي زير موجود  ، در صورتيكه حد

ysxs    :باشد داريم αα limlim ≠  

  .يك گروه است كه هماني آن تابع هماني است Σ ) ج( 

  . ساده چپ است و شامل يك تابع هماني است Σ )د(

),(، فرض كنيد)الف(⇒ )ب(:برهان XS يك شارش دور شونده باشد و همچنينyx آنگاه از  ≠

∆∋=φآنجاييكه −}:),{( SssysxI شود كه نتيجه ميysxs αα limlim ≠.  

   .، طبق تعريف شارش دور شونده بديهي است)ب(⇒ )الف(

yxيك به يك است زيرا در صورتيكه  Σبرقرار باشد آنگاه هر عضو از) ب(، اگر )ب(⇒ )ج( ≠ 

كه بصورت Σ∈Tبراي هر عضو دلخواه
α

σ sT lim= است داريم:  

)()(limlimlim)(lim)( yTyysxsxxT ss ==≠==
αα

σσ αα  

  يك نيمگروه  Σاما. ماني استنگاشت ه Σبنابراين تنها عنصر خودتوان. يك به يك است Tپس

داراي ايدهĤل كمين  Σ، 6.2.1توپولوژيك راست، فشرده و هاسدورف است لذا طبق قضيه 

Σ=Σ)(، 10.2.1باشد و بنابر قضيه  مي ΣK)(منحصربفرد K يك گروه توپولوژيك است.  

  .برقرار است 11.1.1، طبق قضيه )ج(⇒ )د(

يك  µΣاز آنجاييكه Σدلخواه متعلق به µبرقرار باشد آنگاه به ازاي هر) د(، اگر )د(⇒ )ب(

واز  L⊂Σµآنگاه L∈µباشد بطوريكه Σآل چپ ديگري از ايده Lباشد اگر مي Σآل چپ ايده

هماني است پس يك  شامل تابع Σ، اماµΣ=Σباشد پس طبق فرض ساده چپ مي Σآنجاييكه

xxداريم ∋Xxوجود دارد بطوريكه براي هر Σدر ηعضو =))((µη  و اين يعني اينكه هر عضو

بودن هر چهار برقرار است و اين موضوع معادل ) ب(يك به يك است، پس طبق قسمت قبل  Σاز

  .كند گزاره را ثابت مي

),(در بعضي از منابع شارش XS نامند اگر را دور شونده مي),( XSΣ  يك گروه باشد، كه ما در

  .قضيه بالا معادل بودن هر دو تعريف را ثابت كرديم


