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پیشͽفتار

حلقه�ی آن تحت که شرایطͬ بررسͬ و خوش�ترکیب قویاً حلقه�های معرفͬ به نامه پایان این در

پردازیم. مͬ شود، خوش�ترکیب قویاً مثلثͬ بالا ماتریس�های

عنصر ͷی جمع حاصل صورت به عضوش هر هرگاه گوییم، خوش�ترکیب را حلقه ͷی تعریف، بنابر

آن عضو هر هرگاه گوییم، خوش�ترکیب قویاً را حلقه ͷی و شود؛ نوشته یͺال عنصر ͷی و خودتوان

شوند، مͬ جا جابه هم با که یͺال عنصر ͷی و خودتوان عنصر ͷی جمع حاصل صورت به بتوان را

نوشت.

اند. شده بیان بعدی فصول در استفاده مورد مقدماتͬ قضایای و تعاریف اول فصل در

این به راجع قضایای و نتایج از برخͬ و کرده معرفͬ را n-خوش�ترکیب حلقه�های ابتدا دوم، فصل در

حلقه�ی که مͬ�دهیم نشان R حلقه�ی روی بر (SI) شرط تعریف با سپس مͬ�کنیم، بیان را حلقه�ها

کلͬ حالت نیست.(در خوش�ترکیب است، (SI) شرط دارای که R حلقه�ی روی بر چندجمله�ای�ها

n-خوش�ترکیب و خوش�ترکیب، ضعیفاً خوش�ترکیب، قویاً خوش�ترکیب، چندجمله�ای�ها، حلقه�ی

مͬ�پردازیم خوش�ترکیب (قویاً) یͺتا طور به و خوش�ترکیب قویاً حلقه�های معرفͬ به همچنین نیست.)

این از استفاده با و کرد خواهیم استفاده آن از بسیار بعدی فصل�های در که مͬ�کنیم اثبات را لمͬ و

مثال عنوان (به خنثͬ موضعͬ حلقه�های روی بر مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه�ی که مͬ�دهیم نشان لم

است. خوش�ترکیب قویاً موضعͬ) تعویض�پذیر حلقه�های

مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه�ی خوش�ترکیبی قویاً برای کافͬ و لازم شرایط بیان به سوم فصل در

مͬ�دهیم نشان و مͬ�کنیم تعریف R از زیرمجموعه�ای برروی را Bl عمل�گر ابتدا در مͬ�پردازیم.

استفاده با سپس است. خوش�ترکیب قویاً Tn(R) آن�گاه باشد، U(R) = Bl(J(R)) اگر که



۴ پیشͽفتار

مجموعه�های که مͬ�دهیم نشان و مͬ�کنیم تعریف را Ji(R) پیوسته�ی مجموعه�های عمل�گر این از

این البته که کنند، بیان Tn(R) حلقه�ی خوش�ترکیبی قویاً برای را دقیق�تری شرایط مͬ�توانند Ji

اثبات را بالا مطلب عکس تعریفh-حلقه، با فصل ادامه�ی در نیستند. لازم اما هستند کافͬ شرایط

مͬ�کنیم.

غیرخنثͬ موضعͬ حلقه�های از مثال�هایی کج، توانͬ سری�های حلقه�ی از استفاده با چهارم فصل در

حلقه�ی R[[x;σ]] اگرچه ،Tn(R[[x; σ]]) حلقه�ی که مͬ�دهیم نشان همچنین مͬ�دهیم. ارائه

صوری توانͬ سری�های حلقه�ی فصل ادامه�ی در است. خوش�ترکیب قویاً باشد، غیرخنثͬ موضعͬ

هم با که τ و σ حلقه�ای درون�ریختͬ دو دارای که R موضعͬ پذیر تعویض حلقه�ی روی بر را σAτ

سری�های حلقه�ی مورد در شده ارائه مثال�های و نتایج و مͬ�کنیم معرفͬ مͬ�باشد، مͬ�شوند، جابه�جا

مͬ�کنیم. بیان حلقه� این برای نیز را کج توانͬ

وقوع حلقه�های عنوان با را کامل و مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه�های از تعمیمͬ پنجم فصل در

را لم�هایی و مͬ�کنیم معرفͬ متناهͬ موضعͬ طور به مرتب جزئاً مجموعه�ی روی بر (I(X,R))

برای را قبلͬ فصل�های در شده گفته نتایج از بعضͬ ادامه در مͬ�دهیم. ارائه حلقه�ها این مورد در

حلقه�ی آن�گاه باشد، خنثͬ موضعͬ حلقه�ی R اگر که مͬ�دهیم نشان و مͬ�دهیم توسیع حلقه�ها این

است. خوش�ترکیب قویاً I(X,R)

گروه جیͺوبسون، رادیͺال نشان�دهنده�ی Id(R) و Z(R) ،U(R) ،J(R) نامه، پایان این در

هستند. R خودتوان�های مجموعه�ی و ،R مرکز ،R یͺال�های



١ فصل

اولیه مفاهیم

و حلقه�ها بعضͬ معرفͬ به و مͬ�کنیم بیان را نیاز مورد قضیه�های و تعریف�ها ابتدا فصل این در

معرفͬ با انتها در مͬ�پردازیم. داشت، خواهیم نیاز آن�ها به بعدی فصل�های در که آن�ها ویژگͬ�های

مͬ�رسانیم. پایان به را اول فصل حلقه ͷی جبری عنصر

مقدماتͬ قضایای و تعاریف ١.١

صفر١ علیه مقسوم را x ∈ R عضو باشد. تعویض�پذیر حلقه�ای R کنیم فرض .١.١.١ تعریف

.xy = ٠ طوری�که به موجودباشد، صفر مخالف y ∈ R مانند عضوی هرگاه مͬ�نامیم،

حوزه�صحیح٢ را باشد نداشته صفر مقسوم�علیه که ی�ͷدار تعویض�پذیر حلقه�ی هر .٢.١.١ تعریف

مͬ�نامیم.

مͬ�گوییم. تقسیم٣ حلقه�ی را باشد یͺال آن غیرصفر هرعضو که ی�ͷدار حلقه�ی هر .٣.١.١ تعریف

١zero divisor
٢integral domain
٣division ring



۶

دارد. نام میدان۴ پذیر تعویض تقسیم حلقه�ی .۴.١.١ تعریف

نباشد. سره میدان زیر هیچ شامل F هرگاه نامیم، مͬ اول۵ میدان ͷی را F میدان .۵.١.١ تعریف

است. ی�ͷریخت است، اول عددی p که Zp یا Q با میدان هر اول میدان زیر .١.١.١ قضیه

ر.ک.[٢٣] اثبات.

: مͬ�کنیم تعریف زیر مجموعه�ی توسط را R حلقه�ی مرکز .۶.١.١ تعریف

Z(R) = {a ∈ R | ra = ar, r ∈ Rهر ازای .{به

داشته وجود n مثبت صحیح عدد اگر گوییم، توان۶ پوچ را R حلقه�ی از a عنصر .٧.١.١ تعریف

.an = ٠ به�طوری�که باشد،

باشد. توان پوچ آن عضو هر اگر گوییم پوچ٧ را R حلقه�ی از I ایدال

.n مثبت صحیح عدد برای ،In = ٠ هرگاه گوییم توان پوچ را I ایدال

ایدال ، N(R) = {a ∈ R | است پوچ�توان عضو ͷیa} مͬ�دهیم قرار باشد، حلقه� ͷی R اگر

.R حلقه�ی پوچ

زیرا پذیرند، وارون ١− a و ١ + a آن�گاه باشد، R ی حلقه توان پوچ عضو a اگر .١.١.١ گزاره

.(١− a)(١+ a+ a٢ + · · · + an−١) = ١− an

۴field
۵prime field
۶nilptoent
٧nil ideal



٧

.e٢ = e هرگاه گوییم، خودتوان٨ را R حلقه�ی به متعلق e عنصر .٨.١.١ تعریف

نیز ١− e آن�گاه باشد، خودتوان عنصر e اگر و دارد خودتوان عنصر دو حداقل ناصفر حلقه�ی هر

زیرا، است خودتوان

(١− e)٢ = ١− e− e+ e٢ = ١− e− e+ e = ١− e.

باشد، R از ایدالͬ N اگر هرگاه گوییم، ماکسیمال٩ را R حلقه�ی از M ایدال .٩.١.١ تعریف

.N = R یا N = M آن�گاه ،M ⊂ N ⊂ R به�طوری�که

در است، اول١٠ ایدال ͷی (N ̸= R) ،R پذیر تعویض حلقه�ی از N ایدال .١٠.١.١ تعریف

.b ∈ N یا a ∈ N باشیم، داشته آن�گاه ab ∈ N اگر a, b ∈ R هر ازای به که صورتͬ

،R ی�ͷدار و پذیر تعویض حلقه�ی هر در نکته: چند

باشد. میدان R/M اگر تنها و اگر است ماکسیمال R Mاز ایدال (١)

باشد. صحیح حوزه�ی R/N اگر تنها و اگر است اول R از N ایدال (٢)

است. اول ایدال ͷی ماکسیمال ایدال هر (٣)

{ra | r ∈ R} ایدال ،a ∈ R و باشد ی�ͷدار و پذیر تعویض ای حلقه R اگر .١١.١.١ تعریف

< a صورت< به و شود مͬ نامیده a توسط شده تولید اصلͬ ایدال a مضرب�های تمام از متشͺل

مانند عضوی که صورتͬ در است، اصل١١ͬ ایدال ͷی R از N چون ایدالͬ شود. مͬ داده نمایش

.N =< a > به�طوری�که باشد داشته وجود a ∈ R

٨idempotent
٩maximal ideal
١٠prime ideal
١١principal ideal



٨

که است F [x] چندجمله�ای�های تمام از متشͺل وضوح به ،F [x] در < x > ایدال .١.١.١ مثال

است. صفر ثابت جمله�ی ها آن در

b ∈ R هرگاه مͬ�نامیم، راست١٢ منظم شبه را R حلقه�ی به متعلق a عنصر .١٢.١.١ تعریف

.a+ b+ ab = ٠ به�طوری�که باشد، وجودداشته

که طوری به باشد داشته وجود b ∈ R هرگاه گوییم، چپ١٣ منظم شبه را a عنصر مشابه، طور به

آن�گاه باشد، R حلقه�ی چپ منظم شبه و راست منظم شبه a ∈ R عنصر اگر .b + a + ba = ٠

مͬ�گوییم. منظم شبه را a

باشد. پذیر وارون ١+a اگر تنها و اگر است منظم شبه R حلقه�ی به متعلق a عنصر .٢.١.١ گزاره

.٢.٢ بخش ر.ک.[٢٣] اثبات.

است. حلقه آن منظم شبه عنصر ͷی R حلقه�ی توان پوچ عنصر هر .٣.١.١ گزاره

مͬ�گیریم نظر در طبیعͬ عدد ترین ͷکوچ mرا Rباشد، حلقه�ی توان پوچ عضو a ̸= ٠ اگر اثبات.

صفر علیه مقسوم a بنابراین ،aam−١ = am−١a = am = ٠ داریم صورت این در .am = ٠ که

ساده محاسبه�ی ͷی با ،b = −a+ a٢ − a٣ + ...+ (−١)m−١am−١ دهیم قرار اگر حال است.

آن منظم شبه عنصر حلقه، ͷی توان پوچ عنصر هر پس .a + b + ab = ٠ که مͬ�آوریم دست به

� است. حلقه

١٢right quasi regular
١٣left quasi regular



٩

حلقه�ای١۴ هم�ریختͬ ͷی را f : R −→ R′ تابع باشند، حلقه R′ و R اگر .١٣.١.١ تعریف

باشد: برقرار آن مورد در زیر شرط دو ،a, b ∈ R هر ازای به هرگاه مͬ�نامیم،

f(a+ b) = f(a) + f(b) (١)

f(ab) = f(a)f(b) (٢)

باشد حلقه�ای هم�ریختͬ ͷی f : R −→ R′ کنیم فرض .١۴.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. حلقه�ای١۵ تک�ریختͬ را f باشد، ͷی به ͷی f اگر (١)

مͬ�نامیم. حلقه�ای١۶ بروریختͬ را f باشد، پوشا f اگر (٢)

مͬ�نامیم. حلقه�ای١٧ ی�ͷریختͬ را f باشد، پوشا و ͷی به ͷی f اگر (٣)

مͬ�نامیم. حلقه�ای١٨ درون�ریختͬ را f ،R = R′ اگر (۴)

مͬ�نامیم. حلقه�ای١٩ خودریختͬ را f باشد، پوشا و ͷی به ͷی f و R = R′ اگر (۵)

حلقه�ای، تک�ریختͬ ͷی هرگاه نشیند، مͬ R′ حلقه�ی در R حلقه�ی گوییم .١۵.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. R توسیع ͷی را R′ صورت این در باشد. داشته وجود f : R −→ R′

با را M درون�ریختͬ�های تمام مجموعه�ی باشد. آبلͬ گروه ͷی M کنیم فرض .۴.١.١ گزاره

پس مͬ�دهد. حلقه ͷی تشͺیل توابع ترکیب و جمع تحت مجموعه این مͬ�دهیم. نشان EndM

١۴ring homomorphism
١۵ring monomorphism
١۶ring epimorphism
١٧ring isomorphism
١٨ring endomorphism
١٩ring automorphism



١٠

صورت به توابع ضرب و جمع با ٢٠M آبلͬ گروه درون�ریختͬ�های حلقه�ی (EndM,+, ◦) داریم

زیر:

(f + g)(a) = f(a) + g(a),

(f ◦ g) = f(g(a)).

ر.ک.[٢٣] اثبات.

باشد. داشته ماکسیمال ایدال ͷی فقط هرگاه گوییم، موضع٢١ͬ را R حلقه�ی .١۶.١.١ تعریف

اگر تنها و اگر است R وارون�پذیر عضو a آن�گاه ،a ∈ R و تعویض�پذیر حلقه�ی R اگر .١.١.١ لم

ایدال هر بیرون a اگر تنها و اگر یعنͬ ،a /∈ M باشیم داشته R Mاز ماکسیمال ایدال هر ازای به

باشد. واقع R ماکسیمال

ر.ک.[٢۴] اثبات.

اگروتنهااگر است موضعͬ R صورت این در باشد. تعویض�پذیر حلقه�ای R کنیم فرض .٢.١.١ لم

باشد. R ایدال R وارون�ناپذیر عضوهای مجموعه�ی

ر.ک.[٢۴] اثبات.

دقیقاً R فرد به منحصر ماکسیمال ایدال صورت این در باشد، موضعͬ حلقه�ی R اگر .١.١.١ تذکر

است. R ناپذیر وارون عضوهای مجموعه همان

٢٠endomorphism ring of abelian group M
٢١local ring



١١

تمام اشتراک را R حلقه�ی جیͺوبسون٢٢ رادیͺال باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .١٧.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان J(R) با و مͬ�کنیم، تعریف R ماکسیمال ایدال�های

نکته: چند

است. R فرد به منحصر ماکسیمال ایدال J(R) آن�گاه باشد، موضعͬ حلقه�ی R اگر (١)

: آن�گاه باشد، ی�ͷدار حلقه�ی R اگر (٢)

J(R) = {r ∈ R | است +١وارون�پذیر ra , a ∈ R هر .{برای

خودتوان عناصر دارای Rفقط Rو = J(R)
∪
U(R) آن�گاه ، باشد موضعͬ Rحلقه�ی اگر (٣)

است. بدیهͬ

.f(J(R)) ⊆ J(S) آن�گاه باشد، ای حلقه بروریختͬ f : R −→ S اگر (۴)

.N(R) ⊆ J(R) ،R حلقه�ی هر ازای به (۵)

.١+ J(R) ⊆ U(R) (۶)

.١+ U(R) ⊆ J(R) (٧)

است. متناهͬ میدان ͷی متناهͬ تقسیم حلقه�ی هر ودربورن٢٣). ͷکوچ (قضیه� ٢.١.١ قضیه

است. اول عدد ͷی از توانͬ مرتبه�ی از متناهͬ میدان هر .٢.١.١ تذکر

٢٢Jacobson radical
٢٣Wedderburn’s little theorem



١٢

است. جبری Zp روی عضوی pn میدان هر .٣.١.١ تذکر

ͷی را S باشد. R از مجموعه�ای زیر S تعویض�پذیرو حلقه�ی ͷی R گیریم .١٨.١.١ تعریف

.xy ∈ S باشیم داشته ،x, y ∈ Sهر برای و ١ ∈ S هرگاه گوییم، R بسته٢۴ ضربی مجموعه�ی زیر

آن�گاه باشد، R پذیر تعویض حلقه�ی اول ایدال�های از خانواده�ای {Pi}i∈I اگر .٢.١.١ مثال

است. R بسته�ی ضربی مجموعه�ی زیر ͷی S := R−
∪

i∈I Pi

∼ رابطه�ی باشد. R پذیر تعویض حلقه�ی از بسته ضربی عه�ی مجمو زیر S کنیم فرض .٣.١.١ لم

مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به (a, s), (b, t) ∈ R× S برای را R× S روی

(a, s) ∼ (b, t) ∈ R× S ⇐⇒ ∃u ∈ S : (at− bs)u = ٠

است. R× S روی هم�ارزی رابطه�ی ͷی ∼ رابطه�ی صورت این در

.۵.١ لم ر.ک.[٢۴] اثبات.

تذکر: چند �

رده�های مجموعه�ی و a/s با را (a, s) شامل هم�ارزی رده�ی (a, s) ∈ R × S به�ازای (١)

عمل�های تحت S١−R صورت این در مͬ�دهیم. نمایش S−١R با را ∼ هم�ارزی

a

s

b

t
=
ab

st
,

a

s
+
b

t
=
ta+ sb

st

جدید حلقه�ی این است. تعویض�پذیر حلقه�ای ،S به متعلق s, t و R به متعلق a, b ازای به

مͬ�شود. نامیده S به نسبت R کسرها�ی حلقه�ی S−١R

٢۴multiplicatively closed subset



١٣

است. ١/١ آن همانͬ عضو و ٠/١ ،S−١R حلقه�ی صفر عضو (٢)

وجودداشته t ∈ S اگروتنهااگر a/s = ٠S−١R صورت این در s ∈ S و a ∈ R فرضکنیم (٣)

.ta = ٠ که باشد وجودداشته t ∈ S اگروتنهااگر یعنͬ ،t(١a−٠s) = ٠ که طوری به باشد

که باشد وجودداشته t ∈ S اگروتنهااگر ،١/١ = ٠/١ یعنͬ است، صفر S−١R حلقه�ی (۴)

.٠ ∈ S اگروتنهااگر یعنͬ ،t١ = ٠

a ∈ R هر برای f(a) = a/١ ضابطه�ی با f : R −→ S−١R پوشای طبیعͬ نگاشت (۵)

وجوددارد.

طبیعͬ حلقه�ای هم�ریختͬ نباشد، صفر S−١R لذا و ٠ /∈ S اگر حتͬ کلͬ طور به (۶)

که مͬ�شود نتیجه فوق (٣)ی بند از نیست، ͷی به ͷی لزوماً f : R −→ S−١R

Kerf = {a ∈ R : ta = ٠}.

هم�ریختͬ f : R −→ S−١R Rو تعویض�پذیر حلقه�ی از بسته ضربی مجموعه�ی زیر S اگر (٧)

آن�گاه: باشد، طبیعͬ حلقه�ای

است. آن وارون ١/s و وارون�پذیر S−١R در f(s) = s/١ ،s ∈ S هر ازای به (١)

.sa = ٠ که وجوددارد s ∈ S آن�گاه a ∈ Kerf اگر فوق، (۶) بند بنابر (٢)

صورت به مͬ�توان (s ∈ S و a ∈ R آن در (که را S−١R از a/s عضو هر (٣)

زیرا نوشت، a/s = f(a)(f(s))−١

a

s
=
a

١
١
s

=
a

١
(
s

١
)−١ = f(a)(f(s))−١.



١۴

که مͬ�کنیم توجه .R حلقه�ی اول ایدال P و باشد تعویض�پذیر حلقه�ی R گیریم .١٩.١.١ تعریف

نشان Rp با را S−١R قسمتͬ خارج حلقه�ی است. R از بسته ضربی مجموعه�ی زیر ،S = R−P

یͺتای ماکسیمال ایدال با موضعͬ حلقه�ی ͷی حلقه، این مͬ�دهیم.

M = {λ ∈ Rp | λ =
a

s
, a ∈ P, s ∈ S}

مͬ�نامیم. P در R سازی٢۵ موضعͬ از حاصل حلقه�ی را حلقه این است.

مدول�ها ٢.١

ͷی M گوییم باشد، حلقه ͷی R و آبلͬ جمعͬ گروه ͷی M کنیم فرض .١.٢.١ تعریف

به که به�طوری باشد، داشته وجود φ : M × R −→ M تابع هرگاه است، راست R-مدول

باشند: برقرار زیر موضوع اصول r, s ∈ R هر و m,n ∈M هر ازای

،(m+ n)r = mr + nr (١)

،m(r + s) = mr +ms (٢)

،(mr)s = m(rs) (٣)

باشد، ی�ͷدار R اگر به�علاوه

.m١R = m (۴)

مͬ�نامیم. یͺان٢۶ͬ R-مدول ͷی Mرا صورت این در

برای مشابهͬ تعریف مͬ�نامیم. برداری R-فضای ͷی را M باشد، تقسیمͬ حلقه�ی ͷی R اگر

ͷی راست R-مدول هر باشد، تعویض�پذیر حلقه�ای R که حالتͬ در دارد. وجود چپ R-مدول

است. چپ R-مدول

٢۵localization
٢۶unitary R-module



١۵

یRͷ-هم�ریختͬ را f : M −→ N تابع باشند. R-مدول ،N Mو کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف

باشیم: داشته m,n ∈M هر و r ∈ R هر ازای به هرگاه مͬ�نامیم،

.f(m+ n) = f(m) + f(n) (١)

.f(mr) = f(m)r (٢)

مͬ�نامیم. ( R-بروریختͬ ) R-تک�ریختͬ ͷی را آن باشد، (پوشا) ͷی به ͷی f اگر

مͬ�نامیم. R-درون�ریختͬ ͷی را f ،M = N اگر

مͬ�نامیم. R-ی�ͷریختͬ را آن باشد، پوشا و ͷی به ͷی f اگر

و Mتحتجمع R-درون�ریختͬ�های ی مجموعه آن�گاه باشد، MیRͷ-مدول اگر .١.٢.١ گزاره

EndRM با و دارد Mنام R-درون�ریختͬ�های حلقه�ی که مͬ�دهد، حلقه ͷی تشͺیل توابع ترکیب

مͬ�دهیم. نشان

ر.ک.[٢٣] اثبات.

برای هرگاه گوییم، ͷکوچ Mرا از S مدول زیر باشد. R-مدول ͷی M گیریم .٣.٢.١ تعریف

Mباشد ٢٧ͷکوچ مدول زیر S اگر .N = M ⇐= S+N = M اگر ،N ⊆M مدول زیر هر

.S ⊆s M مͬ�نویسیم،

J(M) =
∑

i∈I Ni آن�گاه باشد، ماکسیمال زیرمدول دارای M R-مدول اگر .٢.٢.١ گزاره

Mاست. ͷکوچ مدول زیر Ni به�طوری�که،

٢٧small submodule



١۶

هر درون N آن�گاه باشد، M از دلخواهͬ ͷکوچ مدول زیر N اگر مͬ�دهیم نشان اثبات.

مدول زیر P چون ،N * P یعنͬ نباشد، چنین کنیم فرض است. M از P ماکسیمال زیرمدول

مͬ�آوریم دست به ͷکوچ مدول زیر تعریف بنابر که ،N + P = M داریم است M ماکسیمال

.
∑

i∈I Ni ⊆ J(M) بنابراین مͬ�رسیم؛ تناقض به و P = M

M از ͬͺکوچ مدول زیر xR مͬ�دهیم نشان باشد. x ∈ J(M) گیریم عکس، اثبات برای

دارای M مͬ�دهیم نشان کار این برای .Q = M آن�گاه ،xR + Q = M اگر یعنͬ است.

مͬ�دهیم قرار مͬ�رسیم. تناقض به صورت این به و نمͬ�باشد x شامل که است ماکسیمالͬ مدول زیر

هر که است واضح .Q ∈ F زیرا F ̸= ϕ .F = {P ⊆ M : Q ⊆ P , x /∈ P}

عضو دارای F زورن٢٨، لم بنابر پس است.
∪

i∈I Pi بالای کران دارای F در {Pi}i∈I زنجیر

،P ( L اگر مͬ�دهیم نشان است. M ماکسیمال مدول زیر P مͬ�کنیم ادعا است. P ماکسیمال

،L /∈ F باشیم داشته باید اما Q؛ ( L بنابراین ،Q ⊆ P ( L که است واضح .L = M آن�گاه

،Q ⊆ L طرفͬ از ،xR ⊆ L بنابراین است. x ∈ L یعنͬ این و است F ماکسیمال عضو P چون

� .L = M پس

ماتریس�ها حلقه�ی ٣.١

چون تابعͬ باشد، حلقه ͷی R اگر .١.٣.١ تعریف

A : {١, ٢, ..., n} × {١, ٢, ..., n} −→ R

(i, j) تصویر ١ ≤ j ≤ n هر و ١ ≤ i ≤ n هر ازای به که مͬ�نامیم، n × n ماتریس ͷی را

مͬ�نامیم. Aماتریس ,i)م j) درایه�ی را آن و مͬ�دهیم نشان aij با را A تحت

متعلق درایه�های با n×n ماتریس�های مجموعه�ی و مͬ�دهیم، نشان (aij) با را A ،n×nماتریس

٢٨Zorn lemma



١٧

یعنͬ مͬ�کنیم. مشخص Mn(R) نماد با را R حلقه�ی به

Mn(R) = {(aij) : aij ∈ R, ١ ≤ i ≤ n, ١ ≤ j ≤ n}

درایه�های مجموع آن ,i)م j) درایه�ی که است A+Bماتریسͬ Mn(R)باشند، عنصر A,Bدو اگر

و شرکت�پذیری خواص ماتریس دو جمع که مͬ�آید دست به سادگͬ به است. B و A ,i)م j)

مͬ�دهیم؛ نشان 0 با را باشند 0 ∈ R آن درایه�های همه�ی که ماتریسͬ داراست. را تعویض�پذیری

آن�گاه B = (−aij) دهیم قرار اگر و A + 0 = 0 + A = A ،A ∈ Mn(R) هر برای

آبلͬ گروه ͷی تشͺیل جمع عمل تحت Mn(R) مجموعه�ی بنابراین .A + B = B + A = 0

مͬ�دهد.

آن در که C = AB = (cij) مͬ�کنیم، تعریف چنین را B در A ضرب حال

cij =
n∑

k=١

aikbkj = ai١b١j + ai٢b٢j + ...+ ainbnj

و هستند B jام ستون در که نظیرشان درایه�های در A iام سطر درایه�های ضرب از cij درایه�ی

زیرا است، شرکت�پذیری خاصیت دارای ماتریس�ها ضرب عمل مͬ�آید. دست به آن�ها جمع سپس

,i)م j) درایه�ی باشند، Mn(R) دلخواه عنصر سه C = (cij) و A = (aij) ،B = (bij) اگر

،
∑n

k=١
j=١

aij(bjkck١) با است A(BC)برابر در درایه همین و
∑n

k=١
j=١

(aijbjk)ck١ با برابر (AB)C

مساوی عبارت دو این که کرد اثبات مͬ�توان راحتͬ به است، حلقه R که نکته این به توجه با حال

جمع عمل به نسبت ضرب عمل همچنین .A(BC) = (AB)C داریم ترتیب این به و هستند،

با است برابر A(B + C) ماتریس ,i)م j) درایه�ی زیرا است، چپ توزیع�پذیری خاصیت دارای

,i)م j) درایه�ی راست، سمت اول عبارت که ،
∑
aik(bkj + ckj) =

∑
aikbkj +

∑
aikckj

به .A(B +C) = AB +AC داریم بنابراین مͬ�باشد. AC ,i)م j) درایه�ی دوم، عبارت و AB

دهیم قرار اگر حال .(B + C)A = BA+ CA که داد نشان مͬ�توان صورت همین

In =



١ 0 . . . 0

0 ١ . . . 0

... ...

0 0 . . . ١





١٨

دادیم نشان صورت این به .AIn = InA = A داشت خواهیم A ∈ Mn(R) هر ازای به آن�گاه

است. حلقه ͷی ماتریس�ها ضرب و جمع اعمال تحت Mn(R) ،n > ١ هر برای که

مͬ�نشیند. Mn(R) در R ،n > ١ هر ازای به باشد، حلقه ͷی R اگر .١.٣.١ قضیه

است aij = ٠ ،i ̸= j اگر و aii = a آن در که را (aij) ماتریس باشد، a ∈ R اگر اثبات.

تعریف f(a) = aIn تساوی با را f : R −→ Mn(R) تابع اکنون مͬ�دهیم. نشان aIn با را

و است حلقه�ها هم�ریختͬ ͷی f یعنͬ است. حلقه�ها تک�ریختͬ ͷی f مͬ�دهیم نشان مͬ�کنیم.

داریم اما است. ͷی به ͷی

f(ab) = (ab)In = (aIn)(bIn) = f(a)f(b)

،

f(a+ b) = (a+ b)In = aIn + bIn = f(a) + f(b)

دست به ماتریس دو تساوی بنابر که aIn = bIn داریم صورت این در f(a) = f(b) اگر حال

� .a = b مͬ�آوریم

Aij؛ = ٠ ،i > j ازای به گاه هر مͬ�شود، نامیده مثلث٢٩ͬ بالا A ،n×nماتریس .٢.٣.١ تعریف

باشند. صفر آن قطراصلͬ درزیر واقع درایه�های همه�ی هرگاه یعنͬ

نامیم. مͬ مثلث٣٠ͬ پایین را A ،n× nماتریس Aij؛ = ٠ باشیم داشته i < j برای اگر حال

آن�گاه ،A,B ∈ Mn(R) و باشد همانͬ عنصر با تعویض�پذیر حلقه�ی R فرضکنیم .٢.٣.١ قضیه

|AB| = |A||B| (١)

٢٩upper triangular matrice
٣٠lower triangular matrice



١٩

است. یͺال R در |A| آن�گاه باشد، وارون�پذیر Mn(R) در A اگر (٢)

|At| = |A| (٣)

.|A| = a١١a٢٢ · · · ann آن�گاه باشد، مثلثͬ ماتریس A = (aij) اگر (۴)

ر.ک.[٢٢] اثبات.

و باشد R ی�ͷدار تعویض�پذیر حلقه�ی روی بر n × n ماتریس A = (aij) اگر .١.٣.١ گزاره

،bij = (−١)i+j|Aij| که به�طوری گیریم، نظر در nای × n ماتریس را Aa = adjA = (bij)

.AAa = |A|In = AaA آن�گاه

ر.ک.[٢٢] اثبات.

است وارون�پذیر R ی�ͷدار تعویض�پذیر حلقه�ی روی بر A = (aij) ،n×nماتریس .٢.٣.١ گزاره

.A−١ = |A|−١Aa حالت این در باشد. یͺال R در |A| اگروتنهااگر

.|A| ̸= ٠ اگر وتنها اگر است یͺال |A| آن�گاه باشد، میدان R اگر که مͬ�کنیم توجه

بنابراین است، یͺال R در |A| کنیم فرض قبل، گزاره�ی به توجه با (⇐ اثبات.

بنابراین .(|A|−١Aa)A = In = A(|A|−١Aa) که است واضح .|A|−١Aa ∈ Mn(R)

است. A−١ = |A|−١Aa آن وارون و است وارون�پذیر Aماتریس

،|A||A−١| = |AA−١| = |In| = ١ بنابراین .AA−١ = In آن�گاه باشد، وارون�پذیر A اگر (⇒

� است. یͺال R در |A| پس .|A||A|−١ = ١ یعنͬ

خلاصه، طور به یا مدول٣١ ,S)-دو T ) ͷیM باشند.گوییم حلقه T و S گیریم .٣.٣.١ تعریف

هر ازای به که باشد راست T-مدول ͷی و چپ S-مدول ͷی M هرگاه است، مدول دو ͷی

٣١(S,T)-bimodule



٢٠

SMT صورت به Mرا حالت این در .s(xt) = (sx)t باشیم داشته ،t ∈ T و x ∈M و s ∈ S

دهیم. مͬ نشان

ماتریس�های مجموعه�ی آن�گاه مدول، ,S)-دو T )ͷیM و باشند حلقه T و S اگر تعریف٣.١.۴.

ماتریس�ها ضرب و جمع تحت ،t ∈ T,m ∈ M, s ∈ S که

 t 0

m s

 یا

s m

0 t

 فرم به

S M

0 T

صورت به و دارد، نام صوری٣٢ مثلثͬ ماتریس�های حلقه�ی که مͬ�دهد یͷحلقه تشͺیل

مͬ�دهیم. نشان

T 0

M S

 یا

چندجمله�ای�ها حلقه�ی ۴.١

از نامتناهͬ دنباله�های تمام مجموعه�ی را R[[x]] باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .١.۴.١ تعریف

زیر صورت به R[[x]] روی ضرب و جمع عمل مͬ�کنیم. تعریف (a٠, a١, ...) مانند R عناصر

شود مͬ تعریف

(a٠, a١, ...) + (b٠, b١, ...) = (a٠ + b٠, a١ + b١, ...)

(a٠, a١, ...)(b٠, b١, ...) = (c٠, c١, ...)

حلقه�ی که شود، مͬ حلقه ͷی R[[x]] ضرب، و جمع این با .cn =
∑n

i=٠ aibn−i آن در که

نام مجهول x = (٠, ١R, ٠, ...) ∈ R[[x]] دارد. نام R به متعلق ضرایب با x از توان٣٣ͬ سری�های

f =
∑∞

i=٠ aix
i صورت به را ،f = (a٠, a١, ...) ∈ R[[x]] آن�گاه باشد، دار ͷی R اگر دارد.

دهیم. مͬ نشان

٣٢formal triangular matrix ring
٣٣power series ring


