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  قوي بدون المان در تحليل استاتيكي و ديناميكي–بررسي توانمندي روش فرم ضعيف 
 

  :ي به وسيله
  

  فرد حميدرضا سعادت
  
 

پديده هاي موجود در طبيعت چه فيزيكي،چه در ارتباط با زمين شناسي، چه مكـانيكي، چـه الكترونيكـي وچـه در                      
بدسـت  . دلات انتگرالي، ديفرانسيلي و جبري قابـل بيـان هـستند          ارتباط با زيست شناسي باشد، اغاب اوقات بويسله معا        

اما متاسفانه تعداد بسيار محدودي از مسائل كـاربردي راه حـل            .آوردن حل دقيق اين معادلات خواسته اي ايده آل است         
  .دقيق دارند و بدليل پيچيدگي ديگر مسائل استفاده از شيوه هاي حل تقريبي اجتناب ناپذير است

روش . ترين روش هاي حل عددي كه به تازگي بسط و گسترش پيدا كرده است، روش بدون المان است    يكي از مهم  
بدون المان روشي است كه معادلات جبري سيستم را براي كل دامنه بدمن استفاده از مش بندي از قبل تعريـف شـده                       

 نام گره هاي ميداني براي بيان دامنه و         اين روش نوپا از تعدادي گره توزيع شده به        . به منظور تفكيك دامنه بنا مي كند      
مرزها استفاده مي كند كه نيازي به اطلاعات اوليه در مـورد ارتبـاط گـره اي بـراي عمليـات تقريـب و يـا ميـان يـابي                              

  .متغيرهاي ميداني ديده نمي شود
عيف و در   تكنيك فرم قوي يا كالوكيشن، روش فـرم ض ـ        : روش بدون المان به سه دسته كلي تقسيم بندي مي گردد          

  . قوي بدون المان مبتني بر دو روش قبل–نهايت روش تركيبي فرم ضعيف 
 قوي بدون المان كمك به حذف مش هاي پس زمينه اي تا سـرحد امكـان مـي كنـد تـا حلـي           –روش فرم ضعيف    

ي در اين روش از روش فـرم قـوي بـراي گـره هـا              . پايدار و دقيق حتي براي مسائل مرزي مشتق پذير حاصل مي گردد           
  .نزديك ويا بر روي مرز شامل مشتق و از فرم ضعيف براي مابقي گره ها بهره برده مي شود

 قوي بدون المان در حل مـسائل سـاده مكـانيكي    –در اين پايان نامه به ارائه و بررسي قدرتمندي روش فرم ضعيف     
بحـث  .دود و حل دقيق مـي پـردازد  همچون تير يك سر آزاد و مقايسه آنها با ديگر روشهاي بدون المان، روش المان مح       

در مورد برخي ديگر از نكات نيز همانند توزيع يكنواخت و غير يكنواخت گره اي، بررسي پارامترهاي شكل بر پايداري و                     
 .   دقت حل نيز در اين پايان نامه از اهميت خاص برخوردار است
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  : مقدمه - الف
  
  

 بيان كننده معادلات حاكم بر 1درتحليل مسا ئل مهندسي، معادلات ديفرانسيل پاره اي

. سيستم مسئله مي باشند و متاسفانه در اكثر موارد حل دقيق اين معادلات امكان پذير نيست

يكي از قديمي ترين . به اين مشكل از روش هاي حل عددي استفاده مي گرددبراي فائق آمدن 

 مي باشد 2اين روشها كه موارد استفاده زيادي به خود اختصاص مي دهد، روش تفاضل محدود

با پيچيده . و بطور معمول مي تواند مسائل با شرايط ساده و منظم هندسي و مرزي را حل كند

 پايه 3رايط مرزي متفاوت، روش بسيار مؤثرتر المان محدودتر شدن هندسه مسائل و بيان ش

 4در اين روش با استفاده از انتگرال گيري معادلات حاكم به روش فرم ضعيف. گذاري گرديد

در روش المان محدود، توابع شكل توسط المان هاي از قبل تعريف شده ساخته . خواهيم رسيد

از مزاياي اين روش مي . ها يكسان خواهند بود براي تمام المان 5مي شوند و اين توابع شكل

توان به توليد ماتريس هاي متقارن در مسير حل، راحتي و استاندارد بودن روش، سرعت و دقت 

هم . بالا و در نهايت به وجود نرم افزارهاي تجاري متفاوت در ارتباط با اين روش اشاره نمود

ريبي دقيق تر و با استفاده از روش هاي اكنون، روش هاي عددي قوي ديگري با قابليت حل تق

.  از اين دسته مي باشند6به نسبت ساده تر در حال گسترش مي باشند كه روشهاي بدون المان

روند حل در اين روش بسيار شبيه به روش المان محدود مي باشد و در نتيجه بسياري از 

                                                 
1 Partial Differential Equations  
2 Finite Difference 
3 Finite Element 
4 Weak Form 
5 Shape Function 
6 Meshless (Mfree) Methods 



 ٣

ن بجاي استفاده از المان در تكنيك ها در دو روش يكسانند با اين تفاوت كه در روش بدون الما

توابع شكل در اين روش براي نقطه .  استفاده مي گردد1كل هندسه مسئله از دامنه هاي مؤثر

 ايجاد مي شوند و در 3 مورد بحث در دامنه ساخته شده توسط گره هاي منطقه اي2دلخواه

تفاده از مش عدم اس. نتيجه توابع شكل براي نقاط دلخواه متفاوت، دچار تغيير خواهند شد

 ، يكي از مواردي است كه در برخي از روش هاي بدون المان به عنوان يك برتري 4زمينه اي

   .نسبت به روش المان محدود مي توان بر شمرد

  

 
  : پيشينه تحقيق -ب
  

 و 5روش توابع پايه شعاعي( در اصل، انگيزه اوليه استفاده از دو روش تقريبي بدون المان 

از كاربرهاي آنها در علوم زمين شناسي، نقشه برداري، هوا  ) 6ات متحركروش كوچكترين مربع

سپس كاربردهاي متفاوت ديگري در زمينه هاي متعدد ديگر از جمله در . شناسي پديد آمد

روش هاي حل عددي معادلات ديفرانسيل پاره اي، هوش مصنوعي، تئوري يادگيري، شبكه 

لازم . ري، ايستايي، امور مالي و بهينه يابي يافت شدعصبي، پردازش سيگنال، تئوري نمونه بردا

به ذكر است كه روش هاي بدون المان براي بيش از صد سال در علم ايستايي استفاده شده 

 .است

مطالب زير به صورت خلاصه به بيان تاريخچـه روش هـاي بـدون المـان در تئـوري تقريـب                     

 [Shepard, 1968]شـيپرد   . بـر مـي شـمارد   پرداخته و تعدادي از مقالات برگزيده ارائه شده را 

 كـه بـراي كـاربرد مـدل سـازي صـفحه اي       شيپرد استفاده از آنچه امروزه به نام توابع  پيشنهاد

كاربرد ديگر روش هاي بدون المـان، در آن موقـع مربـوط بـه علـم      . معروف است را مطرح نمود  
                                                 
1 Support Domain 
2 Point of Intrest 
3 Local Nodes 
4 Background Mesh 
5 Radial Basis Functions 
6 Moving Least Square 
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ش هـاي پيـشنهادي   رو .ارائـه شـد   [Hardy, 1971]هـاردي  زمين شناسي مي شد كـه توسـط   

حوالي . شناخته مي شوند  مولتي كوادريك و مواتي كوادريك ومعكوس        به نامهاي    هارديبوسيله  

اسپيلاين هاي ورقه اي نـازك   يك روش تغييراتي را براي [Duchon, 1976]داچن همان زمان، 

   .بصورت فرمول بيان كرداسپي لاين هاي پلي هارمونيك  و بصورت كلي تر

اسـپيلاين   در مـورد  [Meinguet, 1979c]مينگـوت  در ارتباط با اين موضوع، در همان زمان 

بـصورت عمـومي توسـط      شـيپرد    مطالعاتي انجام داده بود در حاليكه ايده توابع          هاي صفحه اي    

در حال حاضر به نام  اين روش.بيان شد [Lancaster, 1981]  لنكستر و سالكواسكس محققان  

يك مقاله بسيار مهم منتشر شده عبارت بود از روش          . ي شود حداقل مربعات متحرك شناخته م    

 [Frank, 1982]ريچـارد فرانـك    توسـط  1980ميان يابي داده هاي ناپيوسته كه در اوائل دهـه  

اسـپي  و  مـولتي كوادريـك     در اين مقاله  او به اين نتيجه رسيده بود كه روش هاي              . ارائه گرديد 

او همچنين اين نكتـه  . موجود تا آن زمان مي باشند  بهترين روش هاي    لاين هاي ورقه اي نازك      

 بدسـت مـي آيـد       مـولتي كوادريـك   را حدس زده بود كه ماتريس ميان يابي كه در ضمن روش             

 اسپي لاين هاي ورقه اي نازك و   مولتي كوادرك ها  اين مقايسه در ارتباط با      . معكوس پذير است  

 بـراي مطالعـات بـر روي توابـع          و حدس هاي مربوطه را مي توان به عنوان يك جهش و شـروع             

اولين مطالب ارائه شده در اين مورد  باز مي گردد به نسخه خطي منتشر               .اساسي شعاعي دانست  

فرانـك   با استفاده از روش تغييراتي آنها حدسيات [Madych, 1983]نلسن و مديچ شده توسط 

از ميـان   . تهيـه نمودنـد   را اثبات كردند و يك قاعده كلي كامل كار براي ميان يابي چند متغيره               

 1995 فقط به بررسـي يـك مقالـه ديگـر در سـال               1980صد ها مقاله ارائه شده تا اواسط دهه         

  . مي پردازيم[Wendland, 1995] وندلند توسط 

 را بيان نمود و در نتيجه توانـست يـك           1 اولين فردي بود كه كلاس توابع پايه شعاعي        وندلند

  2. محاسباتي بالا ارائه كندروش ساده براي روش هاي با راندمان

                                                 
1 Compactly supported radial basis functions 
2 Efficient mesh free  computationally radial basis functions   
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روش بدون المان كه در تقريب متغيرهاي ميداني از گره هاي مؤثر منطقه اي اسـتفاده مـي                  

همانطور كه از اسم اين روش بر      . كند، در دهه هاي اخير موفقيت چشمگيري بدست آورده است         

از قبـل تعريـف   مي آيد ، حداقل براي ميان يابي متغير هاي ميداني هيچگونـه ارتبـاط گـره اي                 

در نتيجه در مقايسه با روشهاي عددي موجود هماننـد روش           . شده و يا مش استفاده نمي گردد      

بدون المان كه بر پايه مش استوارند، از مشكلات در ارتباط با مـش و تقـسيمات مربـوط بـه آن        

  . اجتناب مي گردد

 1تني بر فرم قويروش هاي مب: روش هاي بدون المان به سه دسته تقسيم بندي مي گردند 

   .3قوي- و روش هاي مبتني بر فرم ضعيف2، روش هاي مبتني بر فرم ضعيف

 روش فرم قوي بدون المان چه در ميان يابي و چه در انتگرال گيري متغير ميداني از مش 

و   5  ،روش نقطه محدود4هموار روش هايي همچون روش هيدروديناميك ذره. بهره نمي برد

  .   از اين فرم پيروي مي كنند6المانروش كالوكيشن بدون 

روش فرم ضعيف بدون المان به دليل حل به نسبت پايدار و دقيق بازه وسيعي از مسائل به 

 ، 7روش هايي همچون گالركين بدون المان. تازگي موارد استفاده گسترده اي پيدا كرده است

  .بق اين روش مي باشند  بر ط9  ميان يابي نقطه اي شعاعي منطقه اي8ميان يابي نقطه اي

  .  نيز به تازگي از تلفيق دو فرم فوق ايجاد گرديده است10قوي بدون المان-روش فرم ضعيف

                                                 
1 Strong-form methods 
2Weak-form methods 
3 Mfree Weak-Strong form methods 
4 Smoothed particle hydrodynamics 
5 Limited point method 
6 Mfree collocation method 
7 Galerkin method 
8 Point Interpolation methd 
9 Local Radial Point Interpolation method 
10 MWS 
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  : روش هاي بدون المان-ج
  

  :روش هاي بدون المان در سه دسته جاي مي گيرند

 ).يا روش هاي فرم قوي بدون مرز ( 1روش كالوكيشن بدون المان.1

 روش 2لمان همانند روش ميان يابي نقطه اي شعاعيروش هاي فرم ضعيف بدون ا. 2

 . 4روش ديگرو چندين 3گالركين بدون المان

  .5قوي بدون المان-روش تركيبي فرم ضعيف. 3

 [Liu, 2002]  2002 در سال ليوقوي بدون المان اخيرا توسط -روش فرم ضعيف

انتگرال گيري  پيشنهاد شده است، اين روش تا سر حد امكان براي ساده سازي عمليات 

كمك به برداشتن تقسيمات زمينه اي مي كند و در نتيجه جواب هاي دقيق و پايداري را حتي 

روش تركيبي فرم  .  فراهم ميكند6براي مسائل ديفرانسيل پاره اي با شرايط مرزي شامل مشتق

قوي بدون المان بصورت موفقيت آميز چه در زمينه مكانيك جامدات و چه مكانيك -ضعيف

قوي بدون المان بر اين اساس -روش تركيبي فرم ضعيف. لات توسعه پيدا كرده استسيا

طراحي شده است كه بتواند تركيبي از مزاياي دو روش فرم ضعيف و فرم قوي بوده و از معايب 

و اين امر در صورت امتحان و مقايسه ويژگيهاي دو روش كه به اختصار در . دو روش بپرهيزد

  .ي كنيم ممكن خواهد بودزير به آنها اشاره م

                                                 
1 MFree collocation 
2 Radial Point Interpolation method (RPIM ) 
3 Element Free Galerkin(EFG) 
 

4 Local Radial Roint Interpolation method (LRPIM) / meshless local Petrov-Galerkin (MLPG) 
5 MFree weak-strong form (MWS)    
6 Derivative boundary conditions 
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  : روش كالوكيشن بدون المان- الف- ج
  

روش هاي موجود فرم قوي بدون المان كه نتيجه مستقيم معادلات و شرايط مرزي حاكم بر 

  .مسئله هستند داراي مزاياي زير هستند

 :واقعا بدون مرز هستند •

 شرائط مرزي روش مستقيم بوده و الگوريتم و كد نويسي ساده اي دارند چنانچه فقط •

 .ديريچله داشته باشيم

از لحاظ محاسباتي، با راندمان بوده و حل از دقت بالايي برخوردار است، چنانچه فقط  •

 .شرائط مرزي ديريچله داشته باشيم

  : اما، روش فرم قوي داراي معايب زير نيز هست

بدست معمولا غير پايدار و كم دقت هستند بخصوص براي معادلات ديفرانسيل پاره اي  •

 .آمده با شرايط مرزي شامل مشتق

شرايط مرزي شامل مشتق ، شامل يك سري معادلات ديفرانسيلي جدا از هم بر روي  •

مرز مي باشد، كه اينها با معادلات حاكمه تعريف شده در دامنه مسئله تفاوت داشته و نيازمند 

 .يك استراتژي تحليل جداگانه مي باشند

لا، از روش هايي بهره مي بريم، ولي با توجه به عدم براي برطرف سازي موارد عيب با •

پايداري دليلي وجود ندارد كه حتما با اين اصلاحات، ميزان خطاي مسئله قابل كنترل باشد و 

با توجه به راه هاي ارائه شده، دليلي وجود ندارد كه تكنيك بكار گرفته شده در برخورد با يك 

مسئله ديگر داشته باشد، حتي اگر از يك نوع مسئله مسئله كارائي لازم را براي برخورد با 

 .باشند
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  : روش فرم ضعيف بدون المان- ب- ج
  

ويژگي معمول روش هاي فرم ضعيف بدون المان چنين است كه معادله ديفرانسيل پاره اي 

مبتني بر يك اصل خاص ) كلي يا منطقه اي(مسئله در ابتدا با معادله انتگرالي ) فرم قوي(

جايگزين مي گردد و سپس فرم ضعيف ...)  ،2 ، اصل انرژي1وش هاي باقيمانده وزن دارر: مثلا(

 .با انتگرال گيري جزء به جزء حاصل خواهد شد

  :چهار ويژگي فرم ضعيف منطقه اي عبارت اند از

عمليات انتگرال گيري ميزان خطا را بر روي دامنه انتگرال گيري كم كرده و در نتيجه  .1

اين روند همانند يك سازمان دهي دامنه مي باشد كه به پايدار .  مي رودميزان دقت حل بالا

 .نمودن حل كمك خواهد كرد

لزوم پيوستگي توابع حدس زده شده به خاطر ميزان كاهش منتجه عمليات انتگرال  .2

 .گيري بر اثر انتگرال گيري جزء به جزء، كاهش مي يابد و يا به عبارتي ضعيف مي شود

در دامنه و چه براي شرايط مرزي مشتق را به راحتي به يك تك معادلات سيستم چه  .3

 .معادله تبديل مي گردند

بصورت طبيعي بدليل استفاده از اپراتور انتگرال  ) 3مشتق دار( شرايط مرزي اعمال نيرو  .4

 .گيري مرزي بوسيله روش انتگرال گيري جزء به جزء ارضاء خواهد شد

  :مي باشندويژگيهاي گفته شده داراي مزاياي زير 

 .اين روش ها، پايداري و دقت عالي براي بسياري مسائل از خود نشان مي دهند •

شرايط مرزي شامل مشتق بصورت طبيعي و براحتي به گونه معادله فرم ضعيف مشابه  •

هيچ گونه معادلات اضافي نياز نبوده و هيچ خطايي در اثر اعمال شرايط . يكپارچه مي شوند

 .طريق ايجاد نمي گرددمرزي شامل مشتق طي اين 

                                                 
1 Weighted residual methods 
2 Energy principle 
3 Derivative Boundary Condition  
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روش توليد شده براي استفاده از فرمول بندي فرم ضعيف براي تعداد زيادي از مسائل  •

پارامترهاي توليد شده براي حل در يك روش براي يك مسئله قابل استفاده . قابل استفاده است

دي مسائل و اين نيرو مندي روش هاي فرم ضعيف را براي تعداد زيا. در مابقي مسائل مي باشند

 .مهندسي اثبات مي كند

. روش هاي فرم ضعيف منطقه اي بدون المان در قالب ميان يابي متغيرهاي ميداني هستند

. المان هاي زمينه اي براي انتگرال گيري يك فرم ضعيف بر روي كل دامنه قابل استفاده اند

و از طرفي انتگرال گيري عددي موجب مي شود كه از لحاظ محاسباتي گران تمام شوند 

با . استفاده از المان هاي زمينه اي به معني اين خواهد بود كه اين روش واقعا بدون المان نباشد

وجود اينكه روش هاي فرم ضعيف منطقه اي بدون المان يك مرحله مهم در گسترش ايده آل 

روش هاي بدون المان محسوب مي شوند، انتگرال گيري عددي بخصوص براي گره هاي بر 

در نتيجه بايد به . مرز يا نزديك به مرز با شكل پيچيده هنوز دردسر زا و مزاحم مي باشدروي 

  .دنبال اين رويه باشيم كه بتوان انتگرال گيري عددي را به حداقل ممكن تقليل دهيم

  

  

   :1قوي بدون المان- روش فرم ضعيف-  ج-   ج

  

ان با وجود مزايا و معايب هر دو روش گفته شده فرم ضعيف منطقه اي و فرم قوي بدون الم

مخصوص خود، بصورت گسترده مكمل يكديگر هستند، در نتيجه يك تلفيق صحيح دو روش 

  :مقايسه نزديك روش هاي فوق واقعيات زير را تاييد مي كند. ميتواند بسيار مفيد باشد

تمامي آنها بر اساس نقاط ميداني، معادلات . ساختار كلي اين دو روش شبيه به هم است .1

جزائي را يك به يك تشكيل مي دهند و معادله سيستم به صورت گره به گره تشكيل مي م

                                                 
1 MWS 


