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ارشد کارشناسی پایان�نامه از دفاع جلسه
ابرگراف�ها در تطابق زمینه در اردوش حدس

نصراصفهانی علی سخنران:

صبح ۹ ساعت ۹۲/ ۱۲/ ۲۴ شنبه زمان:
ریاضی علوم دانشکده خوارزمی سالن مکان:

داوران هیئت

امیدی غلامرضا دکتر −۱

رضاییان رضا دکتر −۲

عمومی بهناز دکتر −۳

عبودی محمدرضا دکتر −۴

چکیده
ابرگراف است V زیرمجموعه�های از مجموعه�ای E و متناهی مجموعه�ای V Hکه = (V,E) دوتایی به
H یال�های از مجموعه�ای به می�نامیم. H ابرگراف یال�های را E اعضای و رئوس را V اعضای می�گوییم.
ابرگراف یک که زد حدس اردوش ١٩۶۵ سال در گوییم. تطابق یک باشد تهی آن�ها دوبه�دوی اشتراک که
دو از یکی دارای است s برابر آن تطابق بزرگ�ترین اندازه و k برابر آن یال هر رئوس تعداد که H رأسی n

است زیر ساختار

تنها رئوس آن، دیگر رأس n− sk − k + ۱ و دارد رأس sk + k − ۱ روی کامل ابرگرافی زیر H •
می�باشند،

می�شود شامل را تایی�هایی k همه�ی آن یال�های که می�باشد ابرگراف�ها از خانواده�ای به متعلق H •
دارند. اشتراک s اندازه�ی از رئوس مشخص مجموعه�ی یک با که

برقرار بزرگ کافی اندازه�ی به n برای حدس این که داد نشان اردوش کلی، حالت در دلخواه s و k برای
است. برقرار حدس این n ≥ g(k)s برای که دارد وجود g(k) تابع یعنی است،

و سوداکو است. بوده کران این بهبود در سعی حدس، این اثبات برای گرفته صورت تلاش�های بیشتر
سال در نیز فرانکل است. برقرار n > ۳k۲s برای اردوش حدس دادند نشان ٢٠١٢ سال در همکارانش
در رسانید. اثبات به را حدس این ،k = ۳ خاص حالت در و داد بهبود n > ۲k۲s

log(k) به را کران این ٢٠١٢
می�پردازیم. همکارانش و سوداکو فرانکل، توسط آمده به�دست کران�های بررسی به پایان�نامه این

آن به نیز مختصری اشاره�ی که بیابد اردوش حدس برای بهتری کران شد موفق ٢٠١٣ سال در فرانکل
داشت. خواهیم
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اص��ف��ه��ان ص��ن��ع��ت��ی دان��ش��گ��اه
ری��اض��ی ع��ل��وم دان��ش��ک��ده

ن��ص��راص��ف��ه��ان��ی ع��ل��ی آق��ای ک��ارب��ردی ری��اض��ی ارش��د ک��ارش��ن��اس��ی ن��ام��ه پ��ای��ان
ع��ن��وان ت��ح��ت

اب��رگ��راف�ه��ا در ت��ط��اب��ق زم��ی��ن��ه در اردوش ح��دس

گ��رف��ت. ق��رار ن��ه��ای��ی ت��أی��ی��د و ب��ررس��ی م��ورد زی��ر ت��خ��ص��ص��ی ک��م��ی��ت��ه ت��وس��ط ۹۲/ ۱۲/ ۲۴ ت��اری��خ در

ام��ی��دی غ��لام��رض��ا دک��ت��ر راه��ن��م��ا اس��ت��اد −۱
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ب��ه��رام��ی ف��ری��د دک��ت��ر دان��ش��ک��ده ت��ک��م��ی��ل��ی ت��ح��ص��ی��لات س��رپ��رس��ت



ن��ک��ن��م. او خ��ل��ق ب��ه خ��دم��ت ج��ز ی��اب��م ت��وف��ی��ق آن��ک��ه ام��ی��د ب��ه اوس��ت. از دارم چ��ه ه��ر ک��ه را خ��دای س��پ��اس�

١٣٩٢ اس��ف��ن��د

چ��ه��ار
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چ��ک��ی��ده
�راف �رگ� اب� �ت اس� V �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی� از �ه�ای �وع� �م� �ج� م� E و �ی �اه� �ن� �ت� م� �ه�ای �وع� �م� �ج� م� V �ه ک� H = (V,E) �ی �ای� دوت� �ه ب�

�ه ک� H �ای �ال�ه� ی� از �ه�ای �وع� �م� �ج� م� �ه ب� �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� H �راف �رگ� اب� �ای �ال�ه� ی� را E �ای �ض� اع� و �وس رئ� را V �ای �ض� اع� �م. �ی� �وی� �ی�گ� م�

ک��ه H رأس��ی n اب��رگ��راف ی��ک ک��ه زد ح��دس اردوش ١٩۶۵ س��ال در گ��وی��ی��م. ت��ط��اب��ق ی��ک ب��اش��د ت��ه��ی آن�ه��ا دوب��ه�دوی اش��ت��راک

اس��ت زی��ر س��اخ��ت��ار دو از ی��ک��ی دارای اس��ت s ب��راب��ر آن ت��ط��اب��ق ب��زرگ�ت��ری��ن ان��دازه و k ب��راب��ر آن ی��ال ه��ر رئ��وس ت��ع��داد

م��ی�ب��اش��ن��د، ت��ن��ه��ا رئ��وس آن، دی��گ��ر رأس n− sk − k + ۱ و دارد رأس sk + k − ۱ روی ک��ام��ل اب��رگ��راف��ی زی��ر H •

ی��ک �ا ب� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ام��ل ش� را �ای��ی �ی�ه� �ای� ت� k �ه�ی �م� ه� آن �ای �ال�ه� ی� �ه ک� �د �اش� �ی�ب� م� �ا �راف�ه� �رگ� اب� از �واده�ای �ان� خ� �ه ب� �ق �ل� �ع� �ت� م� H •

دارن��د. اش��ت��راک s ان��دازه�ی از رئ��وس م��ش��خ��ص م��ج��م��وع��ه�ی

ی��ع��ن��ی اس��ت، ب��رق��رار ب��زرگ ک��اف��ی ان��دازه�ی ب��ه n ب��رای ح��دس ای��ن ک��ه داد ن��ش��ان اردوش ک��ل��ی، ح��ال��ت در دل��خ��واه s و k ب��رای

اس��ت. ب��رق��رار ح��دس ای��ن n ≥ g(k)s ب��رای ک��ه دارد وج��ود g(k) ت��اب��ع

ه��م��ک��اران��ش و ک��و س��ودا اس��ت. ب��وده ک��ران ای��ن ب��ه��ب��ود در س��ع��ی ح��دس، ای��ن اث��ب��ات ب��رای گ��رف��ت��ه ص��ورت ت��لاش�ه��ای ب��ی��ش��ت��ر

را �ران ک� �ن ای� ٢٠١٢ �ال س� در �ز �ی� ن� �ل �ک� �ران� ف� �ت. اس� �رار �رق� ب� n > ۳k۲s �رای ب� اردوش �دس ح� �د دادن� �ان �ش� ن� ٢٠١٢ �ال س� در

�ی �ررس� ب� �ه ب� �ه �ام� �ان�ن� �ای� پ� �ن ای� در �د. �ی� �ان� رس� �ات �ب� اث� �ه ب� را �دس ح� �ن ای� ،k = ۳ �اص خ� �ت �ال� ح� در و داد �ود �ب� �ه� ب� n > ۲k۲s
log(k) �ه ب�

م��ی�پ��ردازی��م. ه��م��ک��اران��ش و ک��و س��ودا ف��ران��ک��ل، ت��وس��ط آم��ده ب��ه�دس��ت ک��ران�ه��ای

�م �ی� �واه� خ� آن �ه ب� �ز �ی� ن� �ت��ص��ری �خ� م� �اره�ی اش� �ه ک� �د �اب� �ی� ب� اردوش ح��دس �رای ب� �ت��ری �ه� ب� �ران ک� �د ش� �وف��ق م� ٢٠١٣ س��ال در �ک��ل �ران� ف�

داش��ت.



١ ف��ص��ل

م��ق��دم��ه

�اه��ی �ن� �ت� م� �اء �ی� اش� از �ه �م��وع� م��ج� ی��ک �ه ک� م��ی�پ��ردازد م��وض��وع ای��ن �ه�ی �ع� �ال� م��ط� �ه ب� �ه ک� اس��ت �ی��ات �ب� �ی� �رک� ت� از �ه�ای �اخ� ش� ح��دی �ی��ات �ب� �ی� �رک� ت�

م��ی�ت��وان��د ان��دازه چ��ه ب��ه ی��ا ب��زرگ م��ق��دار چ��ه ش��ده ت��ع��ی��ی��ن پ��ی��ش از ش��رای��ط ت��ح��ت (... و م��ج��م��وع��ه�ه��ا ب��رداره��ا، گ��راف�ه��ا، (اع��داد،

در �ی��اء اش� ن��ظ��ری��ه ای��ن در م��ی�ده��د. ت��ش��ک��ی��ل ح��دی م��ج��م��وع��ه�ه��ای ن��ظ��ری��ه�ی را ح��دی �ی��ات �ب� �ی� ت��رک� از م��ه��م��ی ب��خ��ش ب��اش��د. ک��وچ��ک

اس��ت اش��ی��اء ای��ن از ت��ع��داد ک��م��ت��ری��ن ی��ا ب��ی��ش��ت��ری��ن ت��ع��ی��ی��ن ه��دف و ه��س��ت��ن��د ع��ض��وی n م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک از زی��رم��ج��م��وع��هه��ای��ی واق��ع

n �ه�ی �وع� �م� �ج� م� ی��ک از k−ع��ض��وی �ه�ه��ای �وع� �م� �ج� �رم� زی� �داد �ع� ت� �ال �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب� �د. ده� رخ �ا آن�ه� روی �اص��ی خ� �رای��ط ش� �ه ک� �ان��ی زم�

�ر زی� �داد �ع� ت� �ا ی� �د؟ �اش� ب� �زرگ ب� �د �وان� �ی�ت� م� �دازه ان� �ه چ� �ه ب� �د �ن� �ن� ک� �ع �ط� ق� را �ر �گ� �دی� �ک� ی� �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� دو �ر ه� �ه ک� �رط ش� �ن ای� �ح��ت ت� �وی �ض� ع�

ک��ث��ر ح��دا ن��ش��ود دی��گ��ری زی��رم��ج��م��وع��ه�ی ش��ام��ل زی��رم��ج��م��وع��ه�ای، ه��ی��چ ک��ه ش��رط ای��ن ب��ا ع��ض��وی n م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک م��ج��م��وع��ه�ه��ای

ب��اش��د؟ م��ی�ت��وان��د م��ق��دار چ��ه

�هی �ی� �ض� ق� �ه ب� �ی اول� �ه ک� �ت اس� �دی ح� �ات �ی� �ب� �ی� �رک� ت� در �ام �ن� ب� و �ور �ه� �ش� م� �ل �ائ� �س� م� �زء ج� �ده ش� �رح �ط� م� �ه�ی �ل� �ئ� �س� م� دو �ن ای�

اس��ت. م��ع��روف ٢ اس��پ��رن��ر ق��ض��ی��ه�ی ب��ه دی��گ��ری و ١ اردوش-ک��و-رادو

را ن��ظ��ری��ه ای��ن س��اده م��ث��ال ی��ک ب��ی��ان ب��ا ادام��ه در ک��ه م��ی�ب��اش��د ٣ رم��زی ن��ظ��ری��ه�ی ح��دی، ت��رک��ی��ب��ی��ات زم��ی��ن��ه�ه��ای از دی��گ��ر ی��ک��ی

م��ی�ک��ن��ی��م. م��ع��رف��ی

دو ک��رده�ان��د ش��رک��ت م��ه��م��ان��ی ای��ن در ک��ه ن��ف��ر س��ه ه��ر از ک��ه ط��وری ب��ه ک��رد دع��وت م��ی�ت��وان م��ه��م��ان��ی ی��ک در ن��ف��ر چ��ن��د ک��ث��ر ح��دا

�ت��ه ن��داش� وج��ود ن��ف��ری س��ه �ی��چ ه� دی��گ��ر �ب��ارت ع� ب��ه �ن��د؟ �ب��اش� ن� دوس��ت ه��م ب��ا �ا آن�ه� از ن��ف��ر دو و �ن��د ب��اش� دوس��ت ه��م ب��ا �ا آن�ه� از ن��ف��ر

ب��اش��ن��د؟ ن��داش��ت��ه رف��اق��ت��ی ه��م ب��ا س��ه ه��ر ی��ا ب��اش��ن��د دوس��ت ه��م ب��ا س��ه ه��ر ک��ه ب��اش��د

ن��ظ��ی��ر رأس ی��ک م��ه��م��ان��ی ای��ن در ش��رک��ت�ک��ن��ن��ده ه��ر ب��ه ک��اف��ی��س��ت ک��ن��ی��م، م��دل گ��راف ن��ظ��ری��ه زب��ان ب��ا را م��س��ئ��ل��ه ب��خ��واه��ی��م گ��ر ا

در �ن��د. ب��اش� �ت��ه داش� دوس��ت��ی راب��ط��ه ی��ک��دی��گ��ر ب��ا �ی��ر ن��ظ� ش��خ��ص دو گ��ر ا �ن��ه��ا ت� و گ��ر ا �ی��م �ن� م��ی�ک� وص��ل ی��ک��دی��گ��ر ب��ه را رأس دو و �ن��ی��م ک�

�ه س� �ا ت� �د �اش� ب� �د �وان� �ی�ت� م� �در �ق� چ� رئ��وس �داد �ع� ت� �ر �ث� ک� �دا ح� �راف گ� �ن ای� در �ه ک� �ن ای� �ا ب� اس��ت �ادل �ع� م� �ده ش� �رح �ط� م� �ه �ل� �ئ� �س� م� �ورت ص� ای��ن

Erdös-Ko-Rado١

Sperner٢

Ramsey٣

١



م��ق��دم��ه .١ ٢ف��ص��ل

ب��اش��د. ن��داش��ت��ه وج��ود ن��ام��ج��اور دوب��ه�دو رأس س��ه ی��ا م��ج��اور دوب��ه�دو رأس

م��س��ائ��ل س��اده ظ��اه��ر ع��ل��ی��رغ��م ده��د. پ��اس��خ آن� ب��ه م��ی�ک��ن��د ت��لاش رم��زی ن��ظ��ری��ه ک��ه اس��ت م��س��ائ��ل��ی س��اده�ت��ری��ن ج��زء م��س��ئ��ل��ه ای��ن

ب��ردت��ری��ن پ��رک��ار و م��ه��م�ت��ری��ن ح��ال ع��ی��ن در و دش��وارت��ری��ن ج��زء س��ؤالات ای��ن از ب��رخ��ی ب��ه پ��اس��خ��گ��وی��ی ح��وزه، ای��ن در ش��ده م��ط��رح

اس��ت. ی��اض��ی��ات ر م��س��ائ��ل

ب��رای آن�ه��ا دان��س��ت��ن ن��وش��ت��ار ای��ن در ک��ه گ��راف ن��ظ��ری��ه م��ق��دم��ات��ی ت��ع��اری��ف ب��ی��ان ب��ه پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن م��وض��وع م��ع��رف��ی از ق��ب��ل

م��ی�پ��ردازی��م. اس��ت لازم خ��وان��ن��ده

ت��ع��اری��ف ١.١

V �ی �ای� دوت� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی� از �ه�ای �وع� �م� �ج� م� E و �ی �اه� �ن� �ت� م� �ه�ای �وع� �م� �ج� م� V �ه ک� G = (V,E) �ی �ای� دوت� �ه ب� ١.١.١ ت��ع��ری��ف

م��ی�گ��وی��ی��م. گ��راف اس��ت

▲ � م��ی�ن��ام��ی��م. G گ��راف ی��ال�ه��ای م��ج��م��وع��ه�ی را E و رئ��وس م��ج��م��وع��ه�ی را V

�ت اس� V �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی� از �ه�ای �وع� �م� �ج� م� E و �ی �اه� �ن� �ت� م� �ه�ای �وع� �م� �ج� م� V �ه ک� H = (V,E) �ی �ای� دوت� �ه ب� ٢.١.١ ت��ع��ری��ف

م��ی�گ��وی��ی��م. اب��رگ��راف

�ون چ� �ل �م� ع� در �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� H �راف �رگ� اب� �ای �ال�ه� ی� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� را E و رئ��وس �ه�ی �وع� �م� �ج� م� را V �راف، گ� �ری��ف �ع� ت� �د �ن� �ان� �م� ه�

م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای از م��ج��م��وع��ه�ای ص��ورت ب��ه را آن�ه��ا ن��ی��س��ت، گ��راف�ه��ا ن��م��ای��ش س��ه��ول��ت ب��ه اب��رگ��راف�ه��ا ن��م��ای��ش

م��ی�ده��ن��د. ن��ش��ان م��رج��ع

▲ � ن��ی��س��ت��ن��د. ی��ک��س��ان ان��دازه�ی از ل��زوم��اً E اع��ض��ای ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه ف��وق ت��ع��ری��ف در

ی��ک را H �اه آن�گ� �د، �ن� �اش� ب� k �دازه�ی ان� از و �دازه �م�ان� ه� �ی �گ� �م� ه� E �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ای �ض� اع� �ر گ� ا ،H �راف �رگ� اب� در ٣.١.١ ت��ع��ری��ف

گ��وی��ی��م. k−ی��ک��ن��واخ��ت اب��رگ��راف

درج��ه�ی م��ی�ش��ون��د، v ش��ام��ل ک��ه G گ��راف ی��ال�ه��ای ت��ع��داد ب��ه آن�گ��اه ب��اش��د، G گ��راف از رأس��ی v ک��ن��ی��د ف��رض ۴.١.١ ت��ع��ری��ف

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش d(v) ن��م��اد ب��ا را آن و گ��وی��ی��م v رأس

▲ � م��ی�ن��ام��ی��م. ت��ن��ه��ا رأس را آن ب��اش��د، ص��ف��ر ب��راب��ر رأس��ی درج��ه�ی گ��ر ا

رئ��وس م��ج��م��وع��ه� ه��م��ان رئ��وس��ش م��ج��م��وع��ه�ی ک��ه H گ��راف ب��ه ب��اش��د. گ��راف ی��ک G = (V,E) ک��ن��ی��د ف��رض ۵.١.١ ت��ع��ری��ف

▲ � م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش H ⊆ G ب��ا را آن و گ��وی��ی��م G زی��رگ��راف ی��ک ب��اش��د، E ی��ال�ه��ای از زی��رم��ج��م��وع��ه�ای ی��ال�ه��ای��ش و V

م��ج��م��وع��ه�ی آن در ک��ه اس��ت {۱, ۲,۳, ...,۷} ن��ق��اط م��ج��م��وع��ه�ی روی ۳−ی��ک��ن��واخ��ت اب��رگ��راف ی��ک زی��ر ش��ک��ل ۶.١.١ م��ث��ال

.E = {۱۵۳, ۱۷۴, ۱۶۲, ۲۴۳, ۲۷۵,۳۷۶,۴۵۶} از اس��ت ع��ب��ارت ی��ال�ه��ا

▲ � اس��ت. ۴ م��ع��روف ف��ان��و ط��رح ب��ه اب��رگ��راف، ای��ن

Fano۴
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ف��ان��و اب��رگ��راف :١.١ ش��ک��ل

▲ � م��ی�ن��ام��ی��م. خ��وش��ه ی��ک را ب��اش��ن��د م��ت��ص��ل ه��م ب��ه دو�ب��ه�دو ک��ه گ��راف ی��ک رئ��وس از زی��رم��ج��م��وع��ه�ای ٧.١.١ ت��ع��ری��ف

آن ان��ت��ه��ای دو ک��ه G گ��راف از ی��ال��ی ه��ر و V (H) ⊆ V (G) ه��رگ��اه گ��وی��ی��م G ال��ق��ای��ی زی��رگ��راف را H گ��راف ٨.١.١ ت��ع��ری��ف

▲ � ب��اش��د. H از ی��ال��ی اس��ت V (H) در

M از ی��ال��ی دو ه��ی��چ گ��ر ا ب��اش��د، M ⊆ E(G) و E(G) ی��ال�ه��ای م��ج��م��وع��ه ب��ا گ��راف ی��ک G ک��ن��ی��د ف��رض ٩.١.١ ت��ع��ری��ف

م��ی�گ��وی��ی��م. ت��ط��اب��ق ی��ک M م��ج��م��وع��ه�ی ب��ه آن�گ��اه ب��اش��ن��د، ن��داش��ت��ه م��ش��ت��رک��ی ان��ت��ه��ای

گ��وی��ی��م. ک��ام��ل ت��ط��اب��ق ی��ک آن ب��ه ش��ود ش��ام��ل را G گ��راف رأس�ه��ای ه��م��ه�ی M ت��ط��اب��ق گ��ر ا

▲ � م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف م��ش��اب��ه ص��ورت ب��ه ن��ی��ز اب��رگ��راف در ت��ط��اب��ق

�ل �ی� �ک� �ش� ت� �ر زی� �راف گ� �رای ب� �ق �اب� �ط� ت� �ک ی� �د، �ده�ان� ش� �ص �خ� �ش� م� �گ �ررن� پ� �ورت ص� �ه ب� �ر زی� �راف گ� در �ه ک� �ی �ای� �ال�ه� ی� ١٠.١.١ م��ث��ال

م��ی�ده��ن��د.

1 2

3

45

6

گ��راف در ت��ط��اب��ق ی��ک :٢.١ ش��ک��ل

▲ �

�ر گ� ا �د، �ن� �اش� ب� {۱, ۲, ..., n} �اط �ق� ن� �ه �وع� �م� �ج� م� روی �ی �ای� �راف�ه� �رگ� اب� F۱,F۲, ...,Ft �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ١١.١.١ ت��ع��ری��ف

�ای �ال�ه� ی� �ه �وع� �م� �ج� م� �ه ب� �اه گ� آن �د، �ن� �اش� ب� �زا �ج� م� دو �ه ب� دو F۱ ∈ F۱, F۲ ∈ F۲, ..., Ft ∈ Ft �ه ک� F۱, F۲, . . . , Ft �ای �ال�ه� ی�
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▲ � م��ی�گ��وی��ی��م. ک��م��ان رن��گ��ی��ن ت��ط��اب��ق ی��ک {F۱, F۲, ..., Ft}

C۱ و B۱ ،A۳ �ای �ال�ه� ی� �ورت ص� �ن ای� در �د، �ن� �اش� ب� رأس ٧ روی �راف �رگ� اب� �ه س� F۳ و F۲ ،F۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ١٢.١.١ م��ث��ال

م��ی�ده��ن��د. را اب��رگ��راف�ه��ا ای��ن ب��رای ک��م��ان رن��گ��ی��ن ت��ط��اب��ق ی��ک ت��ش��ک��ی��ل

F۱ = {{۱, ۲,۳}︸ ︷︷ ︸
A۱

, {۱,۴, ۶,۷}︸ ︷︷ ︸
A۲

, {۵,۷}︸ ︷︷ ︸
A۳

}

F۲ = {{۲,۳, ۶}︸ ︷︷ ︸
B۱

, {۳,۴, ۵}︸ ︷︷ ︸
B۲

, {۱, ۲,۳,۴, ۵}︸ ︷︷ ︸
B۳

}

F۳ = {{۱,۴}︸ ︷︷ ︸
C۱

, {۱}︸︷︷︸
C۲

, {۶,۷}︸ ︷︷ ︸
C۳

}

▲ �

.
(
n
k

)
=

(
n−۱
k−۱

)
+

(
n−۱
k

)
داری��م ط��ب��ی��ع��ی اع��داد م��ج��م��وع��ه�ی ب��ه م��ت��ع��ل��ق k و n ه��ر ب��رای ١٣.١.١ ق��ض��ی��ه

ب��ود. خ��واه��د واض��ح ان��ت��خ��اب، ت��ع��ری��ف از اس��ت��ف��اده ب��ا ق��ض��ی��ه ای��ن اث��ب��ات

و اس��ت s �دازه�ی ان� از �ا آن�ه� �اب��ق �ط� ت� �ن �ری� �زرگ�ت� ب� �ه ک� �واخ��ت �ن� �ک� k-ی� رأس��ی n �راف�ه��ای �رگ� اب� از �ه�ای �وع� �م� �ج� م� ١۴.١.١ ت��ع��ری��ف

▲ � م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان Mk(n, s) ب��ا دارن��د را م��م��ک��ن ی��ال ت��ع��داد ب��ی��ش��ت��ری��ن

ان��دازه از رئ��وس م��ج��م��وع��ه ی��ک ب��ا آن��ه��ا از ی��ال ه��ر ک��ه k-ی��ک��ن��واخ��ت رأس��ی n اب��رگ��راف�ه��ای از م��ج��م��وع��ه�ای ١۵.١.١ ت��ع��ری��ف

▲ � م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش Covk(n, s) ن��م��اد ب��ا را دارد ن��ات��ه��ی اش��ت��راک s

�ه �ت� داش� x, y ∈ (a, b) �ر ه� و ۰ ≤ t ≤ ۱ �ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �م، �ی� �وی� گ� �دب �ح� م� را f : (a, b) −→ R �ع �اب� ت� ١۶.١.١ ت��ع��ری��ف

ب��اش��ی��م

f(tx+ (۱− t)y) ≤ tf(x) + (۱− t)f(y)

▲ � .

و x۱, . . . , xn ∈ I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �د. �اش� ب� �دب �ح� م� �ع �اب� ت� �ک ی� f : I −→ R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ١٧.١.١ ق��ض��ی��ه

آن�گ��اه ،
∑n

i=۱ λi = ۱ ک��ه ط��وری ,λ۱ب��ه . . . , λn ≥ ۰

f(

n∑
i=۱

λixi) ≤
n∑
i=۱

λif(xi).
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اس��ت. م��ع��روف ۵ ی��ن��س��ن ن��ام��س��اوی ب��ه ن��ام��س��اوی ای��ن

■ م��ی�آی��د. ب��ه�دس��ت ب��ودن، م��ح��دب ت��ع��ری��ف از اس��ت��ف��اده ب��ا و n روی اس��ت��ق��را ب��ا ب��ره��ان.

�ای �ت�ه� �ی� �اص� خ� دارای �ر گ� ا �ت اس� P �ه�ی �وع� �م� �ج� م� روی ≪ �ی �ای� دوت� �ه�ی �ط� راب� �ک ی� �ی، �زی� ج� �ب �ی� �رت� ت� �ه�ی �ط� راب� ١٨.١.١ ت��ع��ری��ف

P در c و b ،a ه��ر ب��رای ی��ع��ن��ی ب��اش��د گ��ذری ت��را و ت��ق��ارن��ی پ��اد ب��ازت��اب��ی،

a؛ ≪ a •

a؛ = b آن�گ��اه b ≪ a و a ≪ b گ��ر ا •

.a ≪ c آن�گ��اه b ≪ c و a ≪ b گ��ر ا •

▲ �

م��وض��وع م��ع��رف��ی ٢.١

س��ال در اردوش ت��وس��ط ک��ه اس��ت ح��دی ت��رک��ی��ب��ی��ات زم��ی��ن��ه در ح��دس ی��ک اس��ت ش��ده پ��رداخ��ت��ه آن ب��ه پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن در چ��ه آن

در �ت��ه �ب� ال� اس��ت، �ان��ده م� �از ب� �وز �ن� ه� �ه �ت� �رف� گ� ص��ورت آن رد �ا ی� �ب��ات اث� ب��رای �ه ک� �ای��ی ت��لاش�ه� �ام �م� ت� �ود وج� �ا ب� و �ردی��د گ� م��ط��رح ١٩۶۵

آن �ات �ب� اث� �ت �ه� ج� در �ه ک� �ی �ای� �ش�ه� �وش� ک� �ه ب� �دس ح� �ان �ی� ب� �ن �م� ض� �ه ادام� در �ه ک� �ده ش� �ات �ب� اث� �دس ح� �ن ای� �اص خ� �الات ح� �ی �ض� �ع� ب�

م��ی�پ��ردازی��م. گ��رف��ت��ه ص��ورت

s آن �ق �اب� �ط� ت� �ن �ری� �ت� �ش� �ی� ب� �دازه ان� �ه ک� �د �اش� ب� رأس n روی �ت �واخ� �ن� �ک� k-ی� �راف �رگ� اب� �ک ی� H �د �ی� �ن� ک� �رض ف� [۴] ١.٢.١ ح��دس

آن�گ��اه ب��اش��د، م��م��ک��ن ی��ال ت��ع��داد ب��ی��ش��ت��ری��ن دارای H گ��ر ا اس��ت.

ی��ا م��ی�ب��اش��ن��د ت��ن��ه��ا رئ��وس آن، دی��گ��ر رأس n− sk− k+ ۱ ک��ه اس��ت رأس sk+ k− ۱ روی ک��ام��ل اب��رگ��راف��ی زی��ر H •

�ک ی� �ا ب� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ل �ام� ش� را �ی �ای� �ی�ه� �ای� ت� k �ه�ی �م� ه� آن �ای �ال�ه� ی� �ه ک� �ت اس� �ا �راف�ه� �رگ� اب� از �واده�ای �ان� خ� �ه ب� �ق �ل� �ع� �ت� م� •

دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ی��ا دارن��د اش��ت��راک s ان��دازه�ی از رئ��وس م��ش��خ��ص م��ج��م��وع��ه�ی

e(H) ≤ max

{(
sk + k − ۱

k

)
,

(
n

k

)
−
(
n− s

k

)}

واق��ع در .[۵] رس��ی��د اث��ب��ات ب��ه گ��الای و اردوش ت��وس��ط ١٩۵٩ س��ال در آن از خ��اص��ی ح��ال��ت ح��دس، ای��ن ب��ی��ان از ق��ب��ل

دادن��د. ن��ش��ان گ��راف�ه��ا ب��رای ی��ع��ن��ی k = ۲ ح��ال��ت ب��رای را ح��دس درس��ت��ی آن�ه��ا

.[١٠] رس��ان��ی��د اث��ب��ات ب��ه را ح��دس ای��ن k = ۳ ح��ال��ت ن��ی��ز ۶ ف��ران��ک��ل ،٢٠١٢ س��ال در

Jensen۵

Frankl۶
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ت��اب��ع ی��ع��ن��ی اس��ت، ب��رق��رار ب��زرگ ک��اف��ی ان��دازه�ی ب��ه n ب��رای ح��دس ای��ن ک��ه داد ن��ش��ان اردوش ک��ل��ی، ح��ال��ت در s و k ب��رای

.[۴] اس��ت پ��ای��دار ح��دس ای��ن n ≥ g(k)s ب��رای ک��ه دارد وج��ود g(k)

.Mk(n, s) = Covk(n, s) اس��ت، k ب��رح��س��ب ث��اب��ت��ی g(k) ک��ه n > g(k)s ب��رای [۴] ٢.٢.١ ق��ض��ی��ه

، ٧ �الاب��اش ب� �ا �ت� راس� �ن �ی� �م� ه� در �د. �ه�ان� �ت� داش� �ران ک� �ن ای� �ود �ب� �ه� ب� در �ی �ع� س� �ه �ن� �ی� زم� �ن ای� در �ه �ت� �رف� گ� �ورت ص� �ای �ی��ت�ه� �ال� �ع� ف� �ر �ت� �ش� �ی� ب�

ک��ردن��د. ث��اب��ت را زی��ر ق��ض��ی��ه آن��ه��ا واق��ع در .[٣] اس��ت ب��رق��رار ح��دس ،g(k) ≥ ۲k۳ ب��رای ک��ه دادن��د ن��ش��ان اردوش و ٨ دی��ک��ی��ن

�اب��ق �ط� ت� �ن �ری� �ت� �ش� �ی� ب� �دازه�ی ان� دارای رأس، n روی �واخ��ت �ن� �ک� k-ی� �راف��ی �رگ� اب� H = (V,E) �د �ی� �ن� ک� ف��رض [٣] ٣.٢.١ ق��ض��ی��ه

.Mk(n, s) = Covk(n, s) آن�گ��اه ،n > ۲k۳s ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د s

.[١١] ب��خ��ش��ی��دن��د ب��ه��ب��ود g(k) ≥ ۱۰۰k۲ ب��ه را ک��ران ای��ن ٩ ف��وردی و ف��ران��ک��ل س��پ��س

م��ن��ظ��ور ب��دی��ن پ��اب��رج��اس��ت. g(k) ≥ ۳k۲ ب��رای اردوش ح��دس ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان دوم ف��ص��ل در اب��ت��دا ن��ام��ه پ��ای��ان ای��ن در

�رای ب� را ١.٢.١ �دس ح� �ز �ی� ن� �ه ادام� در و �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ان �ی� ب� آن �ه ب� �ع راج� �ه �ی� �ض� ق� و �م ل� �د �ن� چ� �رده، ک� �ف �ری� �ع� ت� را �ال �ق� �ت� ان� �زار اب� �دا �ت� اب�

م��ی�رس��ان��ی��م. اث��ب��ات ب��ه اس��ت ب��ی��ش��ت��ر ۳k۲s از آن�ه��ا رئ��وس ت��ع��داد ک��ه ش��ده�ای داده ان��ت��ق��ال اب��رگ��راف�ه��ای

�ای �رگ��راف�ه� اب� �ن��دی �م�ب� �ی� �س� �ق� ت� و �از �ی� ن� �ورد م� �دم��ات �ق� م� �ان �ی� ب� �ا ب� �ه، �ت� �رف� گ� �ر �ظ� ن� در را k = ۳ خ��اص �ال��ت ح� �ز �ی� ن� �وم س� ف��ص��ل در

اث��ب��ات و داده ق��رار ب��ررس��ی م��ورد گ��ان��ه ج��دا ط��ور ب��ه را م��ورد س��ه ه��ر ،s ≥ ۴ و s = ۳ ،s = ۲ دس��ت��ه�ی س��ه ب��ه ٣-ی��ک��ن��واخ��ت

م��ی�ک��ن��ی��م.

ک��ران ب��ه��ت��ری��ن و م��ی�ک��ن��ی��م م��ع��ط��وف ش��ده داده ان��ت��ق��ال اب��رگ��راف�ه��ای روی ب��ر را خ��ود ت��م��رک��ز دوم ف��ص��ل ه��م��ان��ن��د چ��ه��ارم ف��ص��ل

ی��م. م��ی�آور دس��ت ب��ه را ١.٢.١ ح��دس رئ��وس ت��ع��داد ب��رای م��وج��ود

Bollobös٧

Daykin٨

Füredi٩



٢ ف��ص��ل

ک��ل��ی ح��ال��ت در اردوش ح��دس ب��ررس��ی

�ه ب� �ار ک� �ن ای� �رای ب� �د. �ن� �ی�ک� م� �دق ص� ١.٢.١ ح��دس در �ه ک� �م �ی� �اب� �ی�ی� م� �ی �راف� �رگ� اب� �وس رئ� �داد �ع� ت� �ن �ری� �ت� �م� ک� �رای ب� ی��ک �ل �ص� ف� �ن ای� در

در و داده ان��ت��ق��ال را م��ی�ک��ن��ن��د ص��دق ١.٢.١ ح��دس در ک��ه اب��رگ��راف�ه��ای��ی ک��رده، ت��ع��ری��ف را آن ی��م، دار ن��ی��از ان��ت��ق��ال اب��زار م��ع��رف��ی

ک��رد. خ��واه��ی��م اث��ب��ات و ب��ی��ان را ١.٢.١ ح��دس زی��ر ق��ض��ی��ه�ی ق��ال��ب

رأس n روی k-ی��ک��ن��واخ��ت اب��رگ��راف ه��ر ک��ن��د، ص��دق s < n
۳k۲ راب��ط��ه�ی در ک��ه ،s و k ،n ه��ر ب��رای [١٢] ۴.٠.٢ ق��ض��ی��ه

اس��ت. ی��ال
(
n
k

)
−

(
n−s+۱

k

)
ش��ام��ل ک��ث��ر ح��دا م��ج��زا، ی��ال s ب��دون

�ی��ان ب� �ه ب� �ر �ن��ج� م� �ی��ه، ق��ض� ای��ن �ب��ات اث� در �ل��ی اص� گ��ام ک��رد. �ی��م خ��واه� �ف��اده �ت� اس� s و n روی �ق��را �ت� اس� از �ی��ه ق��ض� ای��ن �ب��ات اث� ب��رای

ب��ه ٢ ه��وارد و ١ اه��ارون��ی ت��وس��ط ک��ه گ��ردی��د اردوش ح��دس چ��ن��درن��گ��ی ن��س��خ��ه�ی ب��ه م��وس��وم ،١.٢.١ ح��دس از دی��گ��ری ص��ورت

.[١] ش��د ب��ی��ان م��س��ت��ق��ل ط��ور

ب��اش��ن��د، ع��ض��وی n م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک ت��ای��ی k م��ج��م��وع��ه�ه��ای زی��ر از خ��ان��واده�ه��ای��ی F۱,F۲, ...,Fs ک��ن��ی��د ف��رض ۵.٠.٢ ح��دس

s �دازه�ی ان� از �ان �م� ک� �ن �ی� �گ� رن� �ق �اب� �ط� ت� �ک ی� �اه گ� آن ،|Fi| > max{
(
n
k

)
−

(
n−s+۱

k

)
,
(
ks−۱
k

)
} ۱ ≤ i ≤ s �ر ه� �رای ب� �ر گ� ا

دارد. وج��ود

اس��ت. [١٢] م��ن��ب��ع از ب��رگ��رف��ت��ه ع��م��دت��اً ف��ص��ل ای��ن م��ط��ال��ب

ان��ت��ق��ال اب��زار م��ع��رف��ی ١.٢

دق��ت و ت��وج��ه آن، ک��ارگ��ی��ری ب��ه ب��ا ک��ه ب��اش��د م��ی ان��ت��ق��ال اب��زار م��ج��م��وع��ه�ه��ا، ح��دی ن��ظ��ری��ه در پ��رک��ارب��رد و م��ه��م اب��زاره��ای از ی��ک��ی

را �ن��ی��ک ت��ک� ای��ن ،۴.٠.٢ �ی��ه�ی ق��ض� �ب��ات اث� ب��رای ادام��ه در �ی��م. �ن� م��ی�ک� م��ح��دود م��ط��م��ئ��ن �ت��ار س��اخ� ب��ا م��ج��م��وع��ه�ه��ای��ی ب��ه �ن��ه��ا ت� را خ��ود

ک��رد. خ��واه��ی��م ارائ��ه را ۴.٠.٢ ق��ض��ی��ه�ی اث��ب��ات آن، از اس��ت��ف��اده ب��ا و ک��رده ب��ی��ان ب��اره ای��ن در چ��ن��دل��م ن��م��وده، م��ع��رف��ی

Aharoni١

Howard٢

٧
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ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٨] م��رج��ع ب��ه م��ی�ت��وان��ی��د ت��ک��ن��ی��ک ای��ن م��ورد در م��ن��اس��ب پ��ی��ش�زم��ی��ن��ه�ای داش��ت��ن و ب��ی��ش��ت��ر م��ط��ال��ع��ه�ی ب��رای

�ه ک� i, j �رای ب� �ورت �ن�ص� درای� �د، �ن� �اش� ب� [n] �دازه ان� �م ه� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ر زی� از �واده�ای �ان� خ� F �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ١.١.٢ ت��ع��ری��ف

: ک��ن��ی��م م��ی ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه را Sij(F ) ،F ∈ F ه��ر ب��رای و ۱ ≤ i < j ≤ n

Sij(F ) =

 F \ {j} ∪ {i} j ∈ F, i /∈ F, F \ {j} ∪ {i} /∈ F

F ص��ورت ای��ن درغ��ی��ر

▲ � م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ع��ری��ف Sij(F) = {Sij(F ) : F ∈ F} ص��ورت ب��ه ن��ی��ز را Sij(F) خ��ان��واده�ی

�ن ای� در �م، �ی� �اش� ب� داده �ام �ج� ان� F �واده�ی �ان� خ� روی را �ال �ق� �ت� ان� �ل �م� ع� ، ۱ ≤ i < j ≤ n �ه ک� j و i �ر ه� �رای ب� �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

ک��ه ط��وری ب��ه ی��اف��ت i < j ش��رط ب��ا j و i ن��م��ی�ت��وان واق��ع در م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان Sh(F) ن��م��اد ب��ا را ح��اص��ل خ��ان��واده�ی ص��ورت

.Sh(F) ̸= F

م��ی�ک��ن��د: ص��دق زی��ر گ��زاره�ه��ای در Sij(F) [١٢] ٢.١.٢ ل��م

|Sij(F)| = |F| •

اس��ت. k−ی��ک��ن��واخ��ت ن��ی��ز Sij(F) آن�گ��اه ب��اش��د، k−ی��ک��ن��واخ��ت ،F گ��ر ا •

زی��رم��ج��م��وع��ه�ی ه��ی��چ ک��ه ب��اش��ن��د خ��اص��ی��ت ای��ن دارای F۱,F۲, ...,Fs خ��ان��واده�ه��ای گ��ر ا •

Sij(F۱), Sij(F۲), ..., Sij(Fs) خ��ان��واده�ه��ای آن�گ��اه ن��ب��اش��ن��د، م��ج��زا دو ب��ه دو F۱ ∈ F۱, F۲ ∈ F۲, ..., Fs ∈ Fs

ه��س��ت��ن��د. خ��اص��ی��ت ه��م��ی��ن دارای ن��ی��ز

ت��ع��داد و ان��دازه ع��م��ل ای��ن زی��را ه��س��ت��ن��د، م��ش��اه��ده ق��اب��ل س��ادگ��ی ب��ه دوم و اول گ��زی��ن��ه�ه��ای ان��ت��ق��ال، ت��ع��ری��ف ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ره��ان.

ن��م��ی�ده��د. ت��غ��ی��ی��ر را م��ج��م��وع��ه�ه��ا

ک��ه ط��وری ب��ه �ن��د �اش� ب� م��وج��ود F۱, F۲, ..., Fs �ی��م �ن� ک� ف��رض �ی��م. �ن� م��ی�ک� �اده �ف� �ت� اس� �ل��ف خ� ب��ره��ان از س��وم �م��ت ق��س� �ب��ات اث� ب��رای

دو �ه ب� دو F۱, F۲, ..., Fs �م �ی� �ی�دان� م� �رض ف� �ق �ب� ط� �ه ک� �ی �ورت� ص� در �د �ن� �اش� ب� �زا �ج� م� دو �ه ب� دو Sij(F۱), Sij(F۲), ..., Sij(Fs)

Fk = Sij(Fk) ،k ه��ر ب��رای گ��ر ا .F۱ ∩ F۲ ̸= ∅ ک��ه ک��ن��ی��م ف��رض م��ی�ت��وان��ی��م م��ط��ل��ب ک��ل��ی��ت از ک��اس��ت��ن ب��دون ن��ی��س��ت��ن��د. م��ج��زا

.Sij(Fk) ̸= Fk �ه ک� �ت اس� �ود �وج� م� �ان �ن� چ� k پ��س �م. �ی� �ی�رس� م� �اق��ض �ن� ت� �ه ب� �د �ن� �ت� �س� �ی� ن� �زا �ج� م� دو �ه ب� دو �ا Fkه� �ه �ن�ک� ای� �رض ف� �ا ب�

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی Fk م��ورد در را زی��ر ح��ال��ت س��ه ک��ن��ون ا

.j ش��ام��ل ن��ه و اس��ت i ش��ام��ل ن��ه Fk (١

.Fk = Sij(Fk) ک��ه اس��ت واض��ح ت��ع��ری��ف ط��ب��ق Fk روی Sij اع��م��ال ب��ا م��ورد ای��ن در
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ن��ب��اش��د. خ��واه ب��اش��د آن در j خ��واه ب��اش��د، i دارای Fk (٢

.Fk = Sij(Fk) اول م��ورد ط��ب��ق ه��م ب��از

ن��ده��د. ج��ای خ��ود در را i ام��ا ب��اش��د j دارای Fk (٣

.Fk ̸= Sij(Fk) ک��ه اس��ت ح��ال��ت ای��ن در ت��ن��ه��ا

و j ∈ Fk ک��ه اس��ت ای��ن ده��د رخ ات��ف��اق ای��ن اس��ت م��م��ک��ن ک��ه ح��ال��ت��ی ت��ن��ه��ا ک��رده�ای��م ت��ع��ری��ف j و i ب��رای را ان��ت��ق��ال ع��م��ل چ��ون

j از �ر �ی� غ� �وی �ض� ع� در �راک �ت� اش� �ن ای� �ر گ� ا �د، دارن� �راک �ت� اش� F۲ و F۱ �ه ک� �م �رده�ای� ک� �رض ف� �ون چ� .i ∈ Sij(Fk) �ورت �ن�ص� ای� در

ط��ب��ق ه��ا Sij(Fk) ب��ودن م��ج��زا خ��لاف ای��ن ک��ه ب��اش��ی��م ن��ی��ز x ش��اه��د ب��ای��د Sij(F۲) و Sij(F۱) در آن�گ��اه ب��ی��ف��ت��د ات��ف��اق x م��ان��ن��د

اس��ت. ف��رض

و Sij(F۱) = F۱ \ {j} ∪ {i} �ه ک� �ت اس� �ن ای� �د �ن� �اش� ب� �زا �ج� م� �ه�دو دوب� �ا ه� Sij(Fk) �ه ک� �ن �ک� �م� م� �ت �ال� ح� �ا �ه� �ن� ت� �ن �رای� �اب� �ن� ب�

.k ≥ ۲ ب��رای Sij(Fk) = Fk

پ��س .Fk = Sij(Fk) ،k ≥ ۲ ب��رای و دارن��د اش��ت��راک j ع��ض��و در ف��ق��ط و ف��ق��ط F۲ و F۱ ک��ه گ��رف��ت��ه�ای��م ن��ت��ی��ج��ه ای��ن�ج��ا ت��ا

ن��وش��ت. زی��ر ص��ورت ب��ه را F۲ و F۱ م��ی�ت��وان

ج��ای��گ��زی��ن را i ب��ای��د ،F۲ روی Sij اع��م��ال ب��ا ه��س��ت��ن��د. م��ج��زا ک��ام��لا A۲ و A۱ ک��ه F۲ = A۲ ∪ {j} و F۱ = A۱ ∪ {j}

در F ′
۲ = (A۲ ∪ {j}) \ {j} ∪ {i} ک��ه اس��ت ای��ن م��م��ک��ن ح��ال��ت �ن��ه��ا ت� پ��س .F۲ ̸= Sij(F۲) ص��ورت ای��ن در ک��ه �ی��م �ن� ک� j

ای��ن ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م پ��ی��دا دس��ت F۱, F
′
۲, . . . , Fs م��ج��زای م��ج��م��وع��ه�ه��ای ب��ه F۲ ج��ای ب��ه F ′

۲ ج��ای��گ��زی��ن��ی ب��ا ک��ن��ون ا ش��ود. واق��ع F۲

■ اس��ت. ل��م ص��ورت در ش��ده م��ط��رح ف��رض ب��رخ��لاف

�چ �ی� ه� آن، از �س پ� �ه ک� �وری ط� �ه ب� داده �ام �ج� ان� را {Sin}۱≤i≤n−۱ �ی �اپ� �ی� پ� �ای �ال�ه� �ق� �ت� ان� �دا �ت� اب� �دی �ع� ب� �م ل� �ان �ی� ب� از �ل �ب� ق�

Fi ه��ر از و م��ی�ک��ن��ی��م ن��ام��گ��ذاری F۱,F۲, . . . ,Fs ه��م��ان را آم��ده دس��ت ب��ه خ��ان��واده�ه��ای ن��ب��اش��د. اج��را ق��اب��ل {Sin}۱≤i≤n−۱

ی��م. م��ی�آور ب��ه�دس��ت را زی��ر خ��ان��واده�ی زی��ر دو

Fi(n) ={F \ {n} : F ∈ Fi, n ∈ F}

Fi(n) ={F : F ∈ Fi, n /∈ F}

�ی �ال� �ث� م� �ه�ی ارائ� �ه ب� ،Fi �ر ه� از �ده ش� �ای �واده�ه� �ان� �رخ� زی� آوردن �ت �ه�دس� ب� �وه�ی �ح� ن� و �ال �ق� �ت� ان� �ل �م� ع� �ر �ت� �ه� ب� �ه چ� �ر ه� درک �رای ب�

م��ی�پ��ردازی��م. م��ط��ل��ب ای��ن از م��ف��ی��د و ک��وچ��ک

ب��اش��د. زی��ر ص��ورت ب��ه F ک��ه ک��ن��ی��د ف��رض ٣.١.٢ م��ث��ال

F =
{
{۱, ۲,۳}, {۱, ۵, ۶}, {۱,۴,۷}, {۲,۴, ۶}, {۲,۳,۴}, {۲,۴, ۵},

{۲, ۵,۷}, {۱, ۲,۷}, {۱,۳,۷}, {۱, ۶,۷}, {۱, ۵,۷}
}
.
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داری��م Sin(F) م��ت��وال��ی ان��ت��ق��ال�ه��ای از پ��س ص��ورت ای��ن در

F =
{
{۱, ۲,۳}, {۱, ۵, ۶}, {۱, ۲,۴}, {۲,۴, ۶}, {۱, ۲, ۵}, {۱, ۲, ۶},

{۱, ۲,۷}, {۱,۳,۴}, {۲,۳,۴}, {۲,۴, ۵}, {۱,۳, ۵}
}
.

م��ی�آی��د. ب��ه�دس��ت زی��ر ص��ورت ب��ه F(n) و F(n) و

F(n) =
{
{۱, ۲}

}
F(n) =

{
{۱, ۲,۳}, {۱, ۵, ۶}, {۱, ۲,۴}, {۲,۳,۴}, {۲,۴, ۵},

{۲,۴, ۶}, {۱, ۲, ۵}, {۱, ۲, ۶}, {۱,۳,۴}, {۱,۳, ۵}
}

▲ �

اس��ت ki-ی��ک��ن��واخ��ت ،Fi ه��ر ک��ه ج��ای��ی ب��اش��ن��د ی��اف��ت��ه ان��ت��ق��ال خ��ان��واده�ه��ای F۱,F۲, . . . ,Fs ک��ن��ی��د ف��رض [١٢] ۴.١.٢ ل��م

�زا �ج� م� دو �ه ب� دو F۱ ∈ F۱, F۲ ∈ F۲, . . . , Fs ∈ Fs �ه�ی �وع� �م� �ج� �رم� زی� �چ �ی� ه� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ن �ی� �ن� چ� �م ه� .
∑s

i=۱ ki ≤ n و

�ی �ژگ� وی� �ان �م� ه� دارای F۱(n), . . . ,Fr(n),Fr+۱(n), . . . ,Fs(n) �ای �واده�ه� �ان� خ� ۰ ≤ r ≤ s �ر ه� �رای ب� �اه گ� آن �د. �ن� �ت� �س� �ی� ن�

ه��س��ت��ن��د.

و F۱ ∈ F۱(n), . . . , Fr ∈ Fr(n) �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف� �ی �ن� �ع� ی� �م، �ی� �ن� �ی�ک� م� �اده �ف� �ت� اس� �ف �ل� خ� �ان �ره� ب� از ب��ره��ان.

و Fi(n) �ف �ری� �ع� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� �زا �ج� م� دو �ه ب� دو �ه ک� �د دارن� �ود وج� �ان �ن� چ� Fr+۱ ∈ Fr+۱(n), . . . , Fs ∈ Fs(n)

. Fi ∈ Fi ،r + ۱ ≤ i ≤ s ازای ب��ه و Fi ∪ {n} ∈ Fi ،۱ ≤ i ≤ r ب��رای ک��ه م��ی�دان��ی��م Fi(n)

دو �ه ب� دو �ا Fiه� چ��ون �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ه �ب� �اس� �ح� م� را اس��ت آن در �ز �ای� �م� �ت� م� �ر �اص� �ن� ع� �داد �ع� ت� �ان �م� ه� �ه ک� را
∪s

i=۱ Fi �دازه�ی ان� �ال ح�

ب��ا اس��ت ب��راب��ر م��ق��دار ای��ن م��ت��م��ای��زن��د

s∑
i=۱

|Fi| =
r∑
i=۱

ki − ۱+
s∑

i=r+۱
ki =

s∑
i=۱

ki − r ≤ n− r

�زای �ج� م� �ر �اص� �ن� ع� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت، اس� �ده ش� n − r �ر �ث� ک� �دا ح� |
∪s

i=۱ Fi| و �د �ن� �ت� �س� ه� [n] �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ا Fiه� �ون چ�

.xi /∈
∪s

i=۱ Fi ،۱ ≤ i ≤ r ه��ر ازای ب��ه ک��ه ط��وری ب��ه دارن��د وج��ود x۱, x۲, . . . , xr

�را زی� �د �ی�ده� �م� ن� رخ �ری �ی� �ی� �غ� ت� �ال �ق� �ت� ان� �ن ای� �ردن �ارب� ک� �ه ب� �ا ب� �ی �ن� �ع� ی� �ت اس� �ت �اب� ث� Sxin �ل �م� ع� �ت �ح� ت� Fi ∪ {n}

�ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �م. �رده�ای� ب� �ار ک� �ه ب� لا� �ب� ق� Fk �ای �واده�ه� �ان� خ� �رای ب� را Sin �ی �اپ� �ی� پ� �ای �ال�ه� �ق� �ت� ان� �ف �ری� �ع� ت� �ق �ب� ط�

ب��اش��د. Fi در ب��ای��د Fi ∪ {xi} = (Fi ∪ {n}) \ {n} ∪ {xi}

s �ی��ل ت��ش��ک� ،r + ۱ ≤ i ≤ s ب��رای Fi �ا ب� �راه �م� ه� �ا Fه� ′
i ای��ن ،F ′

i = Fi ∪ {xi} ق��راردادن �ا ب� ،۱ ≤ i ≤ r ب��رای ح��ال

■ اس��ت. ف��رض خ��لاف ک��ه م��ی�ده��ن��د Fiه��ا از م��ج��زا م��ج��م��وع��ه�ی
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اص��ل��ی ن��ت��ی��ج��ه�ی ٢.٢

ب��ه�دس��ت ن��ت��ای��ج از اس��ت��ف��اده ب��ا آن از پ��س ک��رد، خ��واه��ی��م اث��ب��ات و ک��رده م��ط��رح را ن��ی��از م��ورد ن��ت��ی��ج��هی و ل��م چ��ن��د ک��ار ادام��ه�ی در

ب��خ��ش ای��ن در ن��ی��از م��ورد ت��ع��اری��ف ب��ی��ان ب��ه آن از ق��ب��ل ام��ا پ��رداخ��ت. خ��واه��ی��م ۴.٠.٢ ق��ض��ی��ه�ی اث��ب��ات ب��ه آن�ه��ا، اث��ب��ات از آم��ده

م��ی�پ��ردازی��م.

،X(ω) �ن��د �ان� م� اس��ت �اب��ع��ی ت� ت��ص��ادف��ی �ی��ر �غ� �ت� م� ی��ک ب��اش��د، ش��ده داده P �ت��م��ال اح� ت��وزی��ع و Ω �ی �ی��د �ن� ک� ف��رض ١.٢.٢ ت��ع��ری��ف

▲ � م��ی�ک��ن��د. اخ��ت��ی��ار R روی م��ق��داری ک��ه Ω روی

ب��ا ک��ه X ت��ص��ادف��ی م��ت��غ��ی��ر ی��اض��ی ر ام��ی��د ب��اش��د، f(k) اح��ت��م��ال ت��وزی��ع ب��ا ت��ص��ادف��ی م��ت��غ��ی��ر ی��ک X ک��ن��ی��د ف��رض ٢.٢.٢ ت��ع��ری��ف

: م��ی�ش��ود ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان E(X) ن��م��اد

E(X) =
∑
k

kf(k)

▲ �

X �اض��ی ی� ر �د �ی� ام� �ورت ص� ای��ن در �د، �اش� ب� �ه �ک� س� �ه س� �رت��اب پ� در �ا �ره� �ی� ش� �داد �ع� ت� X �ادف��ی �ص� ت� �ر �ی� �غ� �ت� م� �د �ی� �ن� ک� ف��رض ٣.٢.٢ م��ث��ال

ب��ا اس��ت ب��راب��ر

EX = ۰ · ۱۸ + ۱ · ۳۸ + ۲ · ۳۸ + ۳ · ۱۸ = ۱٫ ۵

�داد �ع� ت� �م ی� دار �ار �ظ� �ت� ان� �م �ی� �ن� ک� �اب �رت� پ� را �ه �ک� س� �ه س� �ن ای� �ار- ب� ۱۰۰۰ لا� �ث� -م� �اد زی� �ات �ع� دف� �ه ب� �ر گ� ا �ه ک� �ت اس� �ن ای� �دار �ق� م� �ن ای� �ر �ی� �ب� �ع� ت�

▲ � ب��اش��د. ۱۵۰۰ ب��راب��ر ش��ده رو ش��ی��ره��ای

Fi ،i ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��ن��د [n] زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای از خ��ان��واده�ه��ای��ی F۱,F۲, . . . ,Fs ک��ن��ی��د ف��رض [١٢] ۴.٢.٢ ل��م

s �ورت ص� �ن ای� در .n ≥
∑s

i=۱ ki و |Fi| > (s − ۱)
(
n−۱
ki−۱

)
�ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �د، �اش� ب� ki ی �دازه ان� از �ی �ای� �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ل �ام� ش�

داش��ت. خ��واه��د وج��ود F۱ ∈ F۱, F۲ ∈ F۲, . . . , Fs ∈ Fs م��ج��زای م��ج��م��وع��ه�ی

در s �رای ب� �ت. اس� �ح واض� s = ۱ �ال��ت ح� �را؛ �ق� �ت� اس� �ه �ای� پ� �دا �ت� اب� �رد. ک� �م �ی� �واه� خ� �ان �ی� ب� n و s روی �را �ق� �ت� اس� �ا ب� را �ات �ب� اث� ب��ره��ان.

م��ی�ک��ن��ی��م. اث��ب��ات را م��س��ئ��ل��ه ،n =
∑s

i=۱ ki ی��ع��ن��ی ب��اش��د داش��ت��ه را خ��ود م��م��ک��ن م��ق��دار ک��م��ت��ری��ن n ک��ه را ح��ال��ت��ی اب��ت��دا ک��ل��ی ح��ال��ت

ای��ن ب��ه را Xi م��ش��خ��ص��ه�ی ت��ص��ادف��ی �ت��غ��ی��ره��ای م� و م��ی�گ��ی��ری��م ن��ظ��ر در را [n] روی π ت��ص��ادف��ی ی��ک��ن��واخ��ت ج��ای��گ��ش��ت ی��ک

م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ع��ری��ف ص��ورت

�ل��ی ک� �ال��ت ح� در و ،X۱ = ۰ ص��ورت ای��ن �ر �ی� غ� در و �د �اش� ب� F۱ در �ه�ای �وع� �م� �ج� م� {π(۱), ..., π(k۱)} �ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و �ر گ� ا X۱ = ۱



ک��ل��ی ح��ال��ت در اردوش ح��دس ب��ررس��ی .٢ ١٢ف��ص��ل

م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه Xj

Xj =

{ ۱ {π(k۱ + · · ·+ kj−۱ + ۱), . . . , π(k۱ + · · ·+ kj)} ∈ Fj

۰ ص��ورت ای��ن درغ��ی��ر

�ف �ری� �ع� ت� �ر �اب� �ن� ب� �س پ� �دارد، ن� �ود وج� �ف �ل� �ت� �خ� م� �ای �واده�ه� �ان� خ� از �زا �ج� م� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� s �ه ک� �م �ی� �ن� ک� �ی م� �رض ف� �لاف، خ� �ه ب� �ون �ن� ک� ا

ی��م دار Xjه��ا

X۱ + · · ·+Xs ≤ s− ۱ (١.٢)

Fi در ع��ض��وی ki م��ج��م��وع��ه� ی��ک وج��ود اح��ت��م��ال ه��م��ان ک��ه آورد ب��ه�دس��ت را Xiه��ا ری��اض��ی ام��ی��د م��ی�ت��وان راح��ت��ی ب��ه ط��رف��ی از

پ��س اس��ت،

E(Xi) =
|Fi|(
n
ki

) .
ی��م دار ب��الا راب��ط��ه�ی و |Fi| > (s− ۱)

(
n−۱
ki−۱

)
ف��رض ب��ه ت��وج��ه ب��ا و

E(Xi) >
(s− ۱)

(
n−۱
ki−۱

)(
n
ki

) = (s− ۱)ki
n

داش��ت خ��واه��ی��م n =
∑

i ki ک��ه ای��ن ب��ه ت��وج��ه ب��ا و i روی ن��ام��س��اوی ای��ن ب��س��ت��ن ج��م��ع ب��ا

∑
i

E(Xi) > s− ۱

اس��ت. ١.٢ راب��ط��ه�ی ب��ا ت��ن��اق��ض در ک��ه

م��ت��وال��ی ان��ت��ق��ال�ه��ای ب��ردن ک��ار ب��ه ب��ا ۴.١.٢ ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا .n >
∑s

i=۱ ki ک��ن��ی��م ف��رض اس��ت��ق��را، ح��ک��م اث��ب��ات ب��رای ک��ن��ون ا

�ا ب� �ی �ان� �س� �ک� ی� �ار �ت� رف� �م �م� �زی� ک� �ا م� �ق �اب� �ط� ت� �دازه�ی ان� �اظ �ح� ل� �ه ب� ٢.١.٢ �م ل� �ق �ب� ط� �ه ک� �م �ی� �ی�رس� م� Fi �ای �واده�ه� �ان� خ� �ه ب� {Sin}۱≤i≤n−۱

از �ز �ی� �ره� پ� �ور �ظ� �ن� م� �ه ب� �ا ام� �م، �ی� �ن� �ی�ک� م� �راز اف� Fi(n) ∪ Fi(n) �ه ب� را Fi �ر ه� �د �ع� ب� �ه�ی �ل� �رح� م� در �د. دارن� �ه �ی� اول� Fi �ای �واده�ه� �ان� خ�

�ام�گ��ذاری ن� ب��از از ب��ع��د .{n} ∈ Fi ک��ه ب��اش��د �ه �ت� داش� وج��ود �ن��ان چ� i ک��ه �ری��م �ی� م��ی�گ� ن��ظ��ر در را �ت��ی �ال� ح� �ت��دا اب� �ه��ی، ت� �ه�ه��ای �م��وع� م��ج�

ب��اش��د. F۱ خ��ان��واده ای��ن ک��ه ک��رد ف��رض م��ی�ت��وان

م��ج��م��وع��ه�ه��ای ت��ع��داد پ��س دارد، وج��ود n ش��ام��ل م��ج��م��وع��ه
(
n−۱
ki−۱

)
ک��ث��ر ح��دا Fi ه��ر در و |Fi| > (s− ۱)

(
n−۱
ki−۱

)
چ��ون

ب��ا اس��ت ب��راب��ر ح��داق��ل n ف��اق��د

|Fi| > (s− ۱)
(
n− ۱
ki − ۱

)
−

(
n− ۱
ki − ۱

)
= (s− ۲)

(
n− ۱
ki − ۱

)
�ا ب� �د. �ن� �اش� م��ی�ب� [n− ۱] �ه�ه��ای �م��وع� �رم��ج� زی� �ا �ه�ه� �م��وع� م��ج� ای��ن �ق��ت، �ی� �ق� ح� در ک��ه دارد �ه �م��وع� م��ج� (s− ۲)

(
n−۱
ki−۱

)
از �ر �ت� �ی��ش� ب� Fi ه��ر


