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ھا    دون ت   ষ ا  .॥ ا



پنج

  

  

  

ت قدୌ     او ت      ی ام     جاری     ا ه     భ     ز৯د م    ଘ     او      ଽ         آ ॥قد ॥ৎ ৎਛ    

م   وه ی      م    ଘ     ا قد ع࢙و      १ ৎو     ادب    

ند    آ      و   م       و ش     ࢋ       ی        نا ه      رو ฬංඌچࢇ ঈق মਪতૢࡑ   .ن

        ଘ    م م    ماৎభقد ୃ       از      جا ସ୍ৣ  

  

رم شان        د ی               دو سا ه            ଘ     م قد او      උࢾ ইૡঙ ৎ  

و          ଘ      م قد   ...ৎو      



    فهرست مطالب

  

شش

فونونها: لفصل او  

  

.............................................................................................ارتعاشات شبکه  1-1

.................................................مدهاي نرمال شبکۀ یک بعدي تک اتمی  1-1-1

  ...........................  پایۀ دو اتمی مدهاي نرمال یک شبکۀ براوة یک بعدي با1-1-2

.......................................................................  مختصات نرمال ارتعاشات بلور1-2

  .....................................................................» فونون« کوانتش ارتعاشات شبکه 1-3

  ................................................................ لگرهاي خلق و فناي بوزن عم1-3-1

  ................................................................................  عملگرها در کوانتش دوم1-4

  ...................................................................  عملگرهاي میدان کوانتومی1-4-1

  ................................................................. کوانتش دوم ارتعاشات شبکه 1-4-2

  

  

الکترونها: مفصل دو  

  

  ..........................................................................................  مدل الکترون آزاد2-1

  .......................................................................  حالت زمینۀ گاز الکترون2-1-1

  ..........................................................  ترازهاي الکترونی در پتانسیلهاي متناوب2-2

  ........................................................................................  تئوري بلوخ2-2-1

  ........................................................... کارمل – وان - شرط مرزي بورن2-2-2

  .................................................................................  اثبات قضیۀ بلوخ2-2-3

  ................................................................اي ضعیف  الکترونها در پتانسیل دوره2-3

  ........................................... نواحی مرزي بریلوئن ترازهاي انرژي نزدیک 2-3-1

  .................................................................... نوارهاي انرژي در یک بعد 2-3-2

  ...............................................................» مستقل« فراتر از تقریب الکترون آزاد 2-4

  ............................................................» اثر تبادل« فک - تقریب هارتري2-4-1

  ....................................................................... ق و فناي فرمیون عملگرهاي خل2-5

  ..........................................................................  کوانتش دوم الکترونها2-5-1

  

  

2  

5  

8  

12  

14  

15  

17  

19  

20  

  

  

  

  

26  

27  

32  

32  

33  

34  

36  

41  

43  

45  

46  

48  

50



    فهرست مطالب

  

هفت

  برهمکنش الکترون و فونون: فصل سوم

  

.......................................................................................................... مقدمه 3-1

  ...................................................................... »آدیاباتیک«دررو  اصل بی3-1-1

  .....................................  فونون- عناصر ماتریسی غیر قطري و پراکندگی الکترون3-2

  ............................................... فونون - ارزیابی جزء ماتریسی پراکندگی الکترون3-3

  ..............................................................................  صلب- تقریب یون3-3-1

  .............................................................................  موج تخت الکترونها3-3-2

  ................................................................................  جونز- مدل موت3-3-3

.................................................................  فونون–ون  تابع جفت شدگی الکتر3-4

),;( شدگی تابع جفت 3-4-1 kkg

: .............................................................

  ..........................................  فونون- کنندة برهمکنش الکترونتوصیف هامیلتونی 3-5

  ..................................  سیستم مکانیکی جفت شده با محیط، مدل انبار هارمونیک3-6

  .....................................................................  سیستم دو حالتۀ کوانتومی3-6-1

  

  

  هاي کوانتومیدیواره: چهارمفصل 

  

.....................................................ا هاي کوانتومی نیمرسانتار دیواره رشد و ساخ4-1

..................................... هاي کوانتومی فونون در دیواره-هاي الکترون برهمکنش4-2

................................................................................. هامیلتونی عملگر 4-2-1

....................................................................................................  نظریۀ اختلال4-3

  

............................................................................................... گیري نتیجهبحث و 

...................................................................................................................... منابع

  

  

  

  

55  

55  

58  

61  

61  

62  

62  

64  

66  

67  

69  

71  

  

  

  

  

82  

83  

83  

85  

  

90  

92  

  

  



    فهرست شکلها

  

هشت

1-1  n امین سلول واحد در یک شبکه .......................................................................

  ........................................................................... اي از یونهاي تک اتمی  زنجیره1-2

  ............................. M یک زنجیرة چهار اتمی در یک بعد، با اتمهاي با جرم یکسان  1-3

  ........................................... 0kمال براي زنجیرة چهار اتمی در حد مدهاي نر  1-4

  ................................................ شبکۀ براوة یک بعدي با دو یون در هر سلول یکه  1-5

  ........................................................ نمودار پراکندگی براي شبکه با پایۀ دو اتمی  1-6

.................................................. اختلاف بین یک مد اکوستیکی و یک مد اپتیکی  1-7

  ............................................  در فضاي عدد اشغالخلق و فناي فونونهاي  عملگر 1-8

  .........................................................هاي منفرد؛ و یک جامد اتم  نمایش شماتیک 2-1

k واقع در یک فضاينقاط  2-2


  ..................................................................  دو بعدي

  ..................................................  ترازهاي الکترون آزاد در تقریب پتانسیل ضعیف 2-3

  ................................................................... ناحیۀ مرزي بریلوئن   نقاط نزدیک به2-4

  ............................................. نواحی مرزي بریلوئن  نمودار نوارهاي انرژي نزدیک 2-5

  ................................................................................ نوارهاي انرژي در یک بعد  2-6

  ........................................  در فضاي عدد اشغالخلق و فناي الکترون  هاي عملگر 2-7

  .................................................................  فونون-فرایندهاي پراکندگی الکترون  3-1

  ........................................................................................... طرح مولکول متیل  3-2

  .......................................................... q بر حسب qV)(تغییرات انرژي پتانسیل   3-3

..........................................................................................  چاه دوگانۀ نامتقارن 3-4

  ............................ فونون- الکترون ثابت جفت شدگی با،eH قسمت الکترونیکی 3-5

  ...................................................................................  طیف پراکندگی نوترونی 3-6

  ..............................................................  اولین مد جفت شده با سیستم الکترونی 3-7

  ............................  فونون-م بدون برهمکنش الکترونهاي انرژي براي سیست منحنی 3-8

  ............./50 فونون -هاي انرژي براي سیستم با ثابت برهمکنش الکترونمنحنی  3-9

  ........... /01 فونون -هاي انرژي براي سیستم با ثابت برهمکنش الکترونمنحنی 3-10

02 فونون -هاي انرژي براي سیستم با ثابت برهمکنش الکترون منحنی3-11 /...........

  ........................  فونون-هاي انرژي براي سیستم با ثابت برهمکنش الکترون منحنی3-12

.................................................................. هاي کوانتومیطرح شماتیک از دیواره 4-1

3  

5  

7  

9  

10  

11  

11  

16  

26  

30  

38  

42  

43  

44  

50  

69  

70  

71  

71  

72  

72  

73  

76  

77  

77  

78  

78  

82



    فهرست شکلها

  

نه

....................................  فونون-هاي الکترون مقدار مطلق اجزاء ماتریسی برهمکنش4-2

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

89  

  



ده

  میثم:                نام      ایمانی                :نام خانوادگی

GaAs نیمرسانا هاي فونون در ابرشبکه-برهمکنش الکترون :موضوع پایان نامه /AlGaAs

  دکتر سالار باهر: استاد راهنما 

     فیزیک      :      رشته    ي تخصصی    ادکتر: درجه تحصیلی 

 فیزیک: آموزشی گروهپایه        علوم : دانشکده     رستان دانشگاه ل: )دانشگاه(محل تحصیل

  93  :        تعداد صفحه       18/11/1388  :تاریخ اخذ مدرك 

  چکیده

ــستم ــراي سیـ ــشی ازبـ ــا و  برهمکنـ ــا الکترونهـ ــیفونونهـ ــامیلتونی مـ ــصورت ، هـ ــد بـ توانـ

phephe HHHH   که  .  توصیف شودeH امیلتونی براي الکترونهاي در حال حرکـت        ه

باشد، که کوانتش   هاي متحرك می   هامیلتونی براي هسته   phHهاي ثابت است، و     در حضور هسته  

pheHقسمت . نامندرا فونون می» یونها«ها جایی هستهتوصیف کنندة جابه    جملـۀ برهمکنـشی 

  .کندفونونها را توصیف میبین الکترونها و 

، ساختارهاي جدیدي هستند و یکی از مباحـث چـالش برانگیـز در              هاي کوانتومی نیمرسانا  دیواره

این عرصه از   . آید که داراي سابقۀ طولانی در فیزیک است       حوزة فیزیک ماده چگال به حساب می      

. اوانـی برخـوردار اسـت     فیزیک نیمرساناها هم از لحاظ نظري و هم از لحاظ تجربی از اهمیت فر             

  . آید فونون یکی از مباحث مهم در این ساختارها به حساب می-برهمکنش الکترون

هـا را در نمـایش      شـود و ایـن هـامیلتونی      براي توصیف هامیلتونی بالا یک مدل ریاضی ارائه مـی         

  :در این تحقیق مراحل زیر انجام شده است. آوریمکوانتش اول و دوم بدست می

 ارتعاشات شبکه در تقریب هارمونیک بررسی شده اسـت و بـا تعریـف عملگرهـاي     در فصل اول 

در فـصل دوم  . خلق و فناي فونونها، هامیلتونی فونونها در نمایش کوانتش دوم بدست آمده اسـت   

هامیلتونی الکترونها و ترازهاي الکترونی بررسی شده است و با تعریف عملگرهاي خلـق و فنـاي           

در فصل سوم برهمکنش . الکترونها در نمایش کوانتش دوم بدست آمده استالکترونها، هامیلتونی 

 - فونون و ماتریس پراکندگی بررسی شده است و هامیلتونی برهمکنـشی بـین الکتـرون               -الکترون

 فونـون در    -در فصل چهارم برهمکنش الکترون    . فونون در نمایش کوانتش دوم بدست آمده است       

  .ار گرفته استهاي کوانتومی مورد بحث قردیواره



لفصل او  

  

  

  

  

  

  

  

  

  فونونها
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



  فونونها:   فصل اول

  

2

    ارتعاشات شبکه1-1

  

Rاینکه یونها در مکان 


 ثابت هستند یک فرض ساختگی است، و ما باید به دو فرض 

  :]1[ تر تکیه کنیمضعیف

 یونها در .رار داشته باشدقیک مکان شبکۀ براوه در کنیم که موقعیت تعادل هر یون فرض می) الف

R مکان


Rبنابراین .  قرار دارند و در حال نوسان هستند


 نیست، بلکه موقعیت تعادل ستایا مکان یون 

  .یون است

. جایی هر یون از مکان تعادلش در مقایسه با فضاي بین یونی کوچک استکنیم جابهفرض می) ب

  . شودفرض منجر به تئوري، تقریب هارمونیک میاین 

شویم، به عبارت دیگر، اگر هر یون با توجه به فرضهاي بالا ما از تقریب شبکۀ ایستا دور می

RRrدر شبکۀ براوه ساکن باشد آنگاه در مورد مکان یون داریم 


)(و در تقریب هارمونیک داریم ،:  

)1-1      (                                                                                  )()( RuRRr


  

Ru)(که 


  . اختلاف از موقعیت تعادل یون است

  :اگر شبکه ایستا باشد، انرژي پتانسیل کل بلور مجموع سهم هر دو یون است

 )1-2        (                                                         
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RRU
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)()(
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22

1 
  

  :داریم) 1-1(جا شود با استفاده از حال اگر هر یون از موقعیت تعادل خود جابه

 )1-3           (                    



RRRR

RuRuRRRrRrU
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))()(())()((
 

2

1

2

1
  

Ru)(اکنون انرژي پتانسیل به متغییرهاي 


Ru)( و 


 وابسته است، و هامیلتونی دینامیکی بلور بصورت 

  :زیر خواهد شد

)1-4                                                                                     ( 
R

U
M

RP
H

2

2)(


  

RP)(که 


R تکانه اتم در موقعیت تعادل 


  . جرم اتمی استM و 

Ru)( اگر همۀ


 را حول موقعیت تعادل یون بسط Uتوانیم انرژي پتانسیل ها کوچک باشند می

  :کنیمدهیم، براي اینکار از تئوري بسط تیلور در سه بعد استفاده می
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RRrزینی که با جایگ
  و )()( RuRua

 آوریم بدست می:  
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Ru)(در جملۀ دوم ضریب 


 بصورت   )( RR


 است که درست منفی نیروي اعمال شده به 

Rاتم 


این جمله .  بوسیلۀ همۀ اتمهاي دیگر است، زمانیکه اتمها در موقعیت تعادل قرار داشته باشند

  . شودباید صفر باشد چون هیچ نیروي خالصی بر اتم در موقعیت تعادل وارد نمی

 جملۀ سوم ، بنابراین در تقریب هارمونیک فقط)2-1(ملۀ اول مربوط به بلور ساکن است، معادلۀ ج

  : نویسیم  پس انرژي پتانسیل را بصورت زیر می. مهم است

)1-7                      (                                                                 
harmeq UUU   

که 
eqU انرژي پتانسیل تعادلی و 

harmUت زیر است بصور:  
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  : ]2[ نویسندانرژي پتانسیل هارمونیک را معمولاً بصورت زیر می

)1-9      (                                                   )()()( RuRRDRuU harm 


2

1
  

توان ببنیم چگونه میدهیم، تا اینکه اکنون ما ارتعاشات شبکه را بصورت زیر توضیح می

  . ]3[ کردمعادلات حرکت را حل 

  :دهدیک سلول واحد را نشان می) 1-1(شکل

  

  
  

  .دهدام  را نشان میجایی یون  جابهs امین سلول واحد در یک شبکه، که n :1-1شکل 



  فونونها:   فصل اول

  

4

  :بصورت زیر خواهد شد) 5-1(با توجه به بسط معادلۀ ) 1-1( انرژي پتانسیل در شکل

)1-10 (             


 

















mn
mn mn

n

n
n

n

n
nn

nnn

ss
rr

r
s

r

r
rR

srR



















)()(
)()(

)()(

,
 














2

0

0

2

1  

msکه 


  .ام است m مربوط به سلول 

صفر  )6-1( معادلۀ بالا دو جملۀ اول و دوم به علت توضیحات قبل در مورد معادلۀ در

  :شودمیلتونی سیستم بصورت زیر نوشته میبا توجه به معادلۀ بالا ها. شوند می

)1-11      (                                              







 








mn

nm
n

mn
n mn

m
nn

rr

r

sssMH













  

)(

  
,

2

2

2

1

2

1

   

   :بنابراین معادلۀ حرکت بصورت زیر خواهد شد

)1-12             (                                                              




 

m
m

m
nn ssM


  

معادلۀ بالا قابل مقایسه با .  معادلۀ حرکت برقرار استNq3 یون داریم یعنی q سلول واحد با Nکه ما 

  :قانون فنرها است یعنی

)1-13                  (                                     xKxmssM
m

m
m
nn





  





   

که 

m

nایب کشسان  قابل مقایسه با ضرKیعنی ثابت فنر است  .  

nsتوان از روش فوریه استفاده کرد، یعنی ابتدا براي حل معادلات حرکت می


 را بصورت 

  .نویسمیک سري فوریه می

)1-14  (                              





  n
aqi

na
rqi

n sesequ
M

s n
 

    )(  t)(  
1

  

qu)(که 


جایی است و به نوعی دامنه جاa عملگر انتقال به اندازة ثابت شبکه a


.  است

xdqiaاین عملگر بصورت 


 1 است که xd


جایی بینهایت کوچک است و اگر تعداد این  جابه

aا انتقالی به اندازة هاي بینهایت کوچک خیلی زیاد شود تجاییجابه


  : انجام شود، داریم
  

)1-15  (                                                                
aqiN

N
a e

N

a
qiim








 )(1  

  :آوریمبدست می) 13-1(در معادلۀ ) 14-1(با جایگذاري معادلۀ 



  فونونها:   فصل اول

  

5

   )(])([  t)()(










 

m

rqim
n

ω trq i 
α

α

mn equ
M

- equ
M

-ωM
  112

  

)1-16(                    









 

m

rqim
n

ω trq i mn equ
MM

equ  t)()( )()(
  12

  

  : را بصورت زیر تعریف کنیمDاگر ماتریس دینامیکی 

  

)1-17  (                  

p

rip

m

rrim
n

pmn e
MM

e
MM

D
)(q

0
)(q     

 










  11

   

mnpو   p=m-nکه  rrr


داریم) 17-1(و ) 16-1(با تطبیق معادلات  آنگاه . است:  

  

)1-18      (                         0
22   )()(    )()( quDquDqu




 








   

qمعادلۀ بالا در صورتی درست است که براي 


، 0
2  ))(( IqDdet 

بنابراین  . باشد

q)( با اینکار مقادیر ه تادبینیم که براي حل معادلۀ حرکت باید دترمیتال بالا را حل کر می
2 و به نوبۀ 

qu)(آن 


  .وریمآ را بدست 

  

  رمال شبکۀ یک بعدي تک اتمین مدهاي 1-1-1

  

a را که بر روي یک خط و به فاصلۀ جدایی Mره از یونهایی به جرم ییک زنج


 از هم قرار 

  .ایمنشان داده) 2-1(که این حالت را در شکل . گیریمدارند را در نظر می

   

  

  

a به فاصلۀ جدایی  کهاي از یونهاي تک اتمیرهزنجی: 2-1شکل 


  . ثابت نیرو بین دو یون استKقرار دارند، و   از هم



  فونونها:   فصل اول

  

6

 بـا  تـشابه  در و کننـد، می برهمکنش یکدیگر با هاهمسایه نزدیکترین فقط کنیممی فرض سادگی براي

 بنـابراین . دهـیم مـی  قـرار   راK فنـر  ابتث) 9-1(ۀ  معادل درD دینامیکی ماتریس بجاي فنرها قانون

  :شودمی چنین) 2-1 (شکل براي هارمونیک پتانسیل انرژي

)1-19                            (                               
n

harm anuanuKU 2
1

2

1
)]]([)([


   

  :و معادلۀ حرکت بصورت زیر خواهد شد

)1-20 (                      )]([)]([)(
)(

)(
anuanuanuK

anu

U

dt

anud
M

harm 




112
2

2





  

 باشد و اگر اثرات یونهاي مرزي براي ما مهم گ خیلی بزرN تا یون داشته باشیم و Nاگر 

  :بنابراین . توانیم نقاط ابتداي را به نقاط انتهاي وصل کنیمنباشد، می

)1-21          (                                                      )()(  ;  )()]([ aNuuauanu


 01  

)(تابع ) 20-1(براي حل معادلۀ  anu


  :گیریم را بصورت زیر در نظر می

)1-22(                                                                                
)(),( tknaietanu 


  

  :هکند کایجاب می) 21-1(با استفاده از این تابع، شرط مرزي 

)1-23  (                                                                    

,...,,  ,       210
2

1
2





m
N

m

a
k

ee miikNa





  

  :آوریمبدست می) 20-1(در ) 22-1(با جایگزینی 

  

)1-24 (                                        
)(

)()(

)]([                              

][
tknai

tknaiikaikatknai

ekaCosK

eeeKeM











12

2
2

  

k)(از اینرو رابطۀ پراکندگی  شود بصورت زیر می:  

  

)1-25  (                                             )(
)]([

)( kaSin
M

K

M

kaCosK
k

2

1
2

12



  

  :هند بود بااو مدهاي نرمال برابر خو

)1-26         (                                                               









)(

)(
),(

tknaSin

tknaCos
tnau




  

نشان داده شده، ) 3-1(اي است که در شکل  مورد آموزنده،ز زنجیرة یک بعديمثالی دیگر ا

  .که یک زنجیرة چهار اتمی با جرمهاي یکسان است



  فونونها:   فصل اول

  

7

  :انرژي هارمونیک براي این شکل چنین است

  

)1-27  (                                                      
n

n
harm anuanuKU 2

1
2

1
)]]([)([


  

1234جایی یونها را با اگر جابه.  همان نقش ثابت فنر را داردnKکه  uuuu  نشان دهیم، آنگاه معادلۀ ,,,

  :حرکت یونها بصورت زیر خواهد شد

)1-28(                                          

)()(

)()(

)()(

)()(

144343

4

4

433232

3

3

122121

2

2

414211

1

1

uuKuuK
u

U
uM

uuKuuK
u

U
uM

uuKuuK
u

U
uM

uuKuuK
u

U
uM

harm

harm

harm

harm

































  

1234که در معادلات بالا  KKKK ترتیب به منزلۀ ثابت فنر بین یونهاي یک و دو، یونهاي دو و  ب,,,

  .باشندسه، یونهاي سه و چهار، یونهاي چهار و یک می

  

  
  

   .M با جرم یکسان ییک زنجیرة چهار اتمی در یک بعد، با اتمهای: 3-1شکل 

  

  :توان با استفاده از ماتریسها بصورت زیر نوشترا می) 28-1(معادلۀ 

  

)1-29     (                       































































4

3

2

1

4334

3322

2211

4114

4

3

2

1

0

0

0

0

u

u

u

u

KKKK

KKKK

KKKK

KKKK

u

u

u

u

M









  



  فونونها:   فصل اول

  

8

1234اگر قرار دهیم  KKKKK  و ، iuها را بصورت زیر انتخاب کنیم:  

  

)1-30      (                                                                                
)( tnaki

n eu   

  :داریم) 29-1(در ) 30-1(آنگاه با جایگذاري معادلۀ 

  

)1-31                     (       0

20

20

02

02

4

3

2

1

2

2

2

2























































u

u

u

u

MKKeKe

KeMKKe

KeMKKe

KeKeMK

ikaika

ikaika

ikaika

ikaika







  

  ج

 ا حلاز اینرو ب. براي اینکه این معادله جواب داشته باشد، باید دترمینال ماتریس معادلۀ بالا صفر باشد

 و قرار دادن M معادلۀ بالا بر آوریم، البته با تقسیم دو طرفاین دترمینال بدست می

1
2 

M
Kدهیم، که این کار را براي سادگی محاسبات انجام می.  

  

)1-32(   042222222
2242442242   )()()()()()( kaiSinee kaikai   

  

رابطۀ بالا را با تغییر متغییر 
22

2 )( x کنیم می حل:  

  

)1-33(                                            

2

1
2

1

21

2

4211
2

4842

0422

)]([
)]([

)()(

, kaiSin
kaiSin

x

kaiSinxx








  

  

  : داریم0kکه در حد 

  

)1-34(                            

















220

20222
2

0

2
11

2

2

22

21






,
)(       ,x

  

 ، مدهاي نرمال را 0kدر حد ) 31-1( در رابطۀ با قرار دادن این چهار مقدار براي 

  :مآوریبدست می



  فونونها:   فصل اول

  

9

 )1-35           (                     























































































1

1

1

1

2

1

1

0

1

0

2

1

0

1

0

1

2

1

1

1

1

1

2

1
3  ;  2  ;  1  ;  0  

  

  .نشان داده شده است) 4-1(این مدهاي نرمال در شکل 

  

  

  

  .0kمدهاي نرمال براي زنجیرة چهار اتمی در حد : 4-1شکل 

  

   مدهاي نرمال یک شبکۀ براوة یک بعدي با پایۀ دو اتمی1-1-2

  

با مکانهاي گیریم، شبکۀ براوة یک بعدي با دو یون در هر سلول یکه را در نظر میک حال ی

an و naتعادل  )(
2

1
 1 و جرمهايM 2 وM .کنیم که فقط نزدیکترین براي سادگی فرض می

  .ایمنشان داده) 5-1(ر شکل این شبکه را د. ها با هم برهمکنش دارندهمسایه

  :انرژي هارمونیک بصورت زیر است

  

)1-36   (                    
nn

harm anuanu
K

anuanu
K

U 2

21

2

21 1
22

)]]([)([)]()([


  

12که  uu   .باشندیجایی یون اول و دوم م بترتیب، جابه,



  فونونها:   فصل اول

  

10

  

  

anو naشبکۀ براوة یک بعدي با دو یون در هر سلول یکه، با مکانهاي تعادل : 5-1شکل  )(
2

1
   

  .2M و 1Mو جرمهاي 

  

  :معادلات حرکت یونها بصورت زیر خواهد بود

)1-37       (                   

)]]([)([)]()([                   

)(
)(

)]]([)([)]()([                  

)(
)(

anunauKnaunauK

nau

U
nauM

anunauKnaunauK

nau

U
nauM

harm

harm

1

1

1212

2

22

2121

1

11

















   

12براي حل این معادلات، توابع  uu   :گیریمرا بصورت زیر در نظر می ,

  

)1-38          (                                                                    
)(

)(

)(

)(

tknai

tknai

eAnau

eAnau













22

11
  

  .هاي این توابع هستند دامنه2A و 1Aکه 

  :آوریملۀ کوپل شده بدست می، دو معاد)37-1(در ) 38-1(با جایگذاري 

  

)1-39                            (                                

021

012

2

2

21

21

2

1



 

AKMAeK

AeKAKM

ika

ika

)()(

)()(




  

  :براي اینکه این معادلات جواب داشته باشند باید دترمینال ضرایب صفر شود، یعنی

  

)1-40       (                                                            0

21

12

2

2

2

1 


 

)(

)(

KMeK

eKKM
ika

ika




  


