
 -

خانواده�ی برای ضعیف همͽرایی قضایای
انقباضͬ شبه اکیداً نگاشت�های از متناهͬ

ارشد کارشناسͬ پایان�نامۀ

محمدی حمید

روئین جمال دکتر راهنما: استاد

١٣٩١ شهریور



دو



ଘم৤قدৎ

৮درБЗرদوارم
و

ما඼ෙय़భباৣم

سه



พ়ࢁඟوदدردا਩ی

فراوانͬ درسهای ایشان شاگردی که بزرگوارانͬ قدرم، گران اساتید کلیه� از مͬ�نمایم دانͬ قدر و تشͺر

با مͽر نبود ممͺن نامه پایان این اتمام است. استقامت و صبر درس آنها بزرگترین و آموخت من به

روئین. جمال دکتر آقای جناب عزیزم استاد دلسوزی و راهنمایی�ها

رویی خوش و محبت و کردم زندگͬ آنها با ساله دو دوره�ی این در که دوستانͬ از مͬ�کنم تشͺر همچنین

داشت. عرضه برایم را فراوانͬ زیبایی�های و کرد چندان صد وجودم در را زندگͬ به امید آنها

چهار



چͺیده

سال در که هستند انقباضͬ شبه توابع مجموعه�ی از مجموعه�ای زیر انقباضͬ شبه اکیداً توابع مجموعه�ی

در نگاشت�هایی چنین برای را همͽرایی قضایای آنها شدند. معرفͬ پترشاین و براودر توسط ١٩۶٧

سال در است. شده آورده نامه پایان این در بحث این کامل جزئیات که کردند بررسͬ هیلبرت فضاهای

به هیلبرت فضاهای از را انقباضͬ شبه اکیداً نگاشتهای ضعیف همͽرایی یودومن و ͷاوسه�لای ٢٠٠١

دادند توسعه محدّب یͺنواخت بطور و هموار یͺنواخت -q باناخ فضای

نگاشت، از ثابت نقطه�ی ͷی به را انقباضͬ شبه اکیداً نگاشت�های ضعیف همͽرایی نامه پایان این در

کنیم. مͬ بررسͬ را محدّب یͺنواخت بطور و هموار یͺنواخت باناخ فضاهای در

مͬ�باشد. [۵] نامه پایان این اصلͬ مرجع

پذیر، مشتق گاتو هموار، یͺنواخت طور به محدّب، یͺنواخت طور به محدب، اکیداً کلیدی: واژه�های

انقباضͬ شبه اکیداً پذیر، مشتق فرشه
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مقدمه

عنوان به مͬ�شوند. خطͬ معادلاتغیر به منجر اقتصاد و زیست شیمͬ، ،ͷفیزی در زیادی مسائل بررسͬ

نواسانات ویسͺوز، سیˁالات حرکت سیˁالات، سطحͬ امواج ،ͬͺپلاستی مواد رفتار به توان مͬ مثال

مهم ابزار ͷی [٢٠] کرد. و...اشاره ای هسته راکتورهای درون فرایندهای گرمایی، تابش غیرخطͬ،

وسیله�ی به و گذاری پایه ١ باناخ توسط که است ثابت نقطه نظریه�ی غیرخطͬ، معادلات حل برای

پیͺارد- قضیه�ی اثبات برای باناخ ثابت نقطه قضیه�ی یافت. گسترش و... ٢ کیرک براک، شاودر،

برای شاودر ثابت نقطه قضیه�ی و دیفرانسیل معادلات برای جواب یͽانگͬ و وجود مورد در ٣ لیندلف

١٩۶٧ سال است.در شده استفاده دیفرانسیل معادلات برای جواب وجود مورد در پی˄انو قضیه�ی اثبات

زیر نگاشت�ها این مجموعه�ی که کردند معرفͬ را انقباضͬ شبه اکیداً های نگاشت پترشاین و براودر

شبه -اکیداً λ T نگاشت کنید فرض مͬ�دهند. تشͺیل را انقباضͬ شبه نگاشت�های از مجموعه�ای

با {xn} دنباله�ی باشد. γ ∈ (١ − λ, ١) کنید فرض باشد. هیلبرت فضای در برد و دامنه با انقباضͬ

بͽیرید. نظر در زیر صورت به دامنه، از x٠ دلخواه عضو گرفتن

xn+١ = γxn + (١− γ)Txn. (١)

مͬ T نگاشت از ثابت نقطه�ی ͷی به ضعیف همͽرای ١ دنباله�ی که کردند ثابت پترشاین و براودر

پترشاین و براودر کار خو و مارینو اخیراً است. شده آورده کار این کامل جزی˄یات نامه پایان این باشد.در

Banach ١

Schauder, Bruk, Kirk ٢

Picard-Lindelof ٣
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دادند. توسعه است معروف مʿن تکراری دنباله�ی به که زیر دنباله�ی به ١ دنباله�ی از را

xn+١ = αnxn + (١− αn)Txn

گائو و زِنگ یودومن، و ͷاوسه�لای مͬ�کند. صدق خاصͬ شرایط در که است حقیقͬ دنباله�ی {αn} که

توسعه -یͺنواختهموار q یͺنواختمحدّبو طور به باناخ فضای به هیلبرت فضای از را قبلͬ کارهای

طور به باناخ فضای از را ضعیف همͽرایی قضایای [۵] شهزاد ناصر و چیدم ٢٠١٠ سال در دادند.

محدّب یͺنواخت طور به باناخ فضای از تر کلͬ حالت که هموار یͺنواخت بطور و محˁدب یͺنواخت

مͬ�دهد. تشͺیل را نامه پایان این اصلͬ موضوع که دادند، توسعه است هموار -یͺنواخت q و

است: شده تنظیم فصل پنج در نامه پایان این

مͬ�آوریم. را تابعͬ آنالیز او̰لیه مفاهیم از برخͬ او̰ل فصل در

برای مͬ�کنیم. معرفͬ را همواری و تحدب مانند باناخ فضاهای هندسͬ خواص برخͬ دو̰م فصل در

طور به باناخ فضای و محدّب یͺنواخت طور به باناخ فضای محدّب، اکیداً باناخ فضای منظور این

این به مربوط و ۴ و ٣ فصل در نیاز مورد که را قضایایی همچنین و مͬ�کنیم معرفͬ را هموار یͺنواخت

لازم ۴ فصل در که گاتو و فرشه مشتق مورد در فصل انتهای در مͬ�کنیم. اثبات و بیان هستند، مطالب

کرد. خواهیم بحث است

ضعیف همͽرایی مورد در فصل انتهای در و کرده شروع انقباضͬ شبه نگاشت�های تعریف با را ٣ فصل

کرد. خواهیم بحث هیلبرت فضاهای در نگاشت�هایی چنین قوی و

کرد. خواهیم بحث باناخ فضاهای در انقباضͬ شبه نگاشت�های ضعیف همͽرایی مورد در ۴ فصل در
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اول فصل

اولیه مفاهیم

پایینͬ و بالایی حد ١.١

مͬ�دهیم قرار k ≥ ١ هر برای باشد. [−∞,∞] در دنباله�ای {an} کنیم فرض .١.١.١ تعریف

ck = inf{ak, ak+١, ak+٢, ...} bk = sup{ak, ak+١, ak+٢, ...}

مͬ�دهیم قرار همچنین

.γ = sup{c١, c٢, c٣, ...} β = inf{b١, b٢, b٣, ...}

مͬ�نویسیم و نامیده {an} دنباله�ی پایینͬ حد را γ و بالایی حد را β

γ = lim inf
n→∞

an β = lim sup
n→∞

an

مͬ�شوند: تحقیق آسانͬ به� زیر خواص

.limn→∞ ck = γ و limk→∞ bk = β نتیجه در و است صعودی {ck} و نزولͬ {bk} اولا˟
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و limn→∞ ani
= β �که طوری به موجودند {ami

} و {ani
} مانند {an} از دنباله�هایی زیر ثانیاً

.limn→∞ ami
= γ

ͬͺتوپولوژی برداری فضای ٢.١

مختلط) (یا حقیقͬ برداری یͷفضای از است Xعبارت ͬͺتوپولوژی برداری فضای تعریف١.٢.١.

کند: صدق زیر شرایط در که τ مانند توپولوژی ͷی با همراه

باشد، بسته τ توپولوژی با X در عضوی تک مجموعه هر (i)

باشند. پیوسته τ توپولوژی با اسͺالر ضرب و جمع اعمال (ii) ً

فضای ͷی توپولوژی مͬ�گوییم. X بر برداری توپولوژی ͷی را X برداری فضای بر τ توپولوژی

باز نیز a+E ، a ∈ X هر ازای به آن�گاه باشد باز E اگر یعنͬ است، انتقال حافظ ͬͺتوپولوژی برداری

مشخصمͬ�شوند. کاملا́ موضعͬ پایه ͷی توسط توپولوژی این در باز های مجموعه تمام بنابراین است.

با ͬͺتوپولوژی برداری فضای ͷی X جا این در ( ͬͺتوپولوژی برداری فضاهای (انواع .٢.٢.١ تعریف

است. τ توپولوژی

باشد. محدب عناصر با موضعͬ (پایه) مبنای ͷی دارای X هرگاه محدبگوییم، موضعاً را X (i)

باشد. محدود ͬͽهمسای ͷی دارای صفر هرگاه گوییم، کراندار) محدود(موضعاً موضعاً را X (ii)

باشد. فشرده بستار با ͬͽهمسای ͷی دارای صفر هرگاه گوییم، فشرده موضعاً را X (iii)

همان τ یعنͬ باشد. سازگار d مانند X روی ͬͺمتری با τ هرگاه گوییم، پذیر ͷمتری را X (iv)

باشد. d توسط شده القاء توپولوژی
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باشد. سازگار τ با آن از حاصل ͷمتری که باشد موجود X �بر نرمͬ هرگاه گوییم، پذیر نرم را X (v)

باشد. فشرده وکراندار، بسته مجموعه�ی هر هرگاه است، ١ خاصیتهاینه-بورل دارای X (vi)

باناخ فضای ٣.١

نامنفͬ عدد ͷی x ∈ X هر برای اگر گوییم، نرمدار خطͬ Xرا مختلط برداری فضای تعریف١.٣.١.

α مانند اسͺالر هر و x, y ∈ X هر ازای به که طوری به باشد، داشته وجود ∥x∥ مانند

+x∥؛ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (i)

∥αx∥؛ = |α|∥x∥ (ii)

.x = ٠ آن�گاه ∥x∥؛ = ٠ اگر (iii)

مͬ�شود. تبدیل d متر با ͷمتری فضای ͷی Xبه نرمدار خطͬ فضای ،d(x, y) = ∥x− y∥ دادن قرار با

نتیجه را مثلثͬ نامساوی بالا تعریف در (i) خاصیت مͬ�نامیم. نرم توسط شده تعریف متر را متر این

مͬ�دهد.

∥x+ y∥ ≤ ∥x− z∥+ ∥z − y∥ (x, y, z ∈ X)

باشد. Y نرمدار خطͬ فضای Xبه نرمدار خطͬ فضای از خطͬ نگاشتͬ T فرضکنیم تعریف٢.٣.١.

صورت به را ∥T∥صورت این در

∥T∥ = sup {∥Tx∥ : x ∈ X, ∥x∥ ≤ ١}

گوییم. کراندار را T خطͬ نگاشت آن�گاه ،∥T∥ <∞ اگر مͬ�کنیم. تعریف

Heine-Borel ١
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نگاشت�های همه�ی مجموعه�ی باشند. نرمدار برداری فضای دو Y و X کنیم فرض .١ گذاری نماد

مͬ�دهیم. نشان B(X, Y ) با را Y به X از پیوسته خطͬ

یͷخانواده�ی(نه {Ti}i∈I و باشند باناخ فضاهای Y Xو فرضکنیم (باناخ-اشتینهاوس) .٣.٣.١ قضیه

کنیم فرض .Y به X از پیوسته و خطͬ پذیر)نگاشت�های شمارش الزاماً

sup
i∈I

∥Tix∥ <∞ ∀x ∈ F.

صورت این در

sup
i∈I

∥Ti∥ <∞.

.[٢] در ٢.١ قضیه�ی به شود رجوع اثبات.

پوشا و پیوسته خطͬ تبدیل ͷی T و باناخ فضاهای Y و X کنیم فرض باز) (نگاشت .۴.٣.١ قضیه

که طوری به است موجود c > ثابت٠ صورت این در باشد. Y به X از

T (BX(٠, ١)) ⊇ BY (٠, c).

.BX(x٠, r) = {x ∈ X : ∥x− x٠∥ < r} آن در که

.[٢] در ٢.۵ قضیه�ی به شود رجوع اثبات.

،Y نرمدار خطͬ فضای توی به X نرمدار خطͬ فضای از T خطͬ نگاشت هر ازای به .۵.٣.١ قضیه

مͬ�کنند: ایجاب را دیͽر شرط دو زیر شرط سه از ͷی هر

است؛ کراندار T ( الف

است؛ پیوسته T ( ب

است. پیوسته X از نقطه ͷی در T ( ج
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.[١۶] در ۴.۵ قضیه�ی به شود رجوع اثبات.

کنیم: فرض (هان-باناخ) .۶.٣.١ قضیه

باشد؛ X حقیقͬ برداری فضای از فضایی Mزیر (a)

�که: به�طوری باشد موجود p : X −→ Rنگاشت (b)

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) (x, y ∈ X)

p(tx) = tp(x) (t ≥ ٠)

.f(x) ≤ p(x) ،x ∈M هر ازای به �که به�طوری باشد. خطͬ تابعک ͷی f :M −→ R (c)

یعنͬ مͬ�دهد، توسیع را f ،Λ �که به�طوری است موجود Λ : X −→ R خطͬ تابعک صورت این در

Λ(x) = f(x) (x ∈M)

و

−p(−x) ≤ Λ(x) ≤ p(x) (x ∈ X).

.[١٧] در ٢.٣ قضیه�ی به شود رجوع اثبات.

که: هست X بر Λ خطͬ تابعک آن�گاه .x٠ ∈ X و نرمدار فضای ͷی X اگر .٧.٣.١ نتیجه

Λ(x٠) = ∥x٠∥

و

|Λx| ≤ ∥x∥ (x ∈ X).
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هیلبرت فضای ۴.١

در y و x بردارهای از مرتب جفت هر به اگر مͬ�نامیم داخلͬ ضرب یͷفضای را H .١.۴.١ تعریف

قواعد که باشد شده مربوط چنان y و x داخلͬ ضرب حاصل نام به ⟨x, y⟩ مانند مختلط عدد ͷی H

باشد برقرار زیر

,x⟩؛ x⟩ ≥ ٠ x ∈ X هر برای ( الف

x؛ = ٠ اگر وفقط اگر ⟨x, x⟩ = ٠ ( ب

,x⟩؛ y⟩ = ⟨y, x⟩ x, y,∈ X هر برای ( ج

.⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ α, β ∈ C و x, y, z ∈ X هر برای ( د

تبدیل ∥.∥ نرم با نرمدار خطͬ فضای ͷی به X داخلͬ ضرب فضای ∥x∥ = ⟨x, x⟩ ١
٢ دادن١ قرار با

مͬ�نامیم. داخلͬ ضرب از حاصل نرم را نرم این مͬ�شود.

ضرب از حاصل نرم توسط شده تعریف متر به نسبت که را داخلͬ ضرب فضای هر .٢.۴.١ تعریف

هیلبرتگوییم. فضای باشد، تام داخلͬ

ستاره وضعیف- ضعیف توپولوژی ۵.١

آن دوگان X∗ = {f : X −→ R : پیوسته و خطͬ f} و باناخ فضای ͷی X کنیم فرض

،x ∈ X هر برای که مͬ�کنیم تعریف چنین را φf : X −→ R نگاشت ،f ∈ X∗ هر برای باشد.

دست به را {φf}f∈X∗ های نگاشت خانواده�ی کند تغییر X∗ در f هرگاه .φf (x) = ⟨f, x⟩ = f(x)

مͬ�آوریم.

٨



تمام که است X روی توپولوژی کوچͺترین X روی σ(X,X∗) ضعیف توپولوژی .١.۵.١ تعریف

مͬ�کند. پیوسته را {φf}f∈X∗ نگاشت�های

همͽرایی و xn ⇀ x با را ضعیف توپولوژی در x به {xn} همͽرایی Xباشد، در دنباله ͷی {xn} اگر

مͬ�دهیم. نمایش xn → x با را x به {xn} قوی

صورت: این در باشد. X در دنباله ͷی {xn} کنیم فرض .٢.۵.١ گزاره

,f⟩؛ xn⟩ → ⟨f, x⟩ ،f ∈ X∗ هر برای اگر فقط و اگر xn ⇀ x ( الف

xn؛ ⇀ x آن�گاه ،xn → x اگر ( ب

.∥x∥ ≤ lim infn→∞ ∥xn∥ و است کراندار ∥xn∥ آن�گاه ،xn ⇀ x اگر ( ج

.[٢] در ٣.۵ گزاره�ی به شود رجوع اثبات.

و اگر است بسته ضعیف طور به C صورت این در باشد. محدّب C ⊆ X کنیم فرض .٣.۵.١ قضیه

باشد. بسته قوی طور به اگر فقط

.[٢] در ٣.٧ قضیه�ی به شود رجوع اثبات.

هر برای که مͬ�کنیم تعریف چنین را φx : X∗ −→ R نگاشت ،x ∈ X هر برای .۴.۵.١ تعریف

دست به را {φx}x∈X های نگاشت خانواده�ی کند تغییر X در x هرگاه .φx(f) = ⟨f, x⟩ ،f ∈ X∗

مͬ�آوریم.

روی توپولوژی کوچͺترین مͬ�دهیم، نشان σ(X∗, X) با که توپولوژیضعیف-ستاره تعریف١.۵.۵.

مͬ�سازد. پیوسته را {φx}x∈X نگاشت�های تمام که است X∗

با را σ(X∗, X) ستاره ضعیف توپولوژی برای f به fn همͽرایی ،X∗ در {fn} شده داده دنباله برای

مͬ�دهیم. نشان fn ⇀∗ f
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: صورت این در باشد. X∗ در دنباله ͷی {fn} کنیم فرض .۶.۵.١ گزاره

,fn⟩؛ x⟩ → ⟨f, x⟩ ،x ∈ X هر برای اگر فقط و اگر fn ⇀∗ x ( الف

؛ fn ⇀∗ f آن�گاه fn ⇀ f اگر و fn ⇀ f آن�گاه fn → f ( ب

.∥f∥ ≤ lim infn→∞ ∥fn∥ و است کراندار ∥fn∥ آن�گاه ،fn ⇀∗ f اگر ( ج

[٢] در ٣.١٣ گزاره�ی به شود رجوع اثبات.

انعکاسͬ فضای ۶.١

تعریف ⟨Jx, f⟩ = ⟨f, x⟩ صورت به f ∈ X∗ و x ∈ X هر برای را J : X −→ X∗∗ نگاشت

،x ∈ X هر برای یعنͬ؛ است ایزومتری و خطͬ J که است واضح مͬ�کنیم.

∥Jx∥ = sup
∥f∥=١

|⟨Jx, f⟩| = sup
∥f∥=١

|⟨f, x⟩| = ∥x∥.

X فضای باشد. بالا در شده تعریف نگاشت J و باناخ فضای ͷی X کنیم فرض .١.۶.١ تعریف

ͬͺی ضمنͬ طور به را X∗∗ و X باشد، انعکاسͬ X وقتͬ .J(X) = X∗∗ هرگاه انعکاسͬگوییم را

مͬ�گیریم.

است انعکاسͬ X صورت این در باشد. باناخ فضای ͷی X کنیم فرض (١ (کاکوتانͬ .٢.۶.١ قضیه

باشد. فشرده σ(X,X∗) توپولوژی برای BX = {x ∈ X : ∥x∥ ≤ ١} اگر فقط و اگر

[٢] در ٣.١٧ قضیه�ی به شود رجوع اثبات.

Kakutani ١
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اگر فقط و اگر است انعکاسͬ X صورت این در باشد. باناخ فضای ͷی X کنیم فرض .٣.۶.١ لم

باشد. انعکاسͬ X∗

.[٢] در ٣.٢١ نتیجه�ی به شود رجوع اثبات.

بسته محدّب، مجموعه�ی زیر ͷی K ⊆ X و انعکاسͬ باناخ فضای ͷی X کنیم فرض .۴.۶.١ نتیجه

است. فشرده σ(X,X∗) توپولوژی برای K صورت این در باشد. کراندار و

.[٢] در ٣.٢٢ نتیجه�ی به شود رجوع اثبات.

این در باشد. X در کراندار دنباله�ای {xn} و انعکاسͬ باناخ فضای ͷی X کنیم فرض .۵.۶.١ قضیه

است. همͽرا σ(X,X∗) توپولوژی برای که دارد {xnk
} مانند مستخرج دنباله�ی زیر ͷی {xn}صورت

.[٢] در ٣.١٨ قضیه�ی به شود رجوع اثبات.

است. برقرار نیز بالا قضیه عکس

دنباله�ی هر که طوری به باشد باناخ فضای ͷی X کنیم فرض (١ (ابرلین-شمولیان .۶.۶.١ قضیه

باشد، σ(X,X∗) توپولوژی برای همͽرا {xnk
} مستخرج دنباله�ی زیر ͷی دارای X در {xn} کراندار

است. انعکاسͬ X صورت این در

.[٢] در ٣.١٩ قضیه�ی به شود رجوع اثبات.

Eberlein-Smulian ١

١١



محدّب توابع ٧.١

باشد. تابع ͷی f : X −→ (−∞,+∞] = R̃ و برداری فضای ͷی X کنیم فرض .١.٧.١ تعریف

مͬ�گوییم. f اساسͬ(موثر) دامنۀ را D(f) := {x ∈ X, f(x) < صورت{∞+ این در

این در باشد. تابع ͷی f : X −→ (−∞,+∞] و برداری فضای ͷی X کنیم فرض .٢.٧.١ تعریف

صورت

λ ∈ [٠, ١] هر و x, y ∈ X هر ازای به هرگاه محدّبگوییم را f ( الف

f (λx+ (١− λ)y) ≤ λf(x) + (١− λ)f(y).

f(y) < ∞ ، f(x) < ∞ ، x ̸= y که x, y ∈ X هر ازای به هرگاه محدّبگوییم اکیداً را f ( ب

باشیم داشته ٠ < λ < ١ هر ازای به و

f (λx+ (١− λ)y) < λf(x) + (١− λ)f(y).

.f(x) <∞ که باشد x ∈ X هرگاه گوییم سره را f ( ج

در را f : X −→ (−∞,+∞] تابع باشد. ͷتوپولوژی فضای ͷی X کنید فرض .٣.٧.١ تعریف

هرگاه پایینͬ)گوییم پیوسته پایینͬ(نیم پیوسته شبه x٠ ∈ X نقطه

f(x٠) ≤ lim inf
x→x٠

f(x) := sup
V ∈Ux٠

inf
x∈V \{x٠}

f(x).

است. x٠ همسایͽͬ�های همه گردایۀ Ux٠ آن در که

در باشد. تابع ͷی f : X −→ (−∞,+∞] و ͷتوپولوژی فضای ͷی X کنیم فرض .۴.٧.١ قضیه

معادلند: زیر احͺام صورت این

است؛ پایینͬ پیوسته شبه f ( الف

است. بسته {x ∈ X : f(x) ≤ α} ،α ∈ R هر ازای به ( ب
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مͬ�دهیم نشان باشد. دلخواه α ∈ R کنیم فرض ⇐(ب): (الف) اثبات.

چون باشد. دلخواه x٠ ∈ Aα کنید فرض منظور این برای است. باز Aα = {x ∈ X : f(x) > α}

داریم است، پایینͬ پیوسته�ی نیم f

α < f(x٠) ≤ sup
V ∈Ux٠

inf
x∈V \{x٠}

f(x).

که هست x٠ ͬͽهمسای ͷی V٠ بنابراین .α < infx∈V٠\{x٠} f(x) که هست V٠ ∈ Ux٠ بنابراین

است. باز Aα پس .V٠ ⊆ Aα

مجموعه� باشند. دلخواه ،λ < f(x٠) با λ ∈ R و x٠ ∈ X کنیم فرض ⇐(الف): (ب)

پس .Aλ ∈ Ux٠ لذا و بوده x٠ ͬͽهمسای ͷی Aλ = {x ∈ X : f(x) > λ}

λ < inf
x∈Aλ

f(x٠) ≤ sup
V ∈Ux٠

inf
x∈V \{x٠}

f(x).

داشت خواهیم ،λ→ f(x٠) اگر حال

f(x٠) ≤ sup
V ∈Ux٠

inf
x∈V \{x٠}

f(x).

است. پایینͬ پیوسته�ی نیم شبه x٠ در f لذا و

بر و محدّب تابعͬ f : X −→ (−∞,+∞] = R̃ و نرمدار فضای ͷی X کنیم فرض .۵.٧.١ قضیه

است. پیوسته intD(f) بر f آن�گاه باشد کراندار بالا از U ناتهͬ و باز مجموعه�ی ͷی

آنکه بدون باشد. دلخواه x٠ ∈ U کنیم فرض است. پیوسته U روی f که مͬ�دهیم نشان ابتد اثبات.

.f(x٠) = ٠ و x٠ = ٠ که کرد فرض مͬ�توان شود وارد استدلال کلیت به خللͬ

U١ := بر و بوده محدّب تابعͬ f١ صورت این در .f١(x) = f(x + x٠) − f(x٠) توضیح:(بͽیرید

لذا و بوده پیوسته صفر در f١ بنابراین .f(٠)١ = ٠ و ٠ ∈ U١ داریم است. کراندار بالا از U − x٠

است.) پیوسته x٠ در f یعنͬ .limx→٠ f(x+ x٠) = f(x٠)

مͬ�دهیم قرار باشد. دلخواه ٠ < ϵ < ١ گیریم .U = {x ∈ X; ∥x∥ < r} که کرد فرض مͬ�توان
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