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سپاس�گزاری...

ͷتمس وبا بود نخواهد ممͺن علم آن پیشͺسوتان همیاری بدون علمͬ، مجموعه هر ایجاد برای که آنجا از
الخالق” یشͺر فلم المخلوق یشͺر لم من ” سنت به

فراغ با رازانͬ،که دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
متعال خداوند از را سلامتͬ و وسعادت نمایم مͬ تقدیر و تشͺر صمیمانه بوده بنده راهنمای همواره بال
را حقیر این مجموعه این گرداوری در که میرزایͬ دکتر آقای جناب خود، مشاور استاد از تشͺر و خواستارم

نمودند. یاری
تمام از دانͬ قدر و تشͺر و نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که

اند. نموده یاری مجموعه این گردآوری در که عزیزانͬ
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١ مطالب فهرست

�چͺیده

آوردن بدست برای ضمنͬ و صریح تͺرار طرح اول، قسمت در شود. مͬ ارائه قسمت دو در نامه پایان این
هیلبرت فضای ͷی از ای بسته محدب ی مجموعه زیر روی که انبساطͬ غیر های نͽاشت ثابت ی نقطه
الͽوریتم وسیله به شده تولید های دنباله قوی، همͽرایͬ بعلاوه شود. مͬ معرفͬ است شده تعریف حقیقͬ
ͷی جواب ثابت، نقطه این حقیقت در کنیم. مͬ مطالعه انبساطͬ، غیر نͽاشت ثابت نقطه به را پیشنهادی

باشد. مͬ است، شده تعریف ثابت نقاط مجموعه روی که تغییراتͬ نامساوی
مینیمم مسئله ͷی تقریبͬ کننده مینیمم آوردن بدست برای وضمنͬ صریح تͺرار های طرح دوم، قسمت در
مسئله جواب به قوی همͽرای الͽوریتم این توسط شده تولید دنباله بعلاوه، شود. مͬ ارائه محدب سازی
روی که تغییراتͬ نامساوی از جواب ͷی جوابͬ، چنین دهد. مͬ نشان را شده ساخته محدب سازی مینیمم
نامه، پایان دراین شده ارائه نتایج بعلاوه باشد. مͬ شده، تعریف انبساطͬ غیر نͽاشت ثابت نقاط مجموعه

داد. خواهد گسترش و بست را تاکنون شده ارائه نتایج از بعضͬ



٢ مطالب فهرست

پیشͽفتار

ارائه انبساطͬ غیر نͽاشت ثابت نقطه آوردن بدست برای چسبنده تقریبͬ روش [٢۴] مدافͬ ٢٠٠٠ سال در
[٣٣] خو ٢٠٠۴ سال در آن از بعد کرد. بررسͬ را روش این در شده ارائه دنباله همͽرای همچنین او نمود.
تغییراتͬ نامساوی مسئله از یͽانه جواب ͷی به را چسبنده تقریبͬ روش با شده تولید دنباله قوی همͽرایͬ
گیرد.مͬ مͬ قرار انبساطͬ غیر نͽاشت ثابت نقاط از ای مجموعه روی جواب این واقع در نمود. اثبات خاصͬ

برد. نام محدب سازی مینیمم ی مسئله ͷی درحل آن کاربرد از روش، این اهمیت عنوان به توان
دوم درجه سازی مینیمم مسئله ͷی تقریبͬ جواب آوردن بدست برای تͺرار روش [٣٠] خو ٢٠٠٣ سال در
هیلبرت فضای روی که انبساطͬ غیر نͽاشت ثابت نقاط از ای مجموعه روی جواب این واقع در نمود. ارائه
به شده، پیشنهاد روش وسیله به شده تولید دنباله که نمود ثابت گیرد.وی مͬ شوند،قرار مͬ تعریف حقیقͬ

است. همͽرا دوم درجه سازی مینیمم مسئله یͽانه جواب به قوی طور
با شده پیشنهاد تͺرار الͽوی ترکیب با [٣٣] خو و [٢۴] مدافͬ تͺرار طرح ترکیب با و [٢٣] خو و مارینو
به شده تولید دنباله کردند ثابت بعلاوه نمودند. ارائه را تر کلͬ تͺرار روش ͷی ،[١٠] خو و [٢٨] مدافͬ
نامساوی این واقع در است. همͽرا خاصͬ تغییراتͬ نامساوی مسئله یͽانه جواب به قویا طرح این وسیله
از کاربردهایͬ [٢۶] کوین و [٢١] لو شد. خواهد خاصͬ سازی مینیمم مسئله ͷی برای بهینه شرط تغییراتͬ
گام روش نام به روشͬ ٢٠٠۴ سال در یامادا اند. نموده ارائه را خو و مارنیو وسیله به شده معرفͬ تͺرار طرح
وسیله به شده تولید دنباله همͽرایͬ و نمود ارائه تغییراتͬ نامساوی مسئله حل برای نزولͬ شیب هیبرید گام به
روش با را یاداما وسیله به شده معرفͬ تͺرار روش [٢٩] تیان ٢٠١٠ سال در اخیرا کرد. مطالعه را روش این
روی انبساطͬ غیر نͽاشت ثابت نقطه ساختن برای وصریح ضمنͬ الͽویͬ که دلیل بدین نمود، ترکیب دیͽری
اثبات خاصͬ شرایط تحت نͽاشت ثابت نقطه به الͽو در قوی همͽرایͬ بعلاوه آورد. بدست هیلبرت فضای
مسائل و تغییراتͬ ثابت،نامساوی نقطه مسئله حل برای دیͽری تͺرار های روش توان مͬ همچنین گردید.

یافت. [٩]- [۵] مراجع در سازی بهینه
وجود محدب سازی مینیمم مسئله تقریبͬ جوابهای آوردن بدست برای تصویر - گرادیان روش دیͽر، طرف از
به ͬͽبست روش این وسیله به شده تولید دنباله همͽرایͬ نمایید. مراجع [٢٨] مرجع به مثال عنوان به دارد.
شده تولید دنباله قوی همͽرایͬ آنͽاه نباشد یͺنوا قویا گرادیان اگر دارد. مسئله در گیر در تابع گرادیان رفتار

افتاد. خواهد کار از تصویر - گرادیان روش با
فضای در تصویر - گرادیان روش به جایͽزینͬ عنوان به نͽهداری جهت عملͽر ͷی [٣١] خو اخیرا
قوی همͽرایͬ که تصویر - گرادیان الͽوریتم از اصلاحیه دو همچنین نیست. قوی همͽرایͬ البعد نامتناهͬ
تͺرار الͽوی آوردن بدست جهت را سازی مینیمم مسئله بعدها .[٣١] است نموده ارائه را دهد مͬ نشان را
جواب مینیمم نرم - به - نرم همͽرایͬ شده تولید ی دنباله واقع در نمود. منظم شود تولید ای دنباله ͷی که
الͽوهای تصویر خاصیت به توجه با نامه، پایان این در شد. خواهد شده ساخته محدب سازی مینیمم مسئله



٣ مطالب فهرست

داد. خواهیم تعمیم وضمنͬ صریح طور به را [٢٩] تیان ی وسیله به شده معرفͬ تͺرار
مقدمات بیان به اول فصل است. شده طراحͬ فصل سه براساس نامه پایان این که است ذکر به لازم ادامه در
ثابت نقطه ͷی به دنباله همͽرایͬ دوم، فصل است. یافته اختصاص دیͽر فصل دو ی مطالعه برای نیاز مورد
در شده تولید دنباله قوی همͽرایͬ سوم، فصل کند. مͬ بررسͬ را هیلبرت فضای در انبساطͬ غیر نͽاشت
جواب بعلاوه است. یافته اختصاص محدب سازی مینیمم مسئله جواب به ضمنͬ و صریح های الͽوریتم
الͽوریتم (توسط را است شده تعریف انبساطͬ غیر نͽاشت ثابت نقاط مجموعه روی که تغییراتͬ نامساوی

کنیم. مͬ مطالعه شده) معرفͬ



١ فصل

ای اولیه مفاهیم و مقدمات

مͬ آشنا گیرد، قرارمͬ استفاده مورد آتͬ های فصل در که مقدماتͬ قضایای و تعاریف با ابتدا اول فصل در

شویم.

که معنͬ این به شود. مͬ تصویر خودش به f توسط که است ای نقطه ،f تابع ثابت نقطه .١.٠.١ تعریف

.f(x) = x آنͽاه باشد، تابع ͷی f : X → X و ͷمتری فضای ͷی X اگر

مجموعه است. واقع y = x خط نمودار روی که است (x, f(x)) صورت به ثابت نقطه ͷی هندسͬ نظر از

دیͽر عبارت به دهیم. مͬ نشان Fix(f) با را f ثابت نقاط همه

Fix(f) = {x ∈ X, f(x) = x}.

صورت این در شود تعریف f(x) = x٣−٢x+۴صورت به حقیقͬ اعداد روی f اگر ( الف .٢.٠.١ مثال

.f(٢) = ٢ تابع زیرا است؛ f تابع ثابت نقطه عدد٢

است. ثابت نقطه دارای [o,١] بازه بر پیوسته تابع هر ب)

نقطه ͷی حداقل f آنͽاه f(١) = ١ ،f(o) = o اگر بͽیرید نظر در را f : [o,١] −→ [o,١] تابع برهان.

بنابر شد. خواهد f(١)− ١ ≤ ١ ،f(o)− o ≥ o صورت این در و f(١) ≤ ١ ،f(o) ≥ o زیرا دارد. ثابت

صورت این در گیریم، مͬ������� نظر در است حقیقͬ مقادیر با پیوسته تابعͬ که را g(x) = f(x) − x تابع این

مقدار خاصیت بنابر نتیجه در شد. خواهد منفͬ مقدار x = ١ وبرای مثبت مقدار x = o برای g(x) تابع

۴



۵

آنجا واز f(xo) = xo نتیجه در f(xo)− xo = o لذا g(xo) = o که هست ای xo پیوسته توابع برای میانͬ

است. f ثابت نقطه xo

مثال: بعنوان ندارند ثابت نقطه توابع همه که است ذکر به لازم

زیرا ندارند ثابت نقطه f صورت این در شود تعریف f(x) = x + ١ صورت به حقیقͬ اعداد روی f اگر

باشد. برقرار x = x+ ١ تساوی که قسمͬ به یافت توان نمͬ ای x ،x ∈ R هیچ ازای به

درشرایط x, y, z ∈ X هر ازای به d : X×X−→R تابع باشد. مجموعه ͷیX فرضکنید تعریف٣.٠.١.

گوییم: مͬ ͷمتری را کند مͬ صدق زیر

،d(x, y) ≥ o .١

،d(x, y) = o ⇐⇒ x = y .٢

،d(x, y) = d(x, y) .٣

.d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) .۴

ͷمتری با Q ی گویا اعداد مجموعه و R حقیقͬ اعداد مجموعه .١ .۴.٠.١ مثال

d(x, y) = |x− y|

نامند. مͬ معمولͬ ͷمتری را ͷمتری این است. ͷمتری فضای ͷی

است: شده تعریف زیر ضابطه با d و است تهͬ غیر مجموعه ͷی X کنید فرض .٢

d(x, y) =


o x = y اگر

١ x ̸= y اگر



۶ ای اولیه مفاهیم و مقدمات .١

برقراری در تحقیق برای برقرارند. (٣.٠.١) تعریف (١), (٢), (٣) های رابطه که است بدیهͬ صورت، این در

x = y = z که حالتͬ در افتد: مͬ اتفاق حالت سه x, y, z ∈ X اگر کنیم. مͬ عمل زیر صورت به ،(۴) رابطه

داریم: است،

d(x, y) = o, d(x, z) + d(z, y) = o,

که حالتͬ در

است. مثبت آن راست وطرف صفر (۴) چپ طرف x = y, x ̸= z, z ̸= y

است. دو آن راست طرف و ͷی (۴) چپ طرف ، x ̸= y ̸= z که درحالتͬ بالاخره،

نامند. مͬ گسسته فضای را (X, d) یا فضا، این

شود: مͬ تعریف زیر ضابطه با R٢ روی معمولͬ ͷمتری

d((x١, y١), (x٢, y٢)) =
√

(x١ − x٢(٢ + (y١ − y٢(٢.

وجود N ͷی شده داده ε > o هر برای هرگاه است کشͬ دنباله ͷی fn دنباله گوییم مͬ .۵.٠.١ تعریف

.∥fn − fm∥ < ε باشیم داشته m ≥ N و n ≥ N اعداد همه برای که ای گونه به باشد داشته

است. کشͬ دنباله ͷی همͽرا دنباله هر

در باشد همͽرا آن در کشͬ دنباله هر ،(X, d) ͷمتری فضای در اگر کامل: ͷمتری فضای .۶.٠.١ تعریف

است. کامل (X, d) ͷمتری فضای صورت این

باشد. بسته که است کامل وقتͬ فقط و فقط (M,d) کامل ͷمتری فضای از X فضای زیر .٧.٠.١ قضیه

نقطه به همͽرا xn پس است کامل M چون باشد X در کشͬ ای دنباله xn و بسته X کنید فرض برهان.

است. کامل X یعنͬ x ∈ X پس است بسته X چون است. x ∈ M مانند ای



٧

وجود X در xn مانند ای دنباله گاه آن باشد، X ͬͽانباشت ی نقطه ͷی x اگر و باشد کامل X اگر بالعͺس،

است. بسته X که دهد مͬ نشان واین .x ∈ X بنابراین همͽراست. x به که دارد

در + جمع عمل که صورتͬ در نامیم مͬ F میدان روی برداری فضای ͷی را V مجموعه .٨.٠.١ تعریف

زیر خواص دارای که شوند تعریف طوری V اعضای در F اعضای اسͺالر ضرب نام به دیͽری عمل و V

باشند:

است. آبلͬ گروه ͷی (V,+) جمع: خاصیت .١

اسͺالر: ضرب خواص .٢

.١x = x ،x ∈ V هر ازای به (آ)

.α(βx) = (αβ)x ،x ∈ V هر و α, β ∈ F هر ازای به (ب)

،x, y ∈ V هر و α, β ∈ F هر ازای به (ج)

α(x+ y) = αx+ αy,

(α+ β)x = αx+ αy.

است. F میدان اسͺالر، از منظور که باشید داشته توجه

صورت به نͽاشتͬ ،V برداری مختلط فضای روی داخلͬ ضرب .٩.٠.١ تعریف

⟨., .⟩ = V × V −→ C,

داریم λ ∈ C و V در x, y, z هر برای که ای گونه به است؛

.(x, y) ≥ o, x ∈ V هر ازای به .١

.x = o اگر وتنها اگر (x, x) = o .٢

،(x, y) = (y, x) .٣

،(λx, y) = λ(y, x) .۴
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،(x+ y, z) = (x, z) + (y, z) .۵

نامیم. مͬ داخلͬ ضرب فضای ͷی باشد شده تعریف داخلͬ ضرب ͷی آن در که را برداری فضای هر

است. داخلͬ ضرب ͷی معمولͬ ضرب ،R در .١ .١٠.٠.١ مثال

است: زیر صورت به که شود مͬ تعریف معروفͬ داخلͬ ضرب ،Rn در .٢

(x, y) = x١y١ + x٢y٢ + ...+ xnyn.

است. Cn در داخلͬ ضرب به تعمیم قابل بالا تعریف در شده معرفͬ ضرب .٣

حقیقͬ یا مختلط برداری فضای X اگر .١١.٠.١ تعریف

∥.∥ : X −→ R

کند، صدق زیر شرایط در ν, ω ∈ X هر و λ ∈ R هر ازای به که باشد تابعͬ

،ν = o ⇐⇒ ∥ν∥ = o .١

،∥ν∥ ≥ o .٢

،∥λν∥ = |λ|∥ν∥ .٣

.∥ν + ω∥ ≤ ∥ν∥+ ∥ω∥ .۴

گوییم. مͬ نرمدار برداری فضای روی نرم را ∥.∥ تابع صورت این در

صورت: به را Rn فضای از y و x بردار دو داخلͬ ضرب .١٢.٠.١ ملاحظه

(x, y) = Σn
i=١xiyi,

صورت به را x اندازه یا نرم همچنین و

∥x∥ = (x, x)١/٢,
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کنیم. مͬ تعریف

این که دیدیم ها مثال در است. شده تعریف آن بر داخلͬ ضرب ͷی که است برداری فضای ͷی Rn فضای

صورت به را داخلͬ ضرب

(x, y) = x١y١ + ...+ xnyn,

رو، این از کنند. مͬ تعریف

∥x∥ = (
∑

x٢i )
١/٢,

است. ͷمتری فضای ͷی نرم این با Rn کند. مͬ تعریف Rn روی نرم ͷی

همͽرا فضا این در کشͬ ی دنباله هر هرگاه شود مͬ گفته کامل دار، نرم خطͬ فضای ͷی .١٣.٠.١ تعریف

به باشد داشته وجود فضا این به متعلق f عنصر ͷی فضا این در ⟨fn⟩ کشͬ ی دنباله هر برای یعنͬ باشد،

.fn −→ f که ای گونه

شود. مͬ نامیده باناخ فضای کامل دار نرم خطͬ فضای هر .١۴.٠.١ تعریف

نامند. مͬ هیلبرت فضای ͷی را کامل داخلͬ ضرب با برداری فضای .١۵.٠.١ تعریف

دهیم. مͬ نشان H با معمولا را هیلبرت فضای

هستند. کامل فضاهای Lp فضاهای : .١۶.٠.١ قضیه

کنید. مراجعه رویدن حقیقͬ آنالیز کتاب به اثبات برای برهان.

است. هیلبرت فضای L٢([a, b]) ،ℓ٢ ،Rn .١٧.٠.١ مثال

سایر و است بنیادی ها آن در باز ی مجموعه مفهوم که دهیم مͬ قرار مطالعه مورد را فضایͬ زیر در

فضاهای از تر کلͬ بسیار و نامند مͬ ͷتوپولوژی فضای را فضاها این شوند. مͬ تعریف آن حسب بر مفاهیم

اند. شده آورده رویدن حقیقͬ آنالیز کتاب از قسمت این مطالب هستند. ͷمتری
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با توأم نقاط، از X ناتهͬ ی مجموعه ͷی از است عبارت (X, τ) ͷتوپولوژی فضای هر .١٨.٠.١ تعریف

هستند: زیر خواص دارای که نامید) خواهیم باز را آنها (که آن های زیرمجموعه از τ ی خانواده

،X ∈ τ ، ϕ ∈ τ .١

،Q١ ∩Q٢ ∈ τ کند مͬ ایجاب ،Q١ ∈ τ,Q٢ ∈ τ .٢

،∪Qα ∈ τ کند مͬ ایجاب Qα ∈ τ .٣

شود. مͬ نامیده توپولوژی ͷی X مجموعه برای τ خانواده

کنند، مͬ صدق (X, d)ͷمتری فضای ͷی باز های مجموعه مورد در شده، گفته تعریف این در که اصͬ خو

آن در ساخت،که وابسته (X, τ) ،ͷتوپولوژی فضای ͷی توان مͬ (X, d) ͷمتری فضای هر به رو این از

وابسته ͷمتری فضای ͷی به ترتیب این به که ͬͺتوپولوژی فضای است. (X, d) باز های مجموعه ی خانواده

نامند. مͬ ͷتوپولوژی فضای این ͷمتری ͷی را d و شود، مͬ نامیده پذیر ͷمتری شود، مͬ

است بهتر گاهͬ و متفاوت ͷمتری فضای های خاصیت با کاملا کلͬ حالت در ͷتوپولوژی های خاصیت

کند. مͬ صدق درستند، ͷمتری فضای در که اضافͬ های شرایط بعضͬ در ͷتوپولوژی فضای که کنیم فرض

گیریم: مͬ نظر در ͷتوپولوژی فضای ͷی روی را زیر های شرط مجموعه

دربر را x ولͬ دارد بر در را y که دارد وجود باز ی مجموعه ͷی x, y ی شده داده متمایز دونقطه برای .١

ندارد.

ای گونه به دارند وجود O١, O٢ مجزای باز های مجموعه ͷی x, y ی شده داده متمایز دونقطه برای .٢

است. x ∈ O١, y ∈ O٢

مجزاهای باز های مجموعه نیست، متعلق F به که x نقطه ͷوی F بسته مجموعه هر برای بر(١) علاوه .٣

.F ⊂ O٢ ، x ∈ O١ که ای گونه به دارند وجود O١, O٢ مجرای باز

دارند وجود O١, O٢ مجزای باز های ومجموعه F١, F٢ مجزای بسته ی مجموعه دو برای بر(١) علاوه .۴
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.F١ ⊂ O١, F٢ ⊂ O٢ که ای گونه به

م̮ͬ برآورده ͷمتری فضای ͷی ی وسیله به همه و نامند، مͬ سازی جدا ی ها اصل را ها شرط این

شود. مͬ نامیده هاسدروف فضای برآورد را (٢) شرط که ͷتوپولوژی فضای هر شوند.

ناتهͬ و مجزا باز ی مجموعه دو X در هرگاه شود مͬ گفته همبند X ͷتوپولوژی فضای .١٩.٠.١ تعریف

ͷی را ها آن نظیر باز ی هردومجموعه باشد. X = O١ ∪O٢ که ای گونه به باشند، نداشته وجود O١, O٢

همان به ها مجموعه این پس است، دیͽر ی مجموعه ͷی مͺمل مجموعه هر چون نامند. مͬ X جداسازی

ها آن اجتماع که ناتهͬ مجزای و بسته های مجموعه از جفت هر باشند. مͬ نیز بسته هستند، باز که خوبͬ

همبند X فضای باشند. نیز باز باید ها مجموعه این از ͷی هر زیرا است، X جداسازی ͷی است، X برابر

ͷی باشند. X و ϕ های مجموعه اند بسته هم و بازند هم که X های مجموعه زیر تنها اگر تنها و اگر است

E بنابراین باشد: همبند فضای ͷی X از موروث توپولوژی در هرگاه است همبند X از E ی مجموعه زیر

کنند، قطع را E دو هر که ای گونه به باشند نداشته وجود O١, O٢ باز های مجموعه X در هرگاه است همبند

را M ͷمتری فضای از E ی مجموعه زیر گفت توان مͬ یا باشد. E ∩ O١ ∩ O٢ = ϕ و E ⊂ O١ ∪ O٢

،E = A∪B باشد، ناتهͬ دو هر که نشود یافت B و A مانند ی مجموعه دو هیچ که صورتͬ در نامیم همبند

کنیم: مͬ مشخص را R همبند های مجموعه زیر ذیلا، .A ∩B = ϕ و A ∩B = ϕ

اگر دیͽر، عبارت به باشد. بازه ͷی E اگر فقط و اگر است همبند E ⊆ R ی مجموعه زیر .٢٠.٠.١ قضیه

.z ∈ E گاه آن ،x < z < y و y ∈ E ،x ∈ E

،Y ͷتوپولوژی فضای ͷی روی به X همبند فضای ͷی از پیوسته نͽاشت ͷی f گیریم .٢١.٠.١ گزاره

است. همبند Y صورت این در است.

برهان

و باز های مجموعه زیر f−١[O٢] و f−١[O١] صورت این در هستند. Y جداسازی ͷی O١, O٢ گیریم

f−١[O١] ی مجموعه دو از ͷی هیچ پوشاست، f چون است. X برابر ها آن اجتماع که هستند X ی مجزا
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همبند نیز X نباشد، همبند Y اگر بنابراین است. X جداسازی ͷی جفت این پس نیستند، تهͬ f−١[O٢] و

شود. مͬ ثابت خلف برهان با گزاره و نیست

نقطه دو ،y و x گیریم است. پیوسته جقیقͬ تابع ͷی X همبند فضای ͷی روی f گیریم .٢٢.٠.١ گزاره

دارد وجود z ∈ X ͷی صورت این در f(x) < c < f(y) که ای گونه به است حقیقͬ عدد ͷی c و X از

است. f(z) = c که ای گونه به

برهان

اجتماعشان که هستند مجزا باز های مجموعه f−١[(c, x)] و f−١[(−x, c)] آنͽاه نپذیرد، را c مقدار f اگر

نیست. همبند X بنابراین دارد. تعلق دومͬ به y و اولͬ به x زیرا نیستند، تهͬ ها مجموعه این است. X برابر

باشد. تنها ی نقطه ͷی یا فاصله ͷی که است همبند هنͽامͬ تنها R از E ی زیرمجموعه ͷی .٢٣.٠.١ گزاره

دهیم. مͬ نمایش زیر صورت به r شعاع به و x مرکز به باز گوی .٢۴.٠.١ تعریف

B(x; r).

x ̸= y ̸= z که x, y, z ∈ X هر برای اگر نامیم، متری محدب را (X, d) ͷمتری فضای .٢۵.٠.١ تعریف

که طوری به باشد؛ موجود

d(x, z) + d(z, y) = d(x, y),

باشد قرار بر زیر رابطه r١, r٢ ≥ o وهر x١, x٢ ∈ X هر برای اگر است، متری محدب X دیͽر، عبارت به

B(x١, r١) ∩B(x٢, r٢) ̸= ϕ ⇐⇒ d(x١, x٢) ≤ r١ + r٢,

x, y ∈ (a, b) عدد دو هر ازای به که صورتͬ در گوییم محدب را f : (a, b) → R تابع دیͽر، عبارت به

باشیم: داشته ،o ⩽ λ ⩽ ١ که λ هر و

f(λx+ (١− λ)y) ≤ λf(x) + (١− y)f(y).
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است. پیوسته بازه این بر گاه آن باشد محدب (a, b) بر f اگر .٢۶.٠.١ نتیجه

b و a در f نیست لازم گاه آن باشند حقیقͬ اعداد b و a و باشد محدب (a, b) بر f اگر .٢٧.٠.١ ملاحظه

شود. تعریف b و a در اگر حتͬ باشد پیوسته وچپ راست از

نامیم. مͬ محدب اکیدا را f گاه آن برداریم را تساوی محدب، تعریف در اگر .٢٨.٠.١ تعریف

داشته x, y ∈ X هر ازای به هرگاه گوییم شتیز لیپ - Lاشتͽن را f : X −→ Y نͽاشت .٢٩.٠.١ تعریف

باشیم:

∥fx− fy∥X ≤ L∥x− y∥Y .

شتیز لیپ ضریب با پیوسته شتیز (لیپ انبساطͬ غیر نͽاشت ͷی T : X −→ X نͽاشت .٣٠.٠.١ تعریف

باشیم: داشته x, y ∈ X هر ازای به هرگاه گوییم (ͷی معادل

∥Tx− Ty∥ ≤ ∥x− y∥.

.x, y ∈ X هر ازای به هرگاه گوییم انبساطͬ غیر قویا نͽاشت ͷی T : X −→ X نͽاشت .٣١.٠.١ تعریف

باشیم: داشته

∥Tx− Ty∥٢ ≤ ∥x− y∥٢ − ∥(I − T )x− (I − T )y∥٢.

دهد. مͬ نتیجه را انبساطͬ غیر انبساطͬ، غیر قویا که است ذکر به لازم

شود: مͬ گفته است R(T ) ⊆ H برد و D(T ) ⊆ H دامنه دارای که T خطͬ غیر عملͽر .٣٢.٠.١ تعریف

.⟨x− y, Tx− Ty⟩ ⩾ o, ∀x, y ∈ D(T ) اگر: یͺنوا .١

که طوری به β > o باشد داشته وجود اگر: یͺنواست قویا β .٢

⟨x− y, Tx− Ty⟩ ≥ β∥x− y∥٢, ∀x, y ∈ D(T ).

که υ > o باشد داشته وجود اگر ( ism− υ خلاصه بطور شود( مͬ گفته یͺنوا قویا معͺوس υ .٣

⟨x− y, Tx− Ty⟩ ≥ υ∥x− y∥٢, ∀x, y ∈ D(T ).
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یͺنواست. I − T بنابراین ،T اگر مثال:

دارد. مختلف میدانهای در کاربردی مسئله حل برای وسیعͬ استفاده یͺنوا قویا معͺوس عملͽر

H از C محدب بستهء مجموعه زیر ͷی Hبه هیلبرت فضای ͷی از Pc ͷمتری ( نقطه ترین ͷنزدی) تصویر

: آنͽاه x ∈ H اگر واقع در شود، مͬ تعریف زیر صورت به

∥x− Pcx∥ = inf{∥x− y∥ : y ∈ C}.

است. فوق خاصیت با C در ای نقطه تنها Pcx

کنید. مراجعه استاندارد تابعͬ آنالیز کتاب به زیر لم اثبات برای

آنͽاه: x ∈ H و باشد هیلبرت فضای ͷی H اگر .٣٣.٠.١ لم

y ∈ C هر ازای به اگر فقط و اگر z = Pcx .١

⟨x− z, y − z⟩ ≤ o.

y ∈ C هر ازای به اگر فقط و اگر z = Pcx .٢

∥x− z∥٢ ≤ ∥x− y∥٢ − ∥y − z∥٢.

x, y ∈ C هر ازای به .٣

⟨Pcx− Pcy, x− y⟩ ≥ ∥Pcx− Pcy∥٢.

است. ism− ١ ،Pc نͽاشت وتصویر است یͺنوا و انبساطͬ غیر Pc نتیجه، در

داریم: .λ ∈ [o,١] و x, y ∈ H ی همه برای H هیلبرت فضای ͷی در

∥λx+ (١− λ)y∥٢ = λ∥x∥٢ + (١− λ)∥y∥٢ − λ(١− λ)∥x− y∥٢.

در بردار به ضعیف همͽرای X داخلͬ ضرب فضای ͷی در بردارها از {xn} دنباله ͷی .٣۴.٠.١ تعریف

اگر شود مͬ نامیده X

∀y ∈ X ⟨xn, y⟩ −→ ⟨x, y⟩, که وقتͬ n −→ ∞,


