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بودند من یاور و یار همیشه که فداکارم و عزیز مادر و پدر به تقدیم

ت



کردستان محضدانشͽاه ریاضͬ رشته�ی دانشجوی ، محمودی رزگار اینجانب تعهد:
دانشͽاه به متعلق پایان�نامه این به مربوط معنوی و مادی حقوق تمام که مͬ�دهم تعهد

مͬ�باشد. کردستان

ث



سپاسͽزاری...
به تو نه و ماند تو به کس نه مͺانͬ؛ آرزومند نه و زمانͬ محتاج نه سبحانͬ کمال در و رحمانͬ جلال در الهͬ

آنͬ. تو که چیزیست به زنده جان بلͺه جانͬ میان در که پیداست مانͬ؛ کس

افتخار که دانا منصور دکتر آقای جناب خود راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود �ی وظیفه آغاز در

مجموعه این ایشان ارزنده�ی راهنمایی�های بدون قطعا و داشته�ام را ایشان اخلاق و علم محضر در شاگردی

مراد دکتر آقای جناب ارجمندم مشاور استاد از همچنین کنم. قدردانͬ و تشͺر صمیمانه نمͬ�رسید، انجام به

عهده بر را نامه پایان این داوری که زرین محمد دکتر و نظری محمد علͬ دکتر گرانقدر اساتید و احمد�نسب

دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال داشتند

از و سپاسͽزارم؛ نمودند هموار من برای را زندگͬ مسیرهای سخت�ترین که مهربانم مادر و دلسوز پدر از

مͬ�نمایم. تشͺر و تقدیر داده�اند قرار خود وعنایت لطف مورد مرا همواره که عزیزم برادران و خواهران

کارشناسͬ و کارشناسͬ دوره�ی در چه که ریاضͬ گروه اساتید ویژه به و علوم دانشͺده اساتید تمامͬ از همچنین

قدر و تشͺر کمال زندی�نژاد خانم سرکار ریاضͬ گروه زحمتکش و دلسوز منشͬ و بوده�ام آنها محضر در ارشد

دارم. را دانͬ

رسولͬ، فرزاد امینͬ، عبدالرحمان امین�پور، آزاد عبدی، امید قاسمͬ، وحید آقایان عزیزم دوستان از پایان در

نیازی، مهدی معصومͬ، هادی قمری، ناصر الیاسͬ، ناصر محمودی، ،کامران زارهش بهمن زارهش، جلال

مͬ�نمایم. تشͺر و تقدیر نمودند یاری مرا مسیر این در که عزیزانͬ تمامͬ و امیری تورج

ج



چͺیده

نرمال ضرایب ماتریس با خطͬ سیستم�های از خاصͬ کلاس برای (MINRES) مینیمال باقیمانده روش

با روش این تفاوت است. شده ساخته مͬ�باشد k پایین درجه�ی از جبری منحنͬ به متعلق آنها طیف که

مقاله این در دارد. تعلق آن به تقریبی جواب که است فضاهایی زیر در GMRES شده�ی شناخته روش

روش به نسبت را MINRES روش برتری شده ارائه عددی نتایج مͬ�کنیم. بررسͬ را k = ٢, ٣ حالت

مͬ�دهد. نشان GMRES

معادلات دستگاه ویژه)، مقادیر (مجموعه طیف نرمال، ماتریس مینیمال، باقیمانده روش کلیدی: کلمات

.MINRES روش ، GMRES روش جبری، خطͬ
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مقدمه

دستگاه�های حل برای متعددی روش�های

Ax = b (١)

(تعمیم GMRES روش�ها این از ͬͺی مͬ�باشد. مربعͬ ماتریس A ضرایب ماتریس آن در که دارد وجود

پرداخته�اند. روش این معرفͬ به ١٩٨۶ سال در [٣] شولتز٢ مارتین و یوسفسعد١ که است مینیمال) باقیمانده

برداری دنباله�ی توسط شده تولید فضای زیر یعنͬ کریلوف فضای زیر از روش این در

b, Ab, A٢b, · · · (٢)

مͬ�باشد MINRES نام به روشͬ تعمیم حقیقت در روش این مͬ�شود. استفاده جواب آوردن بدست برای

معرفͬ به [۴]۴ ایͺراموف و السنر٣ ١٩٩٧ سال در است. شده طراحͬ متقارن ماتریس�های برای روش این که

این در که پرداخته�اند مقدماتͬ یͺانͬ تشابه�های از متناهͬ دنباله�ای تحت نرمال ماتریس�های برای فشرده شͺل

شͺل به (٢) دنباله�ی تعمیم از شͺل

b, Ab, A∗b, A٢b, AA∗b, A∗Ab,A∗٢b, A٣b, · · · (٣)

مورد هاوسهولدر تبدیلات از متناهͬ دنباله�ی ͷی فشرده�ی شͺل تا مͬ�شود استفاده جواب آوردن بدست برای

گیرد. قرار استفاده

یافته�ی تعمیم کریلوف فضای زیر در بردارها تعداد صورت این در باشد نیز نرمال A ماتریسضرایب اگر حال

استفاده حافظه�ی حجم همچنین و شده جوابکمتر به رسیدن فرآیند در تکرارها تعداد لذا و مͬ�یابد (٣)کاهش

لذا مͬ�یابد؛ معناداری کاهش جواب به رسیدن زمان نتیجه در و مͬ�باشد کمتر مراتب به نیز کامپیوتر در شده

حال دارد. برتری دیͽر روش�های به نسبت مͬ�شود نامیده MINRES − N که روش این نرمال حالت در

مقادیر (مجموعه طیف که باشد ویژگͬ این دارای بودن نرمال شرط بر علاوه (١) دستگاه در ما ماتریس اگر

روش از صورت این در باشد k درجه�ی از f(x, y) یعنͬ k درجه�ی از منحنͬ ͷی به متعلق آن ( ویژه�ی

١Youcef Saad
٢Martin Schultz
٣Elsner
۴Ikramov



مورد [١] ایͺراموف و دانا۵ دکتر توسط ٢٠٠۵ سال در روش این که مͬ�شود استفاده MINRES − Nk

است. گرفته قرار بررسͬ

است. شده آورده نامه پایان با مرتبط قضایای و تعاریف اول فصل در که است فصل چهار شامل نامه پایان این

توضیح مͬ�باشد MINRES روش تعمیم که ( مینیمال باقیمانده�ی (تعمیم GMRESروش دوم فصل در

یͺانͬ تشابه�های از متناهͬ دنباله�ای تحت نرمال ماتریس�ها�ی برای فشرده فرم سوم فصل در مͬ�شود. داده

و معرفͬ k = ٢, ٣ حالت�های برای MINRES − Nk روش چهارم فصل در مͬ�گردد. بیان مقدماتͬ

نشان MINRES−Nkرا روش برتری GMRESکه روش با روش این مقایسه�ی به مربوط عددی نتایج

است. شده گرفته قرار بحث مورد تفصیل به مͬ�دهد

۵Dana

ذ



١ فصل

پیش�نیازها و مقدمات

مقدمه ١.١

نامیده اسͺالر عناصرش که باشد، مختلط) یا حقیقͬ اعداد (مجموعه میدان ͷی F کنید فرض .١.١ تعریف

عمل دو با نامند بردار را عناصرش که V غیرتهͬ مجموعه�ی ͷی F میدان روی برداری فضای ͷی مͬ�شوند.

: دوتایی

هستند. V عضو ω و v اینجا در که ،+(v, ω) = v + ω ضابطه�ی با V × V → V برداری: جمع .١

α ∈ F و v ∈ V اینجا، در که ،×(α, v) = α × v ضابطه�ی با F × V → V اسͺالری: ضرب .٢

مͬ�کند: صدق زیر شرایط در که است

،V عضو u و ω ،v هر برای :( جمع شرکت�پذیری (خاصیت .١

v + (ω + u) = (v + ω) + u

،V عضو u و v هر برای جمع): جابجایی (خاصیت .٢

v + u = u + v

،v ∈ V هر ازای به یعنͬ، است صفر خنثͬ عنصر دارای برداری جمع عمل .٣

v + ٠ = v

دارد وجو u ∈ V عنصر ͷی ،v ∈ V هر ازای به یعنͬ، است وارون عنصر دارای برداری جمع عمل .۴

(u = −v) ،v + u = ٠ به�طوریͺه

١



،V عضو u و v و α ∈ F هر ازای به برداری): جمع به نسبت اسͺالری ضرب توزیع�پذیری (خاصیت .۵

α(v + u) = αv + αu

عضو β و α و v ∈ V هر ازای به اسͺالری): ضرب به نسبت اسͺالری جمع توزیع�پذیری (خاصیت .۶

،F

(α + β)v = αv + βv

α و v ∈ V هر ازای به اسͺالرها): میدان در ضرب به نسبت اسͺالری ضرب توزیع�پذیری (خاصیت .٧

،F عضو β و

α × (βv) = (αβ)v

دارد وجو ١ ∈ F عنصر ͷی ،v ∈ V هر ازای به یعنͬ، است یͺه عنصر دارای اسͺالری ضرب عمل .٨

١× v = v به�طوریͺه

و Rn = {(x١, x٢, · · · , xn)|xi ∈ R} که Cn و Rn مجموعه�های، (١.١) تعریف به توجه با .١.١ مثال

هستند. C و R روی برداری فضای ترتیب به ، زیر اعمال تحت Cn = {(x١, x٢, · · · , xn)|xi ∈ C}

باشیم: داشته (y١, y٢, · · · , yn) ∈ Rn(Cn) و (x١, x٢, · · · , xn) ∈ Rn(Cn) هر ازای به .١

.(x١, x٢, · · · , xn) + (y١, y٢, · · · , yn) = (x١ + y١, x٢ + y٢, · · · , xn + yn)

باشیم: αداشته ∈ R و (x١, x٢, · · · , xn) ∈ Rn(Cn) هر ازای به .٢

.α(x١, x٢, · · · , xn) = (αx١, αx٢, · · · , αxn)

زیر را W این�صورت در باشد W ⊆ V و F میدان روی برداری فضای ͷی V کنید فرض .٢.١ تعریف

باشد. فضا ͷی خود اسͺالری ضرب و برداری جمع دوتایی اعمال تحت W گاه هر گویند V فضای

هستند، V عضو ͬͽهم که ،vn و · · · ،v٢ ،v١ بردارهای از خطͬ ترکیبی w ∈ V بردار گوییم .٣.١ تعریف

به�طوریͺه: باشند موجود F عضو αn و · · · ،α٢ ،α١ ضرایب گاه هر است

w =
n∑

i=١

(αivi).

٢



تولید فضای صورت این در باشد. W ⊆ V و F میدان روی برداری فضای ͷی V فرضکنید تعریف١.۴.

W اعضای خطͬ ترکیبات همه�ی مجموعه�ی مͬ�دهند، نشان span{W} با که را W مجموعه�ی توسط شده

است.

.span{∅} = ∅ و span{V } = V که باشید داشته دقت

ͷی span{W}این�صورت در باشد. W ⊆ V و F میدان روی برداری فضای ͷی V کنید فرض .١.١ لم

است. V فضای زیر

باشد. W = {w١, w٢, · · · , wn} ⊆ V و F میدان روی برداری فضای ͷی V کنید فرض .۵.١ تعریف

نیستند صفر ͬͽهم که ،λn و · · · ،λ٢ ،λ١ اسͺالرهای گاه هر گویند خطͬ وابسته�ی را W این�صورت در

به�طوریͺه باشند موجود
n∑

i=١

(λiwi) = ٠,

آنگاه ،
∑n

i=١(λiwi) = ٠ اگر یعنͬ گویند، خطͬ مستقل را آن این�صورت غیر در

λ١ = λ٢ = · · · = λn = ٠

در باشد. W = {v١, v٢, · · · , vn} ⊆ V و F میدان روی برداری فضای ͷی V کنید فرض .۶.١ تعریف

گاه: هر گویند V برای پایه ͷی را W اینصورت

باشد. خطͬ مستقل مجموعه�ای W .١

span{W} = V .٢

باشند. W = {v١, v٢, · · · , vn} ⊆ V و F میدان روی برداری فضای ͷی V کنید فرض .٧.١ تعریف

اعضای تعداد برابر مͬ�دهیم نشان dimV با که را V بعد آنگاه، باشد V برداری فضای برای پایه ͷی W اگر

یعنͬ: است. W

dimV = n

گویند. بعد متناهͬ فضای ͷی را V این�صورت در

و است بعد نامتناهͬ V آنگاه نباشد موجود V برداری فضای برای متناهͬ پایه�ای اگر که باشد داشته توجه

داریم:

dimV = ∞.

٣



به�صورت است تابعͬ نرم ͷی باشد، F میدان روی برداری فضای ͷی V کنیم فرض .٨.١ تعریف

باشد: زیر شرایط دارای به�طوریͺه ∥.∥ : V −→ [٠,∞)

.∥x∥ > ٠ ،x ∈ V هر برای .١

.x = ٠ اگر نتها و اگر ∥x∥ = ٠ .٢

.∥αx∥ = |α|∥x∥ ،α ∈ F و x ∈ V هر برای .٣

.∥x + y∥ 6 ∥x∥ + ∥y∥ ،x, y ∈ V هر برای .۴

مͬ�گویند. نرم شبه ͷی نرم به نباشد برقرار دوم شرط اگر .١.١ توجه

فضای آنگاه باشد، V روی دلخواه نرم ͷی هم ∥.∥ و F میدان روی برداری فضای ͷی V اگر .٩.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش (V, ∥.∥) با آن�را و گویند نرم�دار فضای ͷی را V برداری

اینصورت در باشند. v = (v١, v٢, · · · , vn) ∈ V و (Cn (یا V = Rn کنید فرض .١٠.١ تعریف

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به V روی ͷنرم-ی .١

∥v∥١ =
n∑

i=١

|vi|.

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به V روی اقلیدس١ͬ) نرم (یا نرم-دو .٢

∥v∥٢ =

√√√√ n∑
i=١

|vi|٢.

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به V روی نرم-بینهایت .٣

∥v∥∞ =
n

max
i=١

|vi|.

هم باشند. فضا این روی نرم دو ∥.∥η و ∥.∥µ و بعد متناهͬ نرم�دار فضای ͷی V کنید فرض .١١.١ تعریف

گاه هر گویند هم�ارز را ∥.∥η و ∥.∥µ نرم دو این�صورت در باشند. مثبت ثابت اعداد β و α کنید فرض چنین

α∥v∥µ ≤ ∥v∥η ≤ β∥v∥µ

برقرارند: زیر روابط صورت این در باشد. v ∈ V و (Cn (یا V = Rn کنید فرض .١.١ قضیه

١Euclidean

۴



.١

∥v∥٢ ≤ ∥v∥١ ≤
√

n∥v∥٢.

.٢

∥v∥∞ ≤ ∥v∥٢ ≤
√

n∥v∥∞.

.٣

∥v∥∞ ≤ ∥v∥١ ≤ n∥v∥∞.

هم�ارزند. ∥.∥∞ و ∥.∥٢ ،∥.∥١ ،١١.١ تعریف به توجه با لذا

داخلͬ ضرب فضای ٢.١

V روی داخلͬ ضرب باشد. F = C یا F = R میدان روی برداری فضای ͷی V فرض .١٢.١ تعریف

مͬ�کند. صدق زیر خواص در که است <,>: V × V → F تابع

باشیم: داشته v ∈ V هر برای بودن) مثبت معین (خاصیت .١

< v, v >≥ ٠ , < v, v >= ٠ ⇔ v = ٠

باشیم: داشته F = C برای متقارن) مزدوج (خاصیت .٢

< u, v >= < v, u >

باشیم: داشته F = R برای متقارن) (خاصیت و

< u, v >=< v, u >

باشیم: داشته r, s ∈ F و u, v ∈ V هر برای اول) مولفه�ی به نسبت خطͬ (خاصیت .٣

< ru + sv, w >= r < u, w > +s < v, w >

گویند. مختلط) (یا حقیقͬ داخلͬ فضایضرب را داخلͬ ضرب همراه به V مختلط) (یا حقیقͬ برداری فضای

زیر صورت به شده تعریف نقطه�ای ضرب یا استاندارد داخلͬ ضرب تحت Rn برداری فضای (١ .٢.١ مثال

مͬ�باشد: داخلͬ ضرب فضای

< (r١, r٢, · · · rn), (s١, s٢, · · · sn) >= r١s١ + · · · + rnsn

۵



گویند. بعدی n اقلیدسͬ فضای اغلب را Rn داخلͬ ضرب فضای

مͬ�باشد: داخلͬ ضرب فضای زیر صورت به تعریفشده استاندارد داخلͬ تحتضرب Cn برداری فضای (٢

< (r١, r٢, · · · rn), (s١, s٢, · · · sn) >= r١s١ + · · · + rnsn

گویند. بعدی n یͺانͬ فضای اغلب را داخلͬ ضرب فضای این

داخلͬ تحتضرب [a, b]بسته�ی بازه�ی روی مقدار مختلط پیوسته�ی توابع همه�ی ,C[aاز b]برداری فضای (٣

مͬ�باشد: مختلط داخلͬ ضرب فضای زیر

< f, g >=

∫
f(x)g(x)dx

مختلط) (یا حقیقͬ دنباله�های همه�ی از l٢ برداری فضای داخلͬ ضرب فضاهای مهم�ترین از ͬͺی .٣.١ مثال

خاصیت با (sn)∑
|sn| < ∞

مͬ�باشد: زیر داخلͬ ضرب تحت

< (sn), (tn) >=
∞∑

n=٠

sntn

نرم ٣.١

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به v ∈ V طول یا نرم باشد داخلͬ ضرب فضای V اگر

∥v∥ =
√

< v, v >

مͬ�کنیم. بیان را نرم خواص برخͬ حال .∥v∥ = ١ اگر است یͺه v بردار

.v = ٠ اگر وتنها اگر ∥v∥ = ٠ و ∥v∥ ≥ ٠ (١ .٢.١ قضیه

:v ∈ V و r ∈ F هر برای (٢

∥rv∥ = |r|∥v∥

:v, u ∈ V هر برای کشͬ-شوارتز) (نامساوی (٣

| < u, v > | ≤ ∥u∥∥v∥

۶



باشند. یͺدیͽر از اسͺالری مضرب v و u اگر وتنها اگر است برقرار تساوی و

:v, u ∈ V هر برای مثلثͬ) (نامساوی (۴

∥u + v∥ ≤ ∥u∥ + ∥v∥

باشند. یͺدیͽر از اسͺالری مضرب v و u اگر وتنها اگر است برقرار تساوی و

:v, u, x ∈ V هر برای (۵

∥u − v∥ ≤ ∥u − x∥ + ∥x − v∥

:v, u ∈ V هر برای (۶

|∥u∥ − ∥v∥| ≤ ∥u − v∥

:v, u ∈ V هر برای �الاضلاع) متوازی قانون ) (٧

∥u + v∥٢ + ∥u − v∥٢ = ٢∥u∥٢ + ٢∥v∥٢

ماتریس�ها فضای ۴.١

Aدارای گاه هر m×nگوییم مرتبه�ی از این�صورتAرا در باشد ماتریس ͷیA فرضکنید تعریف١٣.١.

باشد. ستون n و سطر m

n×n مربعͬ ماتریس Aرا mآنگاه = n اگر این�صورت در باشد ماتریس ͷیA فرضکنید تعریف١.١۴.

گویند.

که مͬ�دهیم Atنشان با ماتریسAرا ترانهاده�ی صورت این در .A ∈ Mm×n(R) فرضکنید تعریف١.١۵.

At ∈ Mn×m(R) Aآنگاه ∈ Mm×n(R) اگر لذا مͬ�آید. ماتریسAبدست ستون�های و تعویضسطرها از

بود. خواهد At = [aji] آنگاه A = [aij] اگر حال بود. خواهد

نشان A∗ با را A ماتریس مزدوج ترانهاده�ی صورت این در .A ∈ Mm×n(C) کنید فرض .١۶.١ تعریف

A مزدوج ماتریس ستون�های و سطرها تعویض از سپس و گرفته مزدوج آن درایه�های از ابتدا که مͬ�دهیم

آنگاه A = [aij] اگر حال بود. خواهد A∗ ∈ Mn×m(C) آنگاه A ∈ Mm×n(C) اگر لذا مͬ�آید. بدست

بود. خواهد A∗ = [āji]

.At = A∗ آنگاه A ∈ Mm×n(R) اگر که است واضح .٢.١ توجه

برابر و مͬ�دهند نمایش tr(A) با را A اثر این�صورت در .A ∈ Mn×n(R(C)) کنید فرض .١٧.١ تعریف

مͬ�کنند. تعریف اصلͬ قطر روی درایه�های مجموع با

٧



ماتریس�ها انواع

m×nمرتبه�ی از ماتریسصفر معمولا باشند. صفر آن درایه�های همه�ی استکه ماتریسͬ ماتریسصفر .١

مͬ�دهند. نمایش Om×n با را

ماتریس .m = ١ هرگاه است سطری و n = ١ گاه هر است ستونͬ A ∈ Mn×n(R(C)) ماتریس .٢

مͬ�گویند. ستونͬ یا سطری بردار به�ترتیب را ستونͬ یا سطری

طوریͺه به باشد داشته وجود B مانند مربعͬ ماتریس هرگاه گویند پذیر وارون را A مربعͬ ماتریس .٣

مͬ�دهند. نمایش A−١ نماد با را A ماتریس وارون .BA = I و AB = I

طوریͺه به باشد داشته وجود P مانند پذیر وارون ماتریس هرگاه گویند متشابه را Bو A ماتریس دو .۴

.A = P−١BP

L با را مثلثͬ پایین ماتریس .aij = ٠ ،i < j ازای به گاه هر گویند مثلثͬ پایین را A مربعͬ ماتریس .۵

مͬ�دهند. نمایش

U با را مثلثͬ بالا ماتریس .aij = ٠ ،i > j ازای به گاه هر گویند مثلثͬ بالا را A مربعͬ ماتریس .۶

مͬ�دهند. نمایش

ماتریس که است واضح .dij = ٠ باشیم داشته ،i ̸= j ازای به گاه هر است قطری D مربعͬ ماتریس .٧

است. مثلثͬ پایین هم و مثلثͬ بالا هم قطری

باشیم: داشته j و i هر ازای به گاه هر گویند همانͬ را A مربعͬ ماتریس .٨

dij =

 ٠ if i ̸= j

١ if i = j

مͬ�دهند. نمایش In×n با را همانͬ ماتریس

i > j + ١ که j و i هر ازای به گاه هر گویند هسنبرگ بالا را A ∈ Mn×n(R(C))ͬمربع ماتریس .٩

aij = ٠ باشیم داشته

|i − j| > ١ که j و i هر ازای به گاه هر گویند قطری سه را A ∈ Mn×n(R(C))ͬمربع ماتریس .١٠

.aij = ٠ باشیم داشته

(پاد متقارن پاد و A = At گاه هر گویند (هرمیتͬ) متقارن را A ∈ Mn×n(R(C)) مربعͬ ماتریس .١١

.A = −At گاه هر گویند هرمیتͬ)

٨



x ∈ Cn یا x ∈ Rn هر ازای به گاه هر گویند مثبت معین را A ∈ Mn×n(R(C)) مربعͬ ماتریس .١٢

باشیم: داشته

xtAx > ٠

گویند. مثبت معین نیمه را A آنگاه xtAx ≥ ٠ اگر و

.AAt = I گاه هر گویند متعامد را A ∈ Mn×n(R) مربعͬ ماتریس .١٣

.AA∗ = A∗A گاه هر گویند نرمال را A ∈ Mn×n(R) مربعͬ ماتریس .١۴

.A = A∗ گاه هر گویند هرمیتͬ را A ∈ Mn×n(C) مربعͬ ماتریس .١۵

.AA∗ = I گاه هر گویند یͺانͬ را A ∈ Mn×n(C) مربعͬ ماتریس .١۶

ماتریس رتبه�ی ١.۴.١

رتبه�ی را A ∈ Mm×n(R(C)) ماتریس خطͬ مستقل (ستون�های) سطرهای تعداد ماکزیمم .١٨.١ تعریف

گویند. A ماتریس ستونͬ) سطری(رتبه�ی

بدیهͬ مͬ�دهند. نشان rk(A) نماد با را آن و است برابر هم با A ماتریس ستونͬ و سطری رتبه�ی .٣.١ توجه

.rk(A) ≤ min{m,n} که است

یعنͬ: است ͷی رتبه�ی دارای utu ماتریس این�صورت در باشد سطری بردار ͷی u فرضکنید تعریف١٩.١.

rk(utu) = ١,

یعنͬ: است ͷی رتبه�ی دارای uut ماتریس این�صورت در باشد ستونͬ بردار ͷی u اگر حال

rk(uut) = ١.

. باشد rk(A) = min{m, n} گاه هر گویند کامل رتبه را A ∈ Mm×n(R(C)) ماتریس .٢٠.١ تعریف

گویند. ناقص رتبه را A ماتریس آنگاه باشد rk(A) < min{m,n} اگر حال

اگر است کامل رتبه A لذا باشد. کامل رتبه A اگر تنها و اگر است وارون�پذیر A مربعͬ ماتریس .٣.١ قضیه

باشد. det A ̸= ٠ اگر تنها و

یͺسانند. متشابه ماتریس�های رتبه�ی .۴.١ توجه

٩


