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آنان كه وجودم . خداي را بسي شاكرم كه از روي كرم، پدر و مادري فداكار نصيبم ساخته

برايشان همه رنج بود و وجودشان برايم همه مهر، توانشان رفت تا به توانايي برسم و رويشان 

آنان كه فروغ نگاهشان، گرمي كلامشان و روشني رويشان . سفيد گشت تا رويم سپيد بماند

. آنان كه راستي قامتم در شكستي قامتشان تجلي يافت. هاي جاوداني زندگي من استسرمايه

چرا كه اين دو . والديني كه بودنشان تاج افتخاري است بر سرم و نامشان دليليست بر بودنم

  .ام بودندوجود، پس از پروردگار مايه هستي

م و با دلي مملو از عشق، محبت و زناينك در برابر وجود گراميشان زانوي ادب بر زمين مي

  .حال اين برگ سبزي است تحفه درويش تقديم آنان. زنمخضوع بر دستشان بوسه مي
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  پيش گفتار

اين نظريه . پيرسون با الگويي قدرتمند آمار معاصر را تحت تاثير خود قرار داده است-نظريه نيمن

هاي جايگزين است، كه به منظور انتخاب از بين تصميم)  هامشاهده(ها مبتني بر استفاده از داده

هاي تصميم مختلف بر اساس ديدگاه روش در اين. گيردهاي مختلف آماري را در بر ميزميته

رويكرد ديگر در حل مسائل آماري استفاده از . شوندشان با يكديگر مقايسه ميهاي احتماليويژگي

هاي در اين رويكرد اعتقادات پيشين و زيان. ها به عنوان شواهد و محاسبه قدرت شواهد استداده

پيرسوني تفسير -هاي نيمناوان از از نتايج روشمتاسفانه فر. گيري نقشي ندارندناشي از تصميم

  .گيردشواهدي صورت مي

در فصل اول آن مباني استنباط شواهدي و چگونگي . نامه مشتمل بر چهار فصل استاين پايان

. ها به روش شواهدي شرح داده شده استشكل گيري آن و همچنين روش اجراي آزمون فرضيه

  .هايي داشته باشندشده است كه بايد يك سري ويژگيبراي اين منظور معيارهايي تعريف 

كنيم و با در نظر گرفتن دو معيار براي در فصل دوم استنباط شواهدي را در آمار بيز معرفي مي

. كنيمتعيين حجم نمونه در آزمون فرضيه پارامتري، حجم نمونه را قبل از اجراي آزمايش تعيين مي

هاي مختلف بايد ش شواهدي، فاكتور بيز است كه در آزموناساس انجام آزمون فرضيه بيزي به رو

  .محاسبه شود تا بتوانيم از طريق آن حجم نمونه مورد نظر را پيدا كنيم

هاي آميخته هاي برآورد پارامتر را در توزيعشويم و روشهاي آميخته ميدر فصل سوم وارد توزيع

از . هاي معمول متفاوت استها كمي با روشروش برآورد پارامتر در اين گونه توزيع. دهيمشرح مي
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دهيم و كنيم و يك روش را به طور مفصل توضيح ميبين چندين روش فقط به سه روش اشاره مي

  .شودها انجام مياي بين روشدر انتها مقايسه

ابتدا براي پارامتر نسبت . كنيمهاي آميخته بيان ميدر فصل چهارم آزمون فرضيه را براي توزيع

- كنيم و با استفاده از نسبت درستنمايي حجم نمونه را براي اين آزمون تعيين ميمون طرح ميآز

  .كنيمكنيم و در آخر هم روش اجراي آزمون همگني جامعه را بيان مي

هايي كه براي تعيين حجم نمونه انجام داده شده و همچنين براي برآورد پارامترهاي شبيه سازي

براي آشنايي بيشتر . انجام شده است 14نسخه  MAPLEافزار با نرم توزيع آميخته استفاده شده

  .ايمها را در پيوست قرار دادهنافزار، بعضي از آبا نحوه دستورات نرم

دانم از تمام كساني كه به نحوي همراه و همگام من بودند، از صميم قلب در پايان برخود لازم مي

هاي بسيار مفيدي داشتند و دكتر مهدي عمادي كه راهنماييويژه از آقاي تشكر و قدرداني كنم، به

همچنين از آقاي دكتر ارقامي كه استاد مشاور بودند . سازي كمك شاياني كردنددر كار شبيه

از گروه آمار دانشگاه فردوسي و دانشجويان رشته آمار كه همكاري لازم را داشتند . كنمقدرداني مي

  .كنمگزاري مينيز سپاس

    

  

  

  

  

  

  



 مباني استنباط شواهدي : فصل اول

  

 

5 

 

  

 

  

  

  

 

 

 

 اولفصل 

  

  

 

 

 

  مباني استنباط شواهدي

  

  

  



 مباني استنباط شواهدي : فصل اول

  

 

6 

 

  مقدمه 1-1

وجه مسلم زبان علوم گرديد و اكنون بدون آن حتي گامي كوچك در راه فيزيك نوين  ،زبان آمار

قواعد آن حتي المقدور  ؟كامل باشد ؟بايد داشته باشداما اين زبان چه مشخصاتي . توان برداشتنمي

اين زبان درحال تكامل . !در همه جا قابل استناد و مخاطرة آن معقول !سهل و خطاي آن كمترين

 .طي شدة يك قرن اخير است مراحلبوده است و آنچه امروز در دست ماست، شكل متكامل شده 

  ست است؟ اما بالواقع ادعاي تكامل اين زبان كاملاً در

داراي ... اگر آمار را همچون بقيه علوم مانند رياضيات، فيزيك، زيست شناسي، جامعه شناسي و 

توان مي.) است بهينههميشه انسان حقيقت جو به دنبال يك ديدگاه (هاي مختلف بدانيم گرايش

  :را به دو دسته شناخته شدهآن

  آمار بيز) ب          آمار كلاسيك  ) الف

 .دقسيم كرت

 ،ها داراي اشكالات عمده استباشد كه هر دوي اين نحلهاست اين مي برخي آماردانان چه ادعايآن

توسط برخي  هاي اخيرطي سال رهيافت جديدي از آمار ،كه در جهت برون رفت از اين اشكالات

كه به ، ي باشدسمرتفع كنندة برخي از اين اشكالات اسا دتواندانشمندان اين علم معرفي شده كه مي

موسوم است، هر آنچه در پي خواهد آمد، استوار كردن اين روش بر پايه  "آمار شواهدي " نگرش

علمي است، كه گهگاه در پي اين متدولوژي از قرباني  "شناخت شناسي "و "روش شناسي "هاي

ن بهتر يا به زبا اساسيو البته بعد از آن پرداختن به يك مسئله . كردن دو مكتب ديگر ابائي ندارد

  .از اهميت بالايي برخوردار است يعني تعيين حجم نمونه، مهمترين بخش فرآيند علمي آمار اولين و
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  گويد؟آمار شواهدي چه مي 1- 1-1
  

  :كند كهچنين پيشنهاد مي) 2مبدع استنباط شواهدي( 1در واقع ريچارد رويال  

  "از داده ها بپرسيد  "

اين جمله ساده، شايد به نظر بديهي مي رسد اما غفلت بزرگ آماردانان دقيقاً در همين نقطه و دور  

  .شدن از فلسفه علمي نيز بدان جهت است 

ها قرار است از يك فرضيه در مقابل فرضيه ديگر پشتيباني كنند بايد روش كار طوري باشد اگر داده 

سـئوال مقـدور نباشـد، يعنـي ابتـدا داده را بگيـريم بعـد ميـزان         اند، جواب دست نيامدههها بتا داده

پشتيباني را تعيين كنيم و اگر قبل از آن اقدام به چنين امـري كنـيم، امكـان ابطـال را از فرضـيات      

بنـابراين هـيچ راه كـاملاً     ،هاي موجود استاين همان اشكال اساسي به روش. آماري سلب كرده ايم

كـه در آن  )نسبت درسـتنمايي  (  rij يست، جز قانون درستنمايي كهقطعي جهت پشتيباني موجود ن

ها بـه  در آزمون فرضيه. )فصل شرح آن خواهد آمدهمين در (ها كاملاً مشخص شده است نقش داده

هاي تعيين استراتژي مشخص كردن احتمال خطاي نوع اول است، و سعي روش كلاسيك يكي از راه

 ـ.كه داراي كمترين احتمال خطاي نـوع دوم باشـد  بر اين است كه آزموني ارائه شود  ايـن  مطالعـه   اب

فصل شايد سوالي كه براي خواننده مطرح شود  اين باشد كه احتمالات پشـتيباني قـوي نادرسـت و    

دهـيم  اكنون به اين سوال پاسخ مـي  ؟ ماكنندپشتيباني ضعيف هنوز همان نقش را براي ما بازي مي

تمالات فقط در مرحله  برنامه ريزي اهميت دارد و پس از اخـذ  كه جواب منفي است چرا كه اين اح

هـاي مختلـف بـر اسـاس نسـبت      مشاهدات صرفاً تابع درستنمايي مطرح است و ميزان نسبي فرضيه

  .درستنمايي استوار مي باشد

                                                             
١) Royall, Richard 
٢
) Evidential Inference 
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) در محاسبه شـواهد آمـاري  (گيري و عدم رعايت آن بر استنباط نهايي در نتيجه قاعده توقف نمونه 

ooير است مثلاً اگر قرار بوده است با توجه به احتمالات بي تاث
MMWW ,,, نمـاد گـذاري كتـاب    (  11

به هر ( اخذ شود و در حين دريافت مشاهدات  nنمونه اي به حجم ) رويال جهت احتمالات مذكور 

در نحوه محاسـبه  گيري ادامه يابد، تاثير نمونه nنمونه متوقف شود يا بعد از  nقبل از ) دليل ممكن 

  .نخواهد داشت ) پشتيباني داده ها از يك فرضيه(شواهد آماري 

 هـاي روشتوان مدعي شد نظريه استنباط شـواهدي در قبـال فرضـيات آمـاري از     از اين جهت مي 

  . هاي بعدي نبسته استكند و راه را براي ابطال در آزمايشعلمي پيروي مي

لمي جديد است،كه به موازات نگرش نـوين فلسـفه علمـي    از اين جهت استنباط شواهدي شاهكار ع

علوم مختلـف يـا كشـفيات هـم      موازيالبته اين اتفاق چندان نادر نيست و حركت . رشد كرده است

هاي رياضـي و نسـبيت اينشـتين و صـدها     نيوتن و لايب نيتس در حساب ديفرانسيل يا روش(زمان 

  . است ل شدنكامبه كرات مبين حركت علمي به سمت ) مثال ديگر

توان چنين اظهار نظر كرد كه استنباط شـواهدي در عرصـه تفاسـير منطقـي از آمـار      در مجموع مي

كلاسيك بسيار پيش است ودر مقابل  تفسير با نظام استقرايي آمار كلاسيك ابزاري قوي در اختيـار  

  .كندرا حل ميدارد كه مشكل آن

-مـي  ،قابليت پرداخت مناسب سئوالات آمـاري را دارد د از اينكه مشخص شد زبان آمار شواهدي بع

مـورد   ل آتـي، وكـه در فص ـ  .توان جهت نيل به هدف، به معرفي اصول استنباط شـواهدي پرداخـت  

قابل ذكر است در اين فصل جز تقرير دوباره و نگارش مجدد به زبان ساده تر  .استفاده قرار مي گيرد

  .جديد انجام نشده استفرايندي  ،و مجمل از مباني استنباط شواهدي
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  اصل پشتيباني، اصول اوليه 2-1

قانون درستنمايي با اين كه براي اولين بار در . كنيماين بخش را با معرفي قانون درستنمايي آغاز مي

1توسط هكينگ 1965سال 
را به طور جدي براي اولين بار آنرويال  1997معرفي شد ولي در سال   

ها و همچنين نحوة استفاده از آن را در منبع ذكر شده متذكر شـده  ويژگيمطرح نمود و بسياري از 

  .است

  :2اصل درستنمايي

تــابع  2L(θ)از آزمــايش اول و  x تــابع درســتنمايي حاصــل از مشــاهده 1L(θ)فــرض كنيــد كــه 

. پارامتر مشترك در هر دو آزمايش است θاز آزمايش دوم باشد كه  yدرستنمايي حاصل از مشاهده 

اگر  
بايـد يكسـان    yو  xاز  θگاه هر گونـه اسـتنباط در مـورد    بستگي نداشته باشد آن θبه   (�)�2(�)�1

  .باشد

  :3قانون درستنمايي

 fi  ،(i=0,1)احتمـال  ) چگالي(داراي توزيعي با تابع  Hi تحت فرضية Xفرض كنيد بردار تصادفي 

 :عبارتست از H1به  H0در اينصورت نسبت درستنمائي . باشد

r = ��(�)�1(�) 

                                                             

 ١ ) Hacking 

 ٢ ) Likelihood Principle 

 ٣ ) Law of Likelihood 
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بـيش از   H0از ) X=xمشاهدة (ها  صورت پشتيباني دادهدر اين. است Xمقدار مشاهده شده  xكه  

ميزان ايـن   rباشد و مقدار  r >1 (r =1,r <1)است اگر  H1ها از  پشتيباني داده) كمتر از، برابر با(

 .دهد پشتيباني را نشان مي

نسـبت   راH1  در مقابـل  H0هـا از   ميـزان پشـتيباني داده  «  :معني قانون درستنمايي اين است كـه 

  .»كنددرستنمايي بيان مي

)  H1 در مقابل( H0داده ها از  اي. صفر است) H1در مقابل ( H0 ها ازيعني پشتيباني داده،  r=0اگر 

   .كنندپشتيباني نمي اصلا

دو حالـت   .كننـد پشتيباني مي  H1 در مقابل H0از %) 100(مشاهدات كاملاَ باشد، يعني  ∞=rاگر 

  .رسدخاص فوق كاملاَ معقول به نظر مي

پس بهتر  ،هدف ما انجام آزمون آماري است چوننسبت درستنمايي چه كمكي به ما مي كند؟  

  است در ابتدا سئوال كنيم چرا آزمون انجام مي دهيم؟

  :در زير آمده است  سه سوال پايه كه منجر به انجام آزمون مي شود

  )مناسب است Bعمل  H1 و تحت Aعمل H0  تحت(؟ Bرا انجام دهيم يا عمل  Aآيا عمل ) 1

  چقدر است؟) H1  يا( H0ميزان اعتقاد ما به درستي  )2

  كنند؟يباني ميپشت) H1در مقابل ( H0داده هاي مشاهده شده به چه ميزان از  )3

رد   H0گوييم واقع وقتي ميدر . ني مناسب هستندوپيرس –هاي نيمن آزمون 1براي جواب سوال  

 H0گوييم به اين علت مي ، ونداريم H0به نادرستي  % 100كه اطمينان ؛به اين معني است شد

 در غير اين صورت دليلي . انجام دهيم)  B و Aاز مجموعه دو عمل ( را  Bنادرست است كه عمل 
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بر اساس يك آزمون ، نادرست است H0  :در واقع گفتن جمله. باشدنادرست  H0ندارد كه حكم 

  .نادرست است ينوپيرس -نيمن

  چقدر است؟ )H0x =X  p|(در واقع مي پرسد  2سوال 

عليرغم (  بستگي دارد و در نتيجه P(H1)و  H0)P (جواب اين سوال به احتمالات پيشين  يعني

احتمالات پيشين جواب به شخص وابسته است چون  )سوال خوب و با ارزشي است 2اينكه سوال 

  .ذهني است

. بالا امكان پاسخگويي به آن نيستاما پاسخ سوال سوم شبيه پاسخ هاي اول ودوم نيست و با ابزار 

  .در اينجا بايد جواب را از استنباط شواهدي درخواست كرد

 ،شويم لازم است )كلاسيك و بيز( قبل از اينكه وارد ميدان هماوردي با دستاوردهاي گذشته آماري

-بدين منظور از نقاط قوت ابزار مذكور آغاز مي ،بزار جديد مكتب آمار شواهدي را بهتر بشناسيما

و سپس بي غرض و منصف ابزار  آنگاه امكانات و وسايل در اختيار را معرفي خواهيم نمود ،كنيم

  .هاي ديگر آماري را نيز مورد سنجش قرار خواهيم دادگرايش

به تعيين حجم نمونه به عنوان  گريزيكارآمد است  ،ابزار جديدپس از رسيدن به اين باور كه 

  .زدترين مسئله آمار خواهيم  اساسي

اكنون مختصري در مورد تاريخچه استنباط شواهدي و كارهايي كه در اين زمينه انجام شده صحبت 

 .كنيممي
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  تاريخچه استنباط شواهدي 3-1

شناسـي آمـار مطـرح گرديـده     در برخي متـون روان استنباط آماري  به روش شواهدي كه به تازگي 

هـا و الگـوي   است اشاره به رويكردي نوين در بحث استنباط آمـاري داردكـه صـرفا مبتنـي بـر داده     

هاي ذهني، شخصي و مواردي نظير باورهـاي پيشـين، و توابـع زيـان تـاثير      احتمالي بوده و از مولفه

  .پذيردنمي

رستنمايي است، اما علاوه بر اتكا بـه اصـل درسـتنمايي، ايـن     محور اصلي اين روش استنباط، تابع د

  . نام قانون درستنمايي متكي استشيوه استنباط به شدت بر اصل مشابه ديگري به

  :از جمله كارهاي انجام شده در زمينه استنباط شواهدي عبارتند از

اشـكالات منطقـي و   گـويي بـه   پاسـخ ) 2000(معرفي روش استنباط شـواهدي؛  ) 1997( :رويال -

  .هاي ناقصتفسير شواهد آماري با استفاده از مدل) 2003(آماري، استنباط شواهدي؛ 

بررسـي مفهـوم   ) 2002(اي بر اساس استنباط شواهدي؛ هاي دنبالهبررسي آزمون )1999( :1بلوم -

بررسـي دو الگـوي رگرسـيوني بـر اسـاس اسـتنباط       ) 2005(استنباط شواهدي با ذكر چند مثـال؛  

اندازه گيري شواهد آماري در ) 2008( ؛2شواهد آماري براي رگرسيون خطي كلي) 2007(شواهدي؛ 

  .ثمربخشي هزينه

  .گيرياستنباط شواهدي در بررسي نظريه نمونهكاربرد ) 2003( :3جورنستاد -

  

                                                             
١
)Blume 

٢
)General Linear Model 

٣
) Bjornstad 
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  .هاي بيزي سنجش قدرت شواهدمعرفي روش) 2005( :1گودمن -

هاي مركب بر اساس نظريـه  تصحيح نسبت درستنمايي در مورد فرضيه) 2001( :2فاستر و سوبر -

  .آكائيك

  .علت مفيد نبودن مقدار احتمال به عنوان معيار پشتيباني) 2008( :3هابرد و لينزي -

  .شواهد آماري در تحليل جدول توافقي) 2008( :4كتري و بالاكريشنان -

  .اي مركبهشواهد آماري براي فرضيه) 2008( :5بيكل -

  كارهاي انجام شده در ايران

  .هاي آماريبعضي از معيارهاي پشتيباني براي فرضيه) 2003( :عمادي و ارقامي -

  .هاي استنباط شواهدي براي ضريب رگرسيونمقايسه بعضي از روش) 1382( :حبيبي و ارقامي -

توزيـع  مستقل و هم هاي ركوردي با مشاهداتمقايسه داده) 2005( :ارقامي و احمديعمادي و  -

  .بر اساس استنباط شواهدي

پذيرش مدل بر اساس روش استنباط شـواهدي بـراي مقـادير    ) 2006( :پرست و عماديدوست -

  .ركوردي

  .ها و ركوردهاشواهد آماري بالقوه در آزمايش) 2007( :حبيبي و همكاران -

                                                             
١
) Goodman 

٢
) Farster and Sober 

٣
) Hubbard and Lindsay 

٤
) Kateri and Blakrishnan 

٥
) Bickel 
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  .بين ركوردهااستنباط شواهدي شواهدي ركوردها و زمان ) 2008( :آرشي و عمادي -

  كه مختصر معرفي شد چه ويژگيهايي دارد؟ rاما يگانه ابزار ما يعني 

  هاي نسبت درستنماييويژگي 4-1

در حقيقت نسـبت   ،ياستنباط بيزبا احتمالات پيشين و پسين در ) نسبت درستنمايي(  rارتباط  -

  .بخت پيشين بهدرستنمايي در آمار بيزي همان بخت پسين است 

-   r نسـبت   بـه عبـارت ديگـر   يعني مهم است كـه فرضـيه جانشـين چـه باشـد،       :است نسبي

  .نيز بستگي داردH1  بلكه به H0  درستنمايي نه تنها به

 باشد؟ 100يا بايد . است H1 و بر عليه H0  شواهد قوي بر لهr =10آيا  : r درجه بندي بودن -

  تا بتوان چنين ادعايي كرد

  H0پشتيباني بيشتر از  ⇐ r <1    فقط مي دانيم كه

                         1< r ⇐  پشتيباني بيشتر ازH1 

  

را مرز  32ضمناً  را مي توان به عنوان مرز بين پشتيباني ضعيف و پشتيباني قوي در نظر گرفت 8

از اين پس مرز ). 1997رويال ( .گيرندبين پشتيباني بسيار قوي و پشتيباني قوي در نظر مي 

  .دهيمنشان مي kپشتيباني قوي را با 

 Hjو  Hi  براي يك معيار پشـتيباني ايـن اسـت كـه نسـبت بـه       بعديويژگي مطلوب  :تقارن   -

به يك ميزان مشخص پشتيباني كنند بـا تعـويض    Hjنسبت به Hiها از يعني اگر داده. متقارن باشد
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داراي ايـن   rمسـلماً  . ها به همان ميزان و از همان فرضيه پشتيباني كنندباز هم داده Hj و Hiنقش 

  .ويژگي است

بايد معيار پشتيباني ) شودكم مي Hjو  Hiيعني تفاوت (ميل كند  Hj به Hi وقتي  :همگرايي  -

داراي   r،باشـد به سمت عددي ميل كند كه نشان دهنده پشتيباني يكسان و برابر از هر دو فرضـيه  

  .ستااين ويژگي 

 





=

=

11

00

:

:

θθ

θθ

H

H
             110 →⇒→ rθθ  

  

هـاي مشـاهده شـده بسـتگي     معيار پشتيباني بايـد بـه داده    :عدم بستگي به فضاي نمونه  -

داشته باشد نه به داده هايي كه مي توانسته اند مشاهده شوند و مشـاهده نشـده انـد، يعنـي معيـار      

به زبان ديگر معيار پشتيباني با اصل درستنمايي  ،داشته باشدبه فضاي نمونه بستگي نبايد پشتيباني 

  .داراي اين ويژگي است rبديهي است كه . سازگار باشد

  :سازگار بودن نسبي  -

باشد  kبزرگتر از  rكه نهايت ميل كند، تحت فرضيه صفر، احتمال اينوقتي حجم نمونه به سمت بي

باشد به  k/1كوچكتر از  rكه و وقتي فرضيه مقابل درست باشد، احتمال اين. به سمت يك ميل كند

  .سمت صفر ميل كند

   :در اصل درستنمايي  برقراري -

در واقع نسبت دو درستنمايي   rنسبت درستنمايي مسلماً در اصل درستنمايي صدق مي كند چون  

 .است و در نتيجه مستقيماً به تابع درستنمايي بستگي دارد
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را قبول دارند نتيجه آن اننشان داد كه اصل درستنمايي از دو اصل ديگر كه همگ 1962سال 1بيربام

  :اين دو اصل عبارتند از. مي شود

  2اصل بسندگي - 1

 3اصل مشروطي - 2

 اصلي مورد وثوق ،چرا كه اصل درستنمايي .نسبت درستنمايي استبزرگ براي  اين خود امتيازي 

كه با هر ابزاري  يعني ،پس خود ترازي جهت سنجش محسوب مي شود .براي غالب آماردانان است

راي چنين دادرستنمايي نسبت و داشت د مقبوليت بالايي خواه اًتشود قاعد مقايسهاصل درستنمايي 

  .خاصيتي است

) rبـر مبنـاي  (ها  كننده توسط داده  است كه احتمال شواهد قوي گمراه اين r ديگر ويژگي مطلوب -

 1-1ايـن ويژگـي در قضـيه     .باشد را بزرگتر اختيار كنيم اين احتمال كمتر مي  kكم است و هر چه

 .بيان شده است) 1997,رويال (

احتمـال  ) چگالي(داراي توزيعي با تابع  iHتحت فرضية  Xفرض كنيد متغير تصادفي :1-1قضيه 

if ،( )1,0=i در اينصورت داريم. باشد:  

 )الف
( )
( ) k

k
Xf

Xf
H

1

1

0
1

≤







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 )ب
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Xf
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0
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≤







<Ρ.  

                                                             
١
) Birnbaun 

٢) Sufficiency Principle 
٣) Conditionaly Principle 
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  بنا به نامسوي ماركف داريم: )اثبات الف

( )
( )

( )
( )

,1

0
1

1

0

1 k

Xf

Xf

k
Xf

Xf
H

H









Ε

≤







>Ρ  

  كه در آن

( )
( )

( )
( )

( )

( )

.1

0

1
1

0

1

0
1

=

=

⋅=







Ε

∫

∫

∈

∈

X

X

Sx

Sx
H

dxxf

dxxf
xf

xf

Xf

Xf

  

  پس داريم
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  توان نوشت مي: )اثبات ب
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  □.    شود سمت الف، قسمت ب نيز ثابت ميبا استدلالي مشابه استدلال ق

  

 

  


