
کامپیوتر و ریاضͬ علوم دانشͺده

ریاضͬ گروه

پایان�نامه

رشته در ارشد کارشناسͬ درجه دریافت برای

جبر گرایش محض، ریاضͬ

عنوان

حلقه�های در مینیمال اول ایدآل�های اعضای
تعویض�ناپذیر

راهنما استادان

آذرن البرز دکتر و کرمزاده امیدعلͬ پروفسور

پژوهشͽر

ख़مدیان ජ໑م

١٣٩٢



مریم نام: محمدیان دانشجو: خانوادگͬ نام

تعویض�ناپذیر حلقه�های در مینیمال اول ایدآل�های اعضای عنوان:

آذرن البرز دکتر و کرمزاده امیدعلͬ پروفسور راهنما: استادان

جبر گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

کامپیوتر و ریاضͬ علوم دانشͺده اهواز چمران شهید دانشͽاه:
٨٩ صفحات: تعداد ١٣٩٢ فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

٢-اولیه،NI-حلقه ی صفر،حلقه علیه مینیمال،مقسوم اول ایدآل کلیدی: واژگان

اگرچͺیده مͬ�نامیم ضعیف صفر مقسوم�علیه ͷی را a ∈ R مͬ�گیریم. نظر در حلقه عنوان به را R :
حلقه هر در که مͬ�دهد نشان مطلب این .rs ̸= ٠ و باشد ras = ٠ که r, s ∈ R باشد داشته وجود
نشان که دارند وجود مثال�هایͬ هستند ضعیف صفر مقسوم�علیه مینیمال اول ایدآل ͷی از اعضایͬ ،R
نه و چپ�اند صفر مقسوم�علیه نه که باشد عناصری شامل مͬ�تواند حلقه ͷی مینیمال اول ایدآل مͬ�دهند
اول ایدآل ͷی عناصر ،R مانند حلقه هر در که مͬ�دهیم نشان مقاله این در راست. صفر مقسوم�علیه
ͷی در مینیمال اول ایدآل اجتماع مقاله، این در هم�چنین، هستند. ضعیف صفر مقسوم�علیه مینیمال،

گرفته�اند. قرار بررسͬ مورد NI-حلقه�ها در مینیمال اول قویاً ایدآل�های اجتماع و ٢-اولیه حلقه�ی
نشان ترتیب به N(R) و N∗(R) ،N∗(R) شده�اند. گرفته نظر در ی�ͷدار مقاله این در حلقه�ها همه�ی

هستند. R پوچ�توان عناصر همه�ی مجموعه�ی و R پوچ ایدآل بزرگترین اول، رادیͺال دهنده�ی
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චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
صمیمانه کرم�زاده، دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر
آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که نامداری مهرداد دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی
طول تمامͬ در که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه مهربانم اساتید تمامͬ از که مͬدانم لازم هم�چنین
اینجانب پیشرفت برای را زمینه و داده قرار عنایت و لطف مورد مرا خود شائبهی بͬ های ͷکم با تحصیل

آوردهاند. فراهم
ثمر به دلیل ایشان استادانه�ی رفتار و منش که حریزاوی حبیب دکتر آقای جناب از فراوان سپاس با و

بود. نامه پایان این رسیدن

ජ໑مख़مدیان
۱۳۹۲
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پیشͽفتار

این هستند. جالبͬ خاصیت دارای مینیمال اول ایدآل�های پذیر، تعویض حلقه�های در اول ایدآل�های بین در

در مینیمال اول ایدآل ͷی P اگر دقیق�تر به�طور یا است صفر علیه مقسوم مینیمال، اول ایدآل عضو هر که

و anb = ٠ به�طوری�که n طبیعͬ عدد ͷی و دارد وجود b ∈ R\P ͷی آن�گاه باشد، R پذیر تعویض حلقه

حلقه�های در پس .(ab)n = anbn = ٠ ⇒ ab = ٠ داشت خواهیم باشد یافته کاهش حلقه اگر نتیجه در

در مطلب این عͺس حقیقت ودر است. ab = ٠ که b ∈ R\P دارد وجود a ∈ P هر برای یافته کاهش

و اگر است مینیمال اول P آن�گاه باشد، اول ایدآل ͷی P اگر یعنͬ است. درست نیز یافته کاهش حلقه�های

آن�گاه نباشد، مینیمال P اگر زیرا .ab = ٠ که باشد داشته وجود b ∈ R\P ͷی a ∈ P هر برای اگر تنها

نتیجه در ab = ٠ ∈ Q و ab = ٠ که a ∈ R\P که کنیم فرض و Q ⊂ P که دارد وجود Q اول ایدآل ͷی

مͬ�رسیم. تناقض به و b ∈ P است.یعنͬ b ∈ Q

شده سعͬ مقاله این نیست.در درست لزوماً ناپذیر تعویض حلقه�های در اول ایدآل�های برای موضوع این

بررسͬ کلͬ حلقه�های برای را بالا نتایج همین و شود تعریف عناصر برای صفر علیه مقسوم نوع ͷی است

کنیم.

١



١ فصل

جبر از مقدماتͬ

مقدماتͬ قضایای و تعاریف ١.١

خاصیت�های دارای که . و + عمل دو با Rهمراه ناتهͬ مجموعه�ی از است عبارت حلقه ͷی .١.١.١ تعریف

است: زیر

است؛ خنثͬ عضو با آبلͬ گروه ͷی (R : +) (١

است؛ نیم�گروه ͷی (R : .) (٢

یعنͬ؛ است، برقرار توزیع�پذیر قوانین a, b, c ∈ R هر برای (٣

(a+ b)c = ac+ bc, a(b+ c) = ab+ ac.

هر برای یعنͬ؛ باشد، تعویض�پذیر نیم�گروه ͷی (R, .) اگر گوییم، تعویض�پذیر را R حلقه .٢.١.١ تعریف

.ab = ba باشیم داشته a, b ∈ R

است. تعویض�ناپذیر R حلقه مͬ�گوییم نباشد تعویض�پذیر (R, .) اگر



٣ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١.١

است تعویض�ناپذیر حلقه ͷی کواترنیون�ها حلقه اما است تعویض�پذیر حلقه�ای Z اعدادصحیح مثال برای

است. تعویض�ناپذیر�� حلقه از نمونه�ای مدول�ها درون�ریختͬ�های حلقه هم��چنین

١ · a = a · ١ = a ،a ∈ R هر برای هرگاه مͬ�نامیم، R حلقه واحد عنصر را ١ ∈ R عنصر .٣.١.١ تعریف

با همراه S هرگاه نامیم، R زیرحلقه را S ی مجموعه زیر باشد حلقه ͷی R کنیم مͬ فرض .۴.١.١ تعریف

باشد. ͬͺی S و R ضربͬ همانͬ عضو و باشد حلقه ͷی ،R حلقه اعمال

این�صورت در a ∈ R و باشد حلقه ͷی R کنیم مͬ فرض .۵.١.١ تعریف

a٢؛ = a هرگاه مͬ�نامیم، R خودتوان عنصر ͷی را a (١

an؛ = ٠ که باشد داشته وجود n ∈ N اگر مͬ�گوییم پوچ�توان عنصر ͷی را a (٢

مͬ�دهیم. نمایش N(R) با را R حلقه�ی پوچ�توان عناصر تمام مجموعه

موجود b ∈ R عضو و باشد واحددار R حلقه اگر گوییم، R حلقه (راست) چپ معͺوس�پذیر را a (٣

ab)؛ = ١) ba = ١ که باشد

باشد؛ راست و چپ معͺوس�پذیر اگر گوییم، معͺوس�پذیر را a (۴

ab؛ = ٠ که باشد داشته وجود R در b ̸= ٠ عنصر اگر گوییم، چپ صفر مقسوم�علیه ͷی را a (۵

ba؛ = ٠ که باشد داشته وجود R در b ̸= ٠ عنصر اگر گوییم، راست صفر مقسوم�علیه ͷی را a (۶

باشد؛ راست صفر مقسوم�علیه هم و چپ صفر مقسوم�علیه هم a اگر گوییم، صفر مقسوم�علیه ͷی را a (٧



۴ جبر از مقدماتͬ .١

راست صفر مقسوم�علیه نه و باشد چپ صفر مقسوم�علیه نه هرگاه مͬ�نامیم، منظم عنصر ͷی را a (٨

باشد؛

.ab = ba باشیم داشته b ∈ R هر برای هرگاه گوییم، مرکزی عنصر ͷی را a (٩

چپ پوچ�ساز این�صورت در باشد، R زیرمجموعه�ی ͷی X و حلقه ͷی R کنید فرض .۶.١.١ تعریف

مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به و مͬ�دهیم نمایش (annr(X))annl(X) با را X مجموعه�ی راست) )

annr(X) = {r ∈ R|∀x ∈ X xr = ٠}, annl(X) = {r ∈ R|∀x ∈ X rx = ٠}.

خاص ایدآل�های و حلقه�ها ٢.١

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را o جدید ضرب عمل باشد حلقه ͷی (R,+, .) کنیم فرض .١.٢.١ تعریف

∀a, b ∈ R, aob = b.a

Rop با و مͬ�نامیم R متقابل حلقه را o و (R در جمع (همان + جمع عمل با R مجموعه صورت این در

مͬ�دهیم. نمایش

باشد. حلقه ͷی R کنید فرض .٢.٢.١ تعریف

نماید ایجاب a · b = ٠ و ١ ̸= ٠ و باشد تعویض�پذیر R هرگاه مͬ�شود، خوانده صحیح دامنه R حلقه (١

,a؛ b ∈ R هر برای b = ٠ یا a = ٠

a ∈ R ناصفر عضو هر برای آن در که باشد صحیحͬ دامنه R هرگاه مͬ�شود، نامیده میدان R حلقه (٢

a.١−a؛ = a · a−١ = ١ که به�قسمͬ a−١ ∈ R چون عضوی باشد داشته وجود



۵ خاص ایدآل�های و حلقه�ها .٢.١

ab = ٠ و a, b ∈ R هر برای و باشد تعویض�ناپذیر حلقه�ای R هرگاه مͬ�شود، نامیده دامنه R حلقه (٣

b؛ = ٠ یا a = ٠ کند ایجاب

باشد؛ وارون�پذیر آن در ناصفر عضو هر هرگاه مͬ�شود، نامیده تقسیم حلقه ͷی R یͺدار حلقه (۴

باشد؛ خودتوان آن عضو هر هرگاه مͬ�شود، نامیده بولͬ حلقه ͷی R حلقه (۵

b ∈ R عنصر و a ∈ R هر ازای به هرگاه مͬ�نامیم، نیومن) فون (منظم منظم حلقه ͷی را R حلقه (۶

aba؛ = a که باشد داشته وجود

در است. منظم حلقه�ی ͷی تقسیم حلقه هر هم�چنین است. منظم حلقه ͷی بولͬ حلقه�ی هر .٣.٢.١ مثال

است. وارون�پذیر نباشد صفر مقسوم�علیه که عضوی هر منظم حلقه�ی

باشد، حلقه ͷی R کنیم مͬ فرض .۴.٢.١ تعریف

هرگاه مͬ�شود، خوانده R (راست) چپ ایدآل ͷی R از I ناتهͬ زیرمجموعه�ی الف)

+a؛ b ∈ I ،R در b و a هر برای (١

.(ar ∈ I)ra ∈ I آن�گاه ،r ∈ R و a ∈ I اگر (٢

است آشͺار نامیم. مͬ ایدآل ͷی را آن باشد راست ایدآل هم و چپ ایدآل هم I صورتͬ�که در

هستند. منطبق هم بر تعویض�پذیر حلقه در راست و چپ ایدآل

آن�گاه باشد، تعویض�پذیر حلقه ͷی R اگر ب)

aR = {x ∈ R| x = ar Rدر {برایrای



۶ جبر از مقدماتͬ .١

مͬ�دهیم. نشان (a) نماد با و مͬ�نامیم a توسط شده تولید اصلͬ ایدآل آن�را که است ایدآل ͷی

< X > شͺل به را X زیرمجموعه�ی وسیله�ی به شده تولید R حلقه�ی از طرفه) ایدآل(دو .۵.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان < a > نماد با باشد شده تولید a ∈ R عنصر وسیله�ی به اگر که مͬ�نویسیم

ایدآل�های R از ذیل زیرمجموعه�های هستند، R در ایدآل�هایͬ J و I و حلقه ͷی R فرضکنید .۶.٢.١ گزاره

هستند؛ R

I؛ ∩ J الف)

I؛ + J = {x ∈ R | J در b و I در a هر برای ، x = a+ b} ب)

.I · J = {
∑n

i=١ aibi|ai ∈ I, bi ∈ J, n ∈ Z+} ج)

A ایدآل هر ازای به و باشد R ی سره ایدآل P هرگاه گوییم، اول را R حلقه�ی در P ایدآل .٧.٢.١ تعریف

R در B و

AB ⊂ P ⇒ A ⊂ P یا B ⊂ P

ab ∈ P ،a, b ∈ P هر برای آن�گاه باشد، تعویض�پذیر حلقه R و اول ایدآل ͷی P هرگاه .٨.٢.١ گزاره

.b ∈ P یا a ∈ P که مͬ�دهد نتیجه

مͬ�دهیم. نشان spec(R) با و نامیم R طیف را R حلقه اول ایدآل�های تمام مجموعه

باشد اول ایدآل ͷی (٠) اگرایدآل تنها و اگر است صحیح دامنه ͷی R پذیر تعویض ی حلقه .٩.٢.١ گزاره



٧ خاص ایدآل�های و حلقه�ها .٢.١

شود. مراجعه [١۵] مرجع به برهان.

دارد. اول ایدآل ͷی دست�کم تعویض�پذیر حلقه�ی هر .١٠.٢.١ قضیه

شود. مراجعه [۴] مرجع به برهان.

مورد تعریف ،ͷی هر که شویم مͬ روبرو تعریف دو با اول، ایدآل�های برای ناپذیر تعویض حالت در

دهد. مͬ تعمیم را پذیر تعویض حلقه�های برای استفاده

، a, b ∈ P هر برای اگر گوییم اول کاملا́ را R ناپذیر تعویض حلقه از P ایدآل .١١.٢.١ تعریف

ab ∈ P ⇒ a ∈ P یا b ∈ P

هر�گاه نامیم، مͬ اول را R از P سره�ی ایدآل باشد ناپذیر تعویض حلقه R مͬ�کنیم فرض .١٢.٢.١ تعریف

R از B و A ایدآل�های همه�ی برای

AB ⊂ P ⇒ A ⊂ P یا B ⊂ P

a, b ∈ P هر ازای به اگر این�صورت، در باشد R حلقه در سره�ای ایدآل P کنید فرض .١٣.٢.١ گزاره

ab ∈ P ⇒ a ∈ P یا b ∈ P,

مͬ�نامیم. اول ایدآل ͷی را P آن�گاه

باشد. اول کاملا́ ایدآل ͷی (٠) هر�گاه گوییم، دامنه را R ناپذیر تعویض حلقه�ی .١۴.٢.١ گزاره

شود. مراجعه [۶] مرجع به برهان.



٨ جبر از مقدماتͬ .١

R اول ایدآل�های از اشتراکͬ هرگاه است اول نیم R ناپذیر تعویض حلقه�ی از سره ایدآل .١۵.٢.١ تعریف

باشد.

R اول رادیͺال را R اول ایدآل�های همه اشتراک آن�گاه باشد، تعویض�پذیر حلقه�ای R اگر .١۶.٢.١ تعریف

است. R از ایدآلͬ که N∗(R) نماد با را آن و مͬ�نامیم

را I رادیͺال آن�گاه باشد، R ایدآل ͷی I و یͺدار و تعویض�پذیر حلقه ͷی R هرگاه .١٧.٢.١ تعریف

ͷی
√
I که داد نشان مͬ�توان سادگͬ به مͬ�کنیم. تعریف

√
I = {r ∈ R| ∃ n ∈ N , rn ∈ I} به�صورت

مͬ�باشد. I شامل که است R ایدآل

√
I =

∩
I⊂P∈spec(R) P آن�گاه باشد، R حلقه ایدآل ͷی I اگر .١٨.٢.١ قضیه

شود. مراجعه [١۵] مرجع به برهان.

R پوچ رادیͺال را آن و دهیم مͬ نمایش √٠ نماد با را
√

{٠} آن�گاه Iباشد، = {٠} که صورتͬ در

مͬ�نامیم.

√
٠ = {x ∈ R| ∃ n ∈ N ;xn = ٠} = N(R)

است. برابر R پوچ�توان عناصر مجموعه با √٠ پذیر تعویض حلقه�های در که کنید توجه

برابراست که دهند، مͬ نشان
√

{٠} نماد با آن�را که R پذیر تعویض حلقه�ی پوچ رادیͺال .١٩.٢.١ قضیه

√٠ =
∩

I⊂P∈spec(R) P با

شود. مراجعه [١۵] مرجع به برهان.



٩ خاص ایدآل�های و حلقه�ها .٢.١

صورت این در باشد. R حلقه چپ ایدآل ͷی I باشدو حلقه ͷی R کنید فرض .٢٠.٢.١ تعریف

نباشد؛ R حلقه چپ ایدآل هیچ شامل سره طور به و I ̸= ٠ اگر گوییم، چپ مینیمال ایدآل ͷی را I (١

مخالف و R چپ ایدآل هیچ مشمول سره طور به و I ̸= R هرگاه گوییم، چپ ماکسیمال ایدآل را I (٢

نباشد؛ R با

Ik؛ = ٠ طوری�که به باشد موجود k ∈ N هرگاه گوییم، چپ پوچ�توان ایدآل ͷی را I (٣

باشد؛ چپ پوچ�توان I عضو هر هرگاه گوییم، چپ پوچ ایدآل را I (۴

باشد؛ I٢ = I هرگاه گوییم، خودتوان ایدآل را I (۵

مͬ�شوند. بیان نیز ایدآل�ها و راست ایدآل�های برای مشابه روش به فوق مفاهیم

ایدآل پوچ، ایدآل ͷی کلͬ حالت در است.البته پوچ ایدآل ͷی آن�گاه باشد، توان پوچ ایدآل I اگر شود توجه

نیست. توان پوچ

مͬ�نامیم، I سره�ی ایدآل روی مینیمال اول ایدآل ͷی Rرا تعویض�پذیر حلقه در P اول ایدآل تعریف٢١.٢.١.

.P = Q آن�گاه ،I ⊆ Q ⊆ P که باشد اولͬ ایدآل Q اگر و I ⊆ P که صورتͬ در

مͬ�دهیم. نمایش Min(I) با را I روی مینیمال اول ایدآل�های تمام مجموعه�ی

گوییم، R حلقه مینیمال اول ایدآل ͷی Q باشد. R حلقه�ی در اولͬ ایدآل Q کنیم فرض .٢٢.٢.١ تعریف

با را R حلقه�ی مینیمال اول ایدآل�های مجموعه�ی .P = Q آن�گاه ،P ⊆ Q که باشد اولͬ ایدآل P اگر

گویند. مینیمال اول ایدآل را < ٠ > ایدآل روی مینیمال اول ایدآل دیͽر بیان به مͬ�دهیم. نمایش Min(R)



١٠ جبر از مقدماتͬ .١

مینیمال اول ایدآل�های نشان�دهنده Min(I) Rو تعویض�پذیر حلقه سره�ی ایدآل I فرضکنید .٢٣.٢.١ قضیه

√
I =

∩
P∈Min(I) P صورت این در باشد I

شود. مراجعه [١۵] به برهان.

است. مینیمال اول ایدآل ͷی شامل ،R حلقه در P اول ایدآل هر .٢۴.٢.١ قضیه

است. ناتهͬ A نتیجه در است، P شامل که باشد R اول ایدآل�های از مجموعه ͷی A مͬ�کنیم فرض برهان.

پایین کران ͷی دارای T ⊆ A زنجیر هر دهیم نشان که شرطͬ به کنیم، استفاده A در زورن لم از مͬ�توانیم

واضح و است R از ایدآل ͷی Q = ∩P مجموعه P ∈ T هر برای است، زنجیر ͷی T چون است. A در

فرض .xRy ⊆ Q ، x, y ∈ R هر برای پس است اول ایدآل Q که مͬ�کنیم ادعا Q.حال ⊆ P که است

و x /∈ P ′′ داریم .P ′′ ⊆ P ′ که P ′′ ∈ T و P ′ ∈ T دارد وجود بنابراین x /∈ P پس x /∈ Q مͬ�کنیم

که کردیم ثابت پس y ∈ Q چون و T از P ′′ عناصر تمام برای y ∈ P ′′ که جایͬ آن xRyاز ⊆ Q ⊆ P ′′

A در اولͬ ایدآل زورن لم به بنا پس است T برای پایین کران ͷی Q و Q ∈ A نتیجه در است اول ایدآل Q

است مینیمال A ایدآل�های میان در که دارد وجود

برای آن�گاه باشد. R از مینیمال اول ایدآل P و باشد تعویض�پذیر حلقه ͷی R کنید فرض .٢۵.٢.١ گزاره

.xny = ٠ داریم n ∈ N ͷی برای که به�طوری ، R\P از ای y دارد وجود P از x هر

دارد وجود y ∈ R\P که دهیم مͬ نشان xباشد. ∈ P و مینیمال اول ایدآل ͷی P کنیم فرض برهان.

باشیم داشته n ∈ N هر برای مͬ�کنیم فرض اثبات برای .xny = ٠ داریم n ∈ N ͷی برای به�طوری�که



١١ خاص ایدآل�های و حلقه�ها .٢.١

مͬ�دهیم قرار حال مͬ�رسیم. تناقض به و مͬ�دهیم xnyنشان ̸= ٠

S = {xny : y ∈ R\P , n ∈ N},

Q ∩ S = ϕ که طوری به دارد وجود Q اول ایدآل پس است. ضربͬ بسته�ی مجموعه�ی ͷی S وضوح به

نوشت مͬ�توان حال R\P ⊆ S پس y = y · ١ = y٠ ∈ S داریم y ∈ R\P هر برای اما

Q ∩ S = ϕ ⇒ Q ⊆ R\S ⊆ P ⇒ Q ⊆ P

.x ∈ Q آن�گاه x ∈ P = Q اگر زیرا است. تناقض این که P = Q بنابراین است. مینیمال اول ایدآل P اما

صفر مقسوم�علیه ͷی x بنابراین است، ممͺن غیر که x ∈ Q ∩ S = ϕ پس x = x · ١ ∈ S طرفͬ از

است.

هر ازای به هرگاه مͬ�نامیم، R تعویض�پذیر حلقه ماکسیمال ایدآل ͷی را M سره ایدآل .٢۶.٢.١ تعریف

کند. ایجاب را A = R یا M = A تساوی دو از ͬͺی ،M ⊂ A ⊂ R شمول رابطه�های A مانند R ایدآل

است. ماکسیمال ایدآل ͷی شامل یͺدار تعویض�پذیر حلقه هر .٢٧.٢.١ قضیه

شود. مراجعه [١٣] به برهان.

باشد. داشته ماکسیمال ایدآل ͷی تنها هرگاه مͬ�نامیم، موضعͬ را R تعویض�پذیر حلقه .٢٨.٢.١ تعریف

N∗(R) نماد با آن�را و گوییم R پوچ رادیͺال را R حلقه پوچ ایدآل�های از جمعͬ حاصل .٢٩.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان



١٢ جبر از مقدماتͬ .١

وبزرگترین Rاست حلقه پوچ ایدآل ͷیN∗(R)این�صورت باشد.در Rیͷحلقه فرضکنید .٣٠.٢.١ قضیه

است. R پوچ ایدآل

R در In, ..., I١ پوچ ایدآل�های و n ∈ N هر برای این�صورت در باشد. a ∈ N∗(R) مͬ�کنیم فرض برهان.

عضو ͷی aپس است R حلقه پوچ ایدآل ͷی I١+ ...+ In که a ∈ I١+ ...+ In که طوری به دارند وجود

حلقه ͷی R کنیم فرض ادامه در است. R حلقه پوچ ایدآل ͷی N∗(R) بنابراین مͬ�باشد. R حلقه پوچ�توان

مͬ�دهیم قرار باشد،

T = {A : است R پوچ ایدآل ͷی A}

از ایدآلͬ ،
∪

i∈I Ai باشد T در زنجیری {Ai}i∈I کنید فرض حال است T ̸= ٠ بنابراین (٠) ∈ T چون

پس است پوچ Aj چون .x ∈ Aj که دارد وجود jی ∈ I پس ،x ∈
∪

i∈I Ai کنید فرض حال است. R

T در {Ai} برای بالا کران ͷی
∪

i∈I Ai است. پوچ ایدآل
∪

i∈I Ai بنابراین .xn = ٠ که هست nی ∈ N

ͷی T ماکسیمال عضو هر که است واضح پس است ماکسیمال ایدآل دارای T زورن لم به بنا حال است.

ایدآل ͷی B کنید فرض است. A مانند ماکسیمال پوچ ایدآل دارای R بنابراین است. ماکسیمال پوچ ایدآل

داریم .x = a+ b که دارند وجود b ∈ B و a ∈ A آ�ن�گاه ، x ∈ A+B و R حلقه�ی از پوچ

a ∈ A // ∃n ∈ N an = ٠ b ∈ B // ∃m ∈ N bm = ٠

نوشت مͬ�توان پس

[(a+ b)n]m = ٠ ⇒ xmn = ٠,



١٣ وM-سیستم ضربͬ بسته مجموعه�ی .٣.١

A پس .B ⊆ A نتیجه در .A ⊆ A + B و است ماکسیمال پوچ ایدآل A بنابراین است پوچ A + B پس

باشد. R پوچ ایدآل بزرگترین باید بنابراین است ماکسیمال پوچ ایدآل تنها

.N∗(R) ⊆ N∗(R) ⊆ N(R) داریم همواره این�صورت باشد.در حلقه R کنید فرض .٣١.٢.١ قضیه

N∗(R) ⊆ N∗(R) ،N∗(R) تعریف به توجه با است R حلقه پوچ ایدال ͷی N∗(R) که مͬ�دانیم برهان.

.N∗(R) ⊆ N(R) که است واضح است.

هر برای آن�گاه R حلقه عناصر از پوچ�توان عناصر تمام با باشد برابر N∗(R) کنید فرض .٣٢.٢.١ قضیه

معادلند: زیر گزاره�های P ∈ spec(R)

است؛ مینیمال اول ایدآل P الف)

N(P؛ ) = P ب)

است. b ∈ R\P که است پوچ�توان ab ،a ∈ P هر برای ج)

�سیستمmو ضربͬ بسته مجموعه�ی ٣.١

بسته�ی زیرمجموعه�ی را S باشد. R پذیر تعویض ی حلقه از ای زیرمجموعه S کنید فرض .١.٣.١ تعریف

باشند: برقرار زیر شرایط هر�گاه نامند ، R حلقه�ی از ضربͬ

١ ∈ S (١

∀a, b ∈ S =⇒ ab ∈ S (٢



١۴ جبر از مقدماتͬ .١

است. ضربͬ بسته�ی مجموعه�ی ͷی پذیر وارون عناصر مجموعه�ی پذیر تعویض حلقه هر در .٢.٣.١ مثال

ضربͬ بسته�ی مجموعه�ی ͷی S = R\ P باشدآن�گاه R پذیر تعویض حلقه�ی اول ایدآل P اگر .٣.٣.١ مثال

است.

از ضربͬ بسته�ی مجموعه�ی ͷی S = R\
∪

i∈I P آن�گاه باشد، ایدآل�ها از خانواده�ای {Pi}i∈I اگر همچنین

است. R

باشد ضربͬ بسته�ی مجموعه�ی S باشدو R پذیر تعویض حلقه�ی سره�ی ایدآل I کنید فرض .۴.٣.١ قضیه

و I ⊆ P به�طوری�که دارد وجود P اول ایدآل این�صورت باشد.در تهͬ I ایدآل با آن اشتراک به�طوری�که

.P ∩ S = ⊘

شود. مراجعه [١۵] مرجع به برهان.

بابرابر آن اول ایدآل�های همه اشتراک آن�گاه باشد، پذیر تعویض حلقه ͷی R کنید فرض .۵.٣.١ قضیه

است. آن توان پوچ عناصر مجموعه�ی

قسمͬ به دارد، وجود n ≥ ١ طبیعͬ عدد ، a ∈ A اگر مͬ�نامیم. A را R توان پوچ عناصر مجموعه برهان.

ایدآل هر به a پس a؛ ∈ P که مͬ�یابیم در استقرا به و ٠ = an ∈ P باشد R اول ایدآل P اگر .an = ٠ که

نشان حال .A ⊆ N∗(R) و است متعلق N∗(R) یعنͬ ، R اول ایدآل�های تمام اشتراک به نتیجه در و R اول

نمͬ�تواند رو این از و نیست متعلق R اول ایدآل ͷی به کم دست نباشد، توان پوچ x ∈ R اگر که مͬ�دهیم

و است ضربͬ بسته�ی مجموعه�ی ͷی وضوح به که را {١, x, x٢, ...} باشد.مجموعه�ی N∗(R) عضو ͷی



١۵ وM-سیستم ضربͬ بسته مجموعه�ی .٣.١

که قسمͬ به دارد وجود P چون اولͬ ایدآل ، ۴.٣.١ قضیه موجب به مͬ�گیریم. نظر در ٠ /∈ S آن بر علاوه

و مͬ�باشد R توان پوچ عناصر تمام از متشͺل N∗(R) بنابراین x؛ /∈ P که است لازم پس ، S ∩ P = ϕ

.N(R) = N∗(R)

حلقه که حالتͬ در اما نیست R حلقه پوچ�توان عضوهای تمام شامل N∗(R) کلͬ در�حالت شود توجه

مͬ�شود. R پوچ�توان عضوهای تمام مجموعه N∗(R) باشد تعویض�پذیر R

(∀n) و a١ = a که a١, a٢, a٣, ... دنباله هر اگر گوییم توان پوچ قویاً را R حلقه از a عنصر .۶.٣.١ تعریف

باشد. شود، صفر سرانجام an+١ ∈ anRnan ،

برابر R از توان پوچ قویاً عناصر تمام مجموعه با N∗(R) آن�گاه باشد حلقه ͷی R کنید فرض .٧.٣.١ گزاره

است.

نیست، صفر شامل که a شامل M نام به m-سیستم ͷی بنابراین .a /∈ N∗(R) مͬ�کنیم فرض ابتدا برهان.

a١, a٢, a٣, ... دنباله آن�گاه .an+١ ∈ (anRan)∩M داریم استقرا با و باشد a١ = a کنید دارد.فرض وجود

نیست. توان پوچ قویاً a مͬ�گیریم.بنابراین نظر در را نیستند، صفر هیچͺدام که

که صفر غیر عناصر از M = {ai : i ≥ ١} مجموعه نباشد، توان پوچ قویاً a مͬ�کنیم فرض برعͺس برای

، ٠ /∈ M چون است، m-سیستم ͷی M است واضح که همانطور دارد. وجود an+١ ∈ (anRan) ∩M

.a /∈ N∗(R) مͬ�دهد نتیجه که

هر�گاه؛ گوییم، R\{٠} از زیرمجموعه به را R حلقه�ی در S m-سیستم .٨.٣.١ تعریف


