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چیده

:جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات مسائل حل رساله، این در اصل هدف



∂αU

∂tα
= C٢∇٢U + F (X, t); X ∈ Ω ⊂ Rd;٠ < t < tmax, α = ٠,١,٢ , d = ١,٢,

∂kU

∂tk
(X,٠) = fk(x); X ∈ Ω , k = ٠,١,

U(X, t)|∂Ω = g(t); ٠ ≤ t ≤ tmax,

∂U

∂n
(X, t)|∂Ω = h(t); ٠ ≤ t ≤ tmax,

م�باشد. معلوم توابع fk ،hو g،F آن در که است مشتق تبدیل و آدومیان تجزیه روش دو به

بردار n، Ω بستار Ω، d = ١,٢ ؛ Rd از Ω ناحیه هموار و بسته کران ∂Ω و لاپلاس عملر ∇٢

مساله این در U تابع نهایی)است. مشخص(زمان عدد ی که tmax و Ω سطح بر خارج قائم

م�آید. دست به زیر روش دو به که م�باشد مجهول تابع

خط جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای قوی و کارا روش آدومیان، تجزیه روش

u =
∑∞

n=٠ un صورت به را جواب روش این است.در پارامتر، گونه هر به نیاز بدون ،وغیرخط

از مناسب و واقع جواب�های دادن ارائه آدومیان، تجزیه روش عمل خاصیت م�زنیم. تقریب

اولیه مساله�ی در معمول و اضاف شرایط گرفتن نظر در بدون ،غیرفیزی مختلط دستگاه�های

است.

مشتقات با دیفرانسیل معادلات مسائل حل برای دوم روش عنوان به مشتق، تبدیل روش

برای تیلور سری از متفاوت و تکراری روش ی مشتق، تبدیل روش است. شده ارائه جزئ

است. جمله�ای چند صورت به جواب آوردن به�دست

کسری دیفرانسیل معادلات ،جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات بر علاوه نامه، پایان این در

ت



ث ١

روش دو این عددی، نتایج ارائه با م�شود. بررس آدومیان تجزیه روش به مشتقات�جزئ با

سایر با قیاس در روش دو این محاسبات سرعت و دقت از حاک عددی نتایج و م�شوند مقایسه

است. عددی روش�های

تبدیل روش آدومیان، تجزیه روش ،جزئ مشتقات با دیفرانسیل کلیدی:معادلات کلمات

جزئ مشتقات با کسری دیفرانسیل معادلات آدومیان، چندجمله�ای�های مشتق،
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مقدمه

شامل که هندس و فیزی گوناگون مسائل با ارتباط در جزئ مشتقات� با دیفرانسیل معادلات

اغلب م�شوند. مطرح دارند، بستگ مستقل متغیر چند یا دو به توابع این که م�باشند توابع

و کوانتوم انیم الترومغناطیس، نظریه حرارت، انتقال جامدات، و سیالات ،انیم مسائل

م�شوند. منجر جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات به علوم و فیزی زمینه�های دیر

نویسندگان توسط معمول معادلاتدیفرانسیل و مشتقاتجزئ با معادلاتدیفرانسیل از جواب�هایی

.[١۶] و [١۵] است[٩]، شده بیان مختلف

١٩٨١ سال در را آدومیان تجزیه روش که بود کس اولین ،George Adomian آدومیان پرفسور

ی قالب در وی توسط شده مطرح مباحث نمود. ارائه تصادف خط عملری معادلات حل برای

١٩٨١ال های سال بین روش این رسید. چاپ به ١٩٨٣ سال در بار اولین برای مدون مجموعه

شد.[٣١] فراگیر غیرخط مسائل از پاره�ای حل برای سرعت به ١٩٩٢

شد. مطرح بار اولین برای Y vesایو پرفسور توسط ١٩٨٩ سال اوایل در روش همرایی بحث

سال در آدومیان تجزیه نظریه ایده مورد در نظری بحث و روش همرایی مورد در بیشتر نتایج

است.[٢٠] گردیده بیان ١٩٩٢

و خط مسائل حل برای که شد معرفZhouژو پرفسور توسط ابتدا مشتق تبدیل روش

معادلات برای را روش این Hoهو پرفسور چنChenو پرفسور شد. گرفته کار به غیرخط

دادند.[٣] گسترش جزئ مشتقات با دیفرانسیل

نیازهایی پیش و مقدمات اول فصل در است. گردیده تنظیم فصل سه در نامه پایان این

همرایی ساختار، نخست دوم، فصل در م�گردد. ارائه است، بعدی فصل�های در نیاز مورد که

معادلات مسائل ،کوش مسائل حل به سپس و م�شود بیان آدومیان تجزیه روش قضایای و

پرداخته جزئ مشتقات با کسری دیفرانسیل معادلات مسائل و جزئ مشتقات با دیفرانسیل

مسائل حل به سپس و بعدی n و بعدی دو بعدی، ی مشتق تبدیل معرف به سوم فصل م�شود.

د



ذ مطالب فهرست

با کسری دیفرانسیل معادلات مسائل و جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات مسائل ،کوش

دارد. اختصاص روش دو هر با عددی نتایج بیان و مشتق تبدیل روش به جزئ مشتقات

حسین�نیا معصومه

٩٠ تابستان



١ فصل

نیاز�ها پیش

١



٢ نیاز�ها پیش .١ فصل

داریم. نیاز آنها به آت فصول در که مپردازیم مفاهیم و تعاریف ارائه به فصل این در

جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات ١.١

تعداد یا ی جزئ مشتقات با همراه مستقل متغیر بیشتری تعداد یا دو از متشل معادله ی

مشتقات با دوم مرتبه دیفرانسیل یمعادله را مستقل های متغیر به نسبت وابسته متغیر بیشتری

و x مستقل متغیر دو برای جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله ی کل صورت م�نامیم. جزئ

از: است عبارت ،z وابسته متغیر ی و y

F (x, y, z, zx, zy, zxx, zxy, zyy) = ٠ ,

کل نمایشصورت و م�باشد جزئ مشتقات نمایش آن، نظایر و zy =
∂z

∂y
، zx =

∂z

∂x
آن در که

است عبارت u وابسته�ی متغیر و x١, x٢, · · · , xn مستقل متغیر n برای دیفرانسیل معادله ی

از:

F (x١, x٢, · · · , xn, ux١ , · · · , uxn , ux١x١ , ux١x٢ , · · · ) = ٠.

وابسته متغیرهای اگر م�گوییم خط را جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله ی .١.١.١ تعریف

خط که را دیفرانسیل معادله شوند. ظاهر خط صورت به دیفرانسیل معادله در آن�ها مشتقات و

م�گوییم. غیرخط نباشد،

مشتق مرتبه�ی بالاترین با برابر جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله�ی ی مرتبه .٢.١.١ تعریف

م�شود. ظاهر معادله در که است

مستقل متغیر دو برای اول مرتبه�ی خط جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله ی کل صورت

از: است عبارت

P (x, y)Ux +Q(x, y)Uy +R(x, y)U = S(x, y) ,

مستقل متغیر دو برای دوم مرتبه�ی خط جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله ی کل صورت و

م�باشد: زیر شل به

A(x, y)Uxx+B(x, y)Uxy+C(x, y)Uyy+D(x, y)Ux+E(x, y)Uy+F (x, y)U = G(x, y).



٣ نیاز�ها پیش .١ فصل

نسبت معادله اگر م�گوییم خط شبه را جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله ی .٣.١.١ تعریف

باشد. خط م�شود، ظاهر معادله در که مشتق مرتبه�ی بالاترین به

ضرایب و بوده خط شبه معادله اگر م�گوییم خط نیمه را دیفرانسیل معادله ی .۴.١.١ تعریف

داشته بستگ مستقل متغیرهای به فقط م�شوند، ظاهر معادله در که مشتق�هایی مرتبه�ی بالاترین

باشند.

مستقل، متغیرهای فضای از R مانند ناحیه�ای در جزئ مشتق با دیفرانسیل معادله ی از جوابی

همه در و بوده دارا را معادله در موجود جزئ مشتقات همه ،R شامل ناحیه�ای در که است تابع

بسیار جزئ مشتق با معادله ی جواب�های تعداد ،کل حالت در کند. صدق معادله در R نقاط

: توابع از ی هر مثال، عنوان به است زیاد

u = Ln(x٢ + y٢) , u = ex cos y , u = x٢ − y٢ , u = x

معادله�ی جواب دارند، تفاوت هم با کل به که

∂٢u

∂x٢
+
∂٢u

∂y٢
= ٠ ,

م�باشند.

دوم مرتبه�ی خط جزئ مشتقات با معادلات انواع .۵.١.١ تعریف

دوم مرتبه معادله�ی

a
∂٢u

∂x٢
+ b

∂٢u
∂x∂y

+ c
∂٢u

∂y٢
+ d

∂u

∂x
+ e

∂u

∂y
+ fu+ g = ٠ ,

وابسته متغیر یا y و x مستقل متغیرهای از توابع است ممن g و f ،e ،d ،c ،b ،a آن در که

ی ،b٢ −۴ac < اگر٠ است بیضوی معادله ی معادله این م�گیریم. نظر در را باشند u(x, y)

اگر .b٢ − ۴ac > ٠ اگر است هذلولوی معادله ی و b٢ − ۴ac = ٠ اگر است سهموی معادله

هرگاه صنعت در م�باشد. ناهمن معادله اینصورت غیر در م�گویند، همن را معادله ،g = ٠
م�گویند. بیضوی مساله ی آن به شود منجر مانا یا پایا حالت به سهموی مساله ی

شرایط انواع .۶.١.١ تعریف

کرانهای ١-شرط
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م�گویند. کرانهای شرط را، حاصل شرط دهیم قرار عدد مان، متغیرهای جای به اگر

اولیه ٢-شرط

اولیه شرط را شرط آن شود گرفته نظر در t٠ = ٠ آغازین نقطه زمان، متغیر جای به چنانچه

م�نامند.

کرانهای شرایط انواع .٧.١.١ تعریف

لاپلاس، مسالهی (مثل ای کرانه شرایط با جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات در مساله ی

آن)همراه نظایر و موج گرما، مسالهی (مانند ای کرانه و اولیه شرایط با یا آن)و نظایر و پوآسون

از: عبارت�اند کرانهای شرایط انواع م�باشد.

دیریله: نوع از کرانه�ای ١-شرط

م�باشد. مشخص حل، ناحیه�ی کران روی تابع مقدار کرانه�ای، شرط نوع این در

نیومن: نوع از کرانه�ای ٢-شرط

م�باشد. مشخص حل، ناحیه�ی کران روی تابع مشتق مقدار کرانه�ای، شرط نوع این در

روبین: نوع از کرانه�ای ٣-شرط

بخش در تابع مشتق مقدار و حل ناحیه�ی کران از بخش در تابع مقدار کرانه�ای، شرط نوع این در

م�باشد. مشخص حل، ناحیه کران دیر

آمیخته: نوع از کرانه�ای ۴-شرط

م�باشد. معلوم حل، ناحیه کران روی تابع مشتق و تابع از خط ترکیب کرانه�ای، شرط نوع این در

حقیق آنالیز مفاهیم ٢.١

برداری فضای ١.٢.١

مانند ته است مجموعه�ای F میدان روی ( خط فضای (یا برداری فضای ی .١.٢.١ تعریف

بردار را X از y و x اعضای F میدان ی با همراه اسالر) (ضرب ضرب و جمع عمل دو با X

گروه ی تشیل (X,+) طوری�که به خوانیم اسالر عدد را F میدان از β و α اعضای و نامیم

باشیم: داشته X از z و y، x هر ازای به یعن م�دهد آبل

x+ y ∈ X (١

(x+ y) + z = x+ (y + z) (٢

.x+ ٠ = ٠+ x = x باشیم xداشته ∈ X هر ازای به یعن باشد خنث عضو Xدارای (٣
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xداریم ∈ X هر ازای به یعن x−باشد ∈ X قرینه عضو xدارای ∈ X هر (۴

.x+ (−x) = ٠
.x+ y = y + x (۵

باشیم: ,xداشته y ∈ X بردار هر ,αو β ∈ F اسالر هر ازای به هم�چنین

αx ∈ X (۶

(αβ)x = α(βx) (٧

(α+ β)x = αx+ βx (٨

α(x+ y) = αx+ αy (٩

١x = x (١٠

هر ازای به صورت�که در گوییم نرمدار(نرمیده) فضای ی را X برداری فضای .٢.٢.١ تعریف

طوری�که: به باشد داشته وجود م�شود، نامیده x نرم که ∥ x ∥ نامنف و حقیق عدد ،x ∈ X

∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥ ،Xدر y xو هر ازای به الف)

∥ αx ∥=| α |∥ x ∥ ،α اسالر هر xو ∈ X هر ازای به ب)

∥ x ∥> ٠ xآنگاه ̸= ٠ اگر ج)

با (X, d) متری فضای صورت�که در گوییم باناخ فضای ی را X نرم�دار فضای .٣.٢.١ تعریف

باشد. کامل متری فضای ی م�شود)، القا نرم وسیله به که (متری متعارف متر

Xباشد. از عضوی به Xهمرا در کوش دنباله هر صورت�که در است کامل (X, d)متری فضای

خط تبدیل ٢.٢.١

ی را یسان میدان با Y برداری فضای توی به X برداری فضای از T نگاشت .۴.٢.١ تعریف

داشته مشترک میدان از β و α هر و X از x٢ و x١ هر ازای به صورت�که در گوییم خط تبدیل

باشیم:

.T (x١ + x٢) = T (x١) + T (x٢) (١

.(نهم T(خاصیت (αx) = αT (x) (٢

خلاصه به�طور یا و

T (αx١ + βx٢) = αT (x١) + βT (x٢).
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ضابطه�ی با T : C([a, b]) → C([a, b]) انتگرال عملر .١.٢.١ مثال

است.[٣] خط عملر ی نیز Tf(x) =
∫ x
a f(t)dt

باشد.گوییم خط عملر ی T : X → Y و نرمدار فضای دو Y Xو فرضکنیم .۵.٢.١ تعریف

باشیم: داشته x ∈ X هر ازای به طوری�که به باشد داشته Kوجود > ٠ عدد اگر است کراندار T

∥ Tx ∥≤ K ∥ x ∥ .

باشد.گوییم خط عملر ی T : X → Y و نرمدار فضای دو Y Xو فرضکنیم .۶.٢.١ تعریف

xداشته ∈ X هر ازای به طوری�که به باشد داشته وجود δ > ٠ عدد اگر است انقباض عملر T

باشیم:

∥ T ∥≤ δ < ١.

است.[٣] پیوسته ینواخت به�طور کراندار و خط تبدیل ی .١.٢.١ قضیه

در فقط که است آن باشد پیوسته خط نگاشت ی آن�که برای کاف و لازم شرط .٢.٢.١ قضیه

باشد.[٣] پیوسته صفر مثلا نقطه ی

نرمیده فضای Xبه�توی نرمیده فضای از خط تبدیل یT : X → Y فرضکنیم .٣.٢.١ قضیه

معادل�اند:[٣] زیر گزاره�های صورت این Yباشد.در

است. Tپیوسته (١

است. Tکراندار (٢

است. پیوسته نقطه ی Tدر (٣

.T (xn) → T (x) xnآنگاه → x ۴)اگر

است. پیوسته صفر Tدر (۵

. ∥ T (x) ∥≤ c ∥ x ∥،x ∈ X به�ازای�هر به�طوری�که باشد c مانند مثبت و ثابت ۶)عدد

هیلبرت فضای ٣.٢.١

نماد مانند عددی تابع ی ،X برداری فضای روی نقطه�ای) ضرب یا عددی (ضرب داخل ضرب

طوری�که: به است X ×X، روی < ., . >

باشد. خط x→< x, y > ،تابع x, y ∈ X هر ازای ١)به
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.< y, x >=< x, y > (٢

.< x, x >≥ ٠ ،x ∈ X هر ازای ٣)به

.x = ٠ که است >آن x, x >= ٠ آن�که برای کاف و لازم ۴)شرط

بوسیله�ی که م�کند تعریف نرم ی ،X روی داخل ضرب ی

زیر ضابطه�ی با X روی متر ی ترتیب همین به و م�شود داده نمایش ∥ . ∥= √
< x, x >

م�شود: تعریف

d(x, y) =∥ x− y ∥=
√
< x− y, x− y >.

< ., . > داخل ضرب ی هرگاه گوییم هیلبرت فضای ی را H باناخ فضای .٧.٢.١ تعریف

،x ∈ H هر ازای به طوری�که به باشد شده تعریف H روی

. ∥ x ∥= √
< x, x >

تعریف داخل ضرب ی بوسیله�ی آن نرم که است کامل نرمدار فضای هیلبرت، فضای ی پس

باشد. شده

است هیلبرت فضای یRn هستند. متناه بعد با هیلبرت فضای Rn و Cn مثال، عنوان به

داریم آن در که م�شود >تعریف x, y >= x١y١ + · · · + xnynبه�صورت آن داخل ضرب که

نتیجه در . y = (yi) = (y١, y٢, · · · , yn) و x = (xi) = (x١, x٢, · · · , xn)

.∥ x ∥=< x, x >١/٢= (
∑n

i=١ | xi |١/٢(٢

م�شود: تعریف زیر داخل ضرب با که است هیلبرت فضای Cn

< x, y >= x١y١ + · · ·+ xnyn.

.∥ x ∥=< x, x >١/٢= x١x١ + · · ·+ xnxn = (
∑n

i=١ | xi |١/٢(٢ م�یابیم بنابراین

دو به دو توابع این اگر م�نامند متعامد مجموعه ی را {ϕn}∞n=٠ توابع دنباله .٨.٢.١ تعریف

.m ̸= nوقت< ϕn, ϕm >= ٠ اگر یعن باشند متعامد

مجموعه ی اگر م�شود نامیده یه متعامد مجموعه ی {ϕn}∞n=١ توابع دنباله .٩.٢.١ تعریف

.∥ ϕn ∥= ١ ، n هر ازای به و باشد متعامد
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فوریه سری ٣.١

این م�باشد. کسینوس و سینوس توابع حسب بر دوره�ای توابع ارائه برای ابزاری فوریه سری

م�شود. محاسبه اویلر فرمول�های روی از آنها ضرایب که است مثلثات سری سری،

فوریه ضرایب برای اویلر فرمول�های

مثلثات صورت به را آن بتوان که دورهی٢πباشد با دوره�ای تابع f کنید فرض

f(x) = a٠ +

∞∑
n=١

(an cosnx+ bn sinnx) , (١.١)

م�خواهیم باشد، آن جمع حاصل برابر f(x) و همرا متشابهاً سری که فرضکنیم یعن نمایشداد

کنیم. معین آن به متناظر (١.١) سری در را، fمفروض تابع چنین برای bn و an ضرایب

a٠ =
١
٢π

∫ π

−π
f(x)dx,

an =
١
π

∫ π

−π
f(x) cosnxdx,

bn =
١
π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx. (٢.١)

به معروف�اند[٣۵]. اویلر فرمول�های به که موسوم�اند f تابع ضرایب در(٢.١)به مفروض مقادیر

مثلثات سری

a٠ +

∞∑
n=١

(an cosnx+ bn sinnx) , (٣.١)

م�نامند. f تابع فوریه سری را در(٢.١) شده داده ضرایب با

دوره�ای تابع فوریه ضرایب .١.٣.١ مثال

f(x) =

 −k ; −π < x < ٠ ,
k ; ٠ < x < π , P = ٢π ,
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از: است عبارت

a٠ = ٠ ,

an =
١
π

∫ π

−π
f(x) cosnxdx = ٠ ,

bn =
١
π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx =

٢k
nπ

(١− cosnπ)

=
٢k
nπ

(١− (−١)n).

از: عبارت�اند نظر مورد تابع bn فوریه ضرایب اینرو از

b١ =
۴k
π
, b٢ = ٠ , b٣ =

۴k
٣π , b۴ = ٠ , · · ·

از: است عبارت f(x) فوریه سری هستند، صفر �anها که آنجا از و

۴k
π

(sinx+
١
٣ sin٣x+

١
۵ sin۵x+ · · · ).

−π فاصله�ی≥ در ٢π دوره�ی با f(x)متناوب تابع هرگاه فوریه) سری با (نمایش .١.٣.١ قضیه

آنگاه باشد، داشته راست و چپ مشتق مزبور فاصله�ی از نقطه هر در و بوده تکه�ای xپیوسته ≤ π

آن در x٠که نقطه جز به نقطه، هر در آن مجموع است. همرا f تابع به (٣.١) فوریه سری

و چپ حدهای میانگین برابر سری x٠مجموع نقطه در و است f(x) برابر است ناپیوسته f(x)

راست

است.[٣۵] نقطه این در f(x)

با: است برابر x = ٠ در سری مقدار بالا مثال در

f(٠) = f(٠+) + f(٠−)

٢ =
k − k

٢ = ٠.

م�کند. بیان را سری این همرایی برای کاف شرط قضیه این

:x ∈ R هر ازای به هرگاه است زوج ،y = g(x) تابع .١.١ تذکر

g(−x) = g(x).
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:x ∈ R هر ازای به هرگاه است فرد ،y = h(x) تابع

h(−x) = −h(x).

٢یLتناوب دوره با f زوج تابع فوریه سری فرد) و زوج توابع فوریه (سری .٢.٣.١ قضیه

[٣۵] یعن است، کسینوس فوریه سری

f(x) = a٠ +

∞∑
n=١

an cos
nπ

L
x, (۴.١)

داریم: آن در که

a٠ =
١
L

∫ L

٠
f(x)dx , an =

٢
L

∫ L

٠
f(x) cos

nπx

L
dx ; n = ١,٢, · · · .

یعن است، سینوس فوریه سری ٢یLتناوب دوره با f فرد تابع فوریه سری

f(x) =
∞∑

n=١
bn sin

nπ

L
x, (۵.١)

داریم: آن در که

bn =
٢
L

∫ L

٠
f(x) sin

nπx

L
dx ; n = ١,٢, · · · .

(f(−x) = −f(x)) فرد تابع فوریه ضرایب .٢.٣.١ مثال

f(x) =


x;

−π
٢ < x <

π

٢ ,

π − x;
π

٢ < x <
٣π
٢ ,

با: است برابر ،p = ٢π تناوب دوره با

a٠ = an = ٠ ,

bn =
٢
π

∫ π

٠
f(x) sin(nx)dx =

۴
n٢π

(−١)
n− ١
٢ ; n = ١,٣, . . . .


