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مهربانم و دلسوز مادر و پدر همراهی و همدلی بر بیکران سپاس

و پروراند وجودم در را محبت گل ایثارشان سجده�ي که

آموخت من به را مهربانی لحظه�هاي گهربارشان دامان و

این در امید�بخشوجودش گرماي که عزیزم همسر و

است. من پشتیبان بهترین روزگاران،



الحکمه و الکتاب یعلمهم و یزکیهم و
باد مظفر اندیشه�ات توسن همیشه باد برتر عرش ز مقامت معلما

دوباره توفیق و داد قرار عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

بی�انتهایشبردارم. کمال به رسیدن در معرفتگامی و کسبعلم راه در تا نمود عطا من به را علم تحصیل

ارجمندم و گرانقدر استاد راهنمایی�هاي و زحمات از دانش، حرمت به احترام پاس به

صادقی دکتر آقاي جناب
ایشان مساعدت و یاري از ارشد دوره مراحل تمام در و داشته عهده بر را تحقیق این نظارت که

دارم. را قدردانی و تشکر نهایت آموختم، زندگی درس ایشان از و بوده�ام برخوردار

تقبل را رساله این مشاوره�ي و مطالعه زحمت که جمال عارفی دکتر آقاي جناب از همچنین

عهده به را پایان�نامه این داوري که گرجی اسحاقی دکتر آقاي جناب از و دارم را امتنان کمال فرمودند،

دکتر آقاي جناب ریاضی دانشکده محترم رئیس از همچنین دارم. را قدردانی و تشکر نهایت گرفتند،

ایشان سلامتی و موفقیت آرزوي و سپاسگزارم شاطري، دکتر خانم سرکار محترم گروه مدیر و مقدسی

خواهانم. متعال خداي از را

اسفیدانی الهه
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برداري. اندازه�ي باناخ، تابعی فضاي کملوس، قضیه�ي کلیدي: واژه�هاي
اندازه�ي یک µ اگر که کرد ثابت ،L1(µ) در {fn}n دنباله�ي براي 1967 سال در کملوس چکیده:
وجود g ∈ L1(µ) مانند تابعی و {fn}n دنباله�ي از {gn}n دنباله�ي زیر آن�گاه ،∥fn∥ ≤M <∞ و احتمال

داریم ،{gn}n دنباله�ي از {hn}n مانند دیگري دنباله�ي زیر هر براي که طوري به دارد،

1

n

n∑
i=1

hi −→ g µ− a.e.

تابعی فضاهاي از گسترده�اي رده�ي به می�توان را قضیه این است، متناهی -σ اندازه�ي یک µ که زمانی
داد. تعمیم انتگرال�پذیرند)، متناهی طور به و می�کنند صدق فاتو ویژگی در که (آنهایی باناخ

است. باناخ فضاي X آن در که باشد برداري اندازه�ي یک ν : R → X و حلقه -δ یک R کنید فرض
و اگر دارد ضعیف فاتوي -σ ویژگی E صورت این در باشد. L1(ν) از ایده�آلی E فرضکنید همچنین

باشد. داشته کملوس ویژگی E اگر تنها



پیشگفتار

درسال 2 کاترجی و گردید مطرح 1 کملوس توسط L1(µ) فضاهاي براي 1967 سال در کملوس قضیه�ي

. داد تعمیم (1 ≤ p < 2) که Lp فضاهاي به را قضیه این 1970

بررسی مورد L1(µ) از محدب مجموعه�هاي زیر براي را کملوس قضیه�ي عکس 1993 سال در 3 لینارد

داد. قرار

لینارد و 6 دي 2010 سال در و کردند بیان را کملوس قضیه�ي از تعمیم دو 5 هس و 4 بالدر 1996 سال در

روي 2011 سال در کملوس قضیه�ي سرانجام کردند. ثابت نیز باناخ تابعی فضاهاي براي را قضیه این

است. برداري اندازه�ي یک ν آن در که شد داده تعمیم L1(ν) فضاهاي

فضاها این در را کملوس قضیه�ي ،L1(ν) و باناخ تابعی فضاهاي معرفی با داریم قصد نامه پایان این در

دهیم. قرار بررسی مورد

بخشاول می�گردد، مطرح نیازها پیش و مقدمات اول فصل در است. فصل چهار بر مشتمل نامه پایان این

شبکه�هاي و باناخ تابعی فضاهاي بخشبعدي دو در می�کنیم، آغاز 8 لورنتز و 7 ارلیخ تعاریففضاهاي با را

هستند. نامه پایان این اصلی تعاریف که می�کنیم بیان را باناخ
1Komlós
2Chatterji
3Lennard
4Balder
5Hess
6Day
7Orlicz
8Lorentz



پ

مورد ،L1(µ)محدب مجموعه�هاي زیر براي را آن عکس و کملوس قضیه�ي دوم، فصل از اول بخش در

فضاهاي در عکسآن کملوسو قضیه�ي تعمیم بیان به فصل این انتهایی بخش در و می�دهیم قرار بازبینی

می�پردازیم. باناخ تابعی

از دیگر برخی به حلقه، -δ یک روي برداري اندازه�ي تعریف بر علاوه سوم، فصل از اول بخش در

در می�کنیم. بررسی را L1(ν)فضاهاي و کملوس قضیه�ي ارتباط بخشدوم در و پرداخته آن ویژگی�هاي

می�پردازیم. L1
ω(ν) ویژگی�هاي از برخی بیان به فصل، این از انتهایی بخش

سرانجام و می�پردازیم چند�تابعی�ها جمله از تعاریفمقدماتی از برخی بیان به چهارم، فصل از بخشاول در

می�کنیم. بیان را کملوس قضیه�ي از تعمیم دو انتهایی، بخش در

است: زیر مقالات از برگرفته نامه پایان این

1) E.J. Balder and C. Hess, Two generalization of Komlós theorem with lower closure type

application, J. Convex. Anal. 3(1) (1996) 25− 44.

2) J.B. Day and C. Lennard, Convex Komlós sets in Banach function spaces, J. Math. Anal.

Appl. 367 (2010) 129−136.

3) E. Jiménez Fernández, M.A. Juan and E.A. Sánchez P érez, A Komlós theorem for ab−

stract Banach lattices of measurable functions, J. Math. Anal. Appl. 383 (2011) 130− 136.

4) C. Lennard, A converse to a theorem of Komlós for convex subsets of L1(µ), Pacific J.

Math. 159 (1) (1993) 217−229.
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1 فصل
نیازها پیش و مقدمات

به فصل این در دارد. آشنایی 1 اندازه فضاي و جبر -σ مفاهیم با خواننده فرضمی�کنیم نامه پایان این در

هستند Lp فضاهاي از تعمیمی که باناخ تابعی فضاهاي همچنین می�پردازیم. لورنتز و ارلیخ فضاهاي معرفی

آخر بخش در می�کنیم. معرفی را کملوس مجموعه�ي سپس و بیان را آن�ها مهم ویژگی�هاي و معرفی را

می�گیرد. قرار استفاده مورد سوم فصل در که می�کنیم ذکر را آن�ها ویژگی�هاي از برخی و باناخ شبکه�هاي

لورنتز و ارلیخ فضاهاي 1.1

فضاهاي تعمیم اولین می�پردازیم. فضاها این از تعمیم دو بیان به ،Lp فضاهاي معرفی ضمن بخش، این در

می�باشد. لورنتز فضاهاي دومی و ارلیخ

باشد. دلخواه اندازه�ي یکفضاي (Ω,Σ, µ) فرضکنید

می�کنیم تعریف باشد، Ω بر مختلط اندازه�پذیر تابع یک f و 0 < p <∞ اگر .1.1 تعریف

∥f∥p =

(∫
Ω

|f |pdµ
)1

p
,

که است شده تشکیل هایی f تمام از Lp(µ) و

∥f∥p <∞.

1Measure space



لورنتز2 و ارلیخ فضاهاي 1.1

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را f : Ω → [0,∞] اندازه�پذیر تابع اساسی سوپریمم

essupf = inf{α ∈ [0,∞] : f ≤ α a.e.}.

می�کنیم تعریف باشد، Ω بر مختلط اندازه�پذیر تابع یک f اگر .2.1 تعریف

∥f∥∞ = essup|f |,

که است شده تشکیل هایی f تمام از L∞(µ) و

∥f∥∞ <∞.

.φ(0) = 0 و محدبباشد نانزولیو φیکتابع : [0,∞) → فرضکنید(∞,0] یانگ) (تابع تعریف3.1.

صورت به Φ تابع صورت این در

Φ(s) =

∫ s

0

φ(u)du (s ≥ 0),

می�شود. نامیده 2 یانگ تابع

Ω روي مختلط اندازه�پذیر توابع تمام مجموعه�ي L0(µ) کنید فرض ارلیخ) (فضاهاي .4.1 تعریف

می�شود: تعریف زیر صورت به یانگاست، تابع یک Φ آن در که L0(µ)لوکزامبورگ نرم باشد.

∥f∥Φ = inf

{
k > 0;

∫
Φ

(
|f(x)|
k

)
dµ ≤ 1

}
.

و می�دهیم نمایش LΦ(µ) با را ،∥f∥Φ < ∞ که طوري به f مانند اندازه�پذیر توابع تمام مجموعه�ي اکنون

می�نامیم. ارلیخ فضاي را آن

قرار اگر ،1 < p < ∞ هر براي زیرا هستند، LP فضاهاي از تعمیمی واقع در LΦ فضاهاي .5.1 ملاحظه

بود. خواهند LP فضاهاي همان LΦ فضاهاي آن�گاه ،Φ(t) = tp دهیم
2Young function



لورنتز3 و ارلیخ فضاهاي 1.1

صورت این در باشد، Ω بر مختلط اندازه�پذیر تابع یک f کنید فرض لورنتز) (فضاهاي .6.1 تعریف

می�کنیم: تعریف زیر صورت به و داده نشان m با را f 3 توزیع تابع

m(λ) = µ{ω ∈ Ω : |f(ω)| > λ}, (λ ≥ 0).

می�کنیم: تعریف زیر صورت به [0,∞) روي را f تابع ناصعودي آرایش تجدید همچنین

f∗(t) = inf{λ : m(λ) ≥ t}, (t ≥ 0).

آن�گاه ،0 < p <∞ اگر باشد، Ω بر مختلط اندازه�پذیر تابع یک f فرضکنید .7.1 ∫گزاره
Ω

|f |pdµ = p

∫ ∞

0

λp−1m(λ)dλ =

∫ ∞

0

f∗(t)pdt.

� ببینید. را [3] مرجع .1.8 گزاره�ي برهان.

اندازه�پذیر تابع 4 لورنتز نرم آن�گاه باشد، ناصعودي تابع یک g : (0,∞) → (0,∞) و 1 ≤ p < ∞ اگر

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را f

∥f∥g,p =

(∫ ∞

0

g(t)f∗(t)
p
dµ

)1

p
.

را آن و می�دهیم نمایش Λg,p با را ،∥f∥g,p < ∞ که طوري به f مانند اندازه�پذیر توابع تمام مجموعه�ي

می�نامیم. لورنتز فضاي

قرار اگر ،0 ≤ t <∞ هر براي زیرا هستند، Lp فضاهاي از تعمیمی واقع در Λg,p فضاهاي .8.1 ملاحظه

داریم ، 7.1 گزاره�ي به بنا آن�گاه ،g(t) = 1 دهیم

Λg,p = Lp.

3Distribution function
4Lorentz norm



باناخ4 تابعی فضاهاي 2.1

باناخ تابعی فضاهاي 2.1

می�کنیم. ذکر را آن�ها مهم ویژگی�هاي از برخی ،5 باناخ تابعی فضاهاي معرفی بخشضمن این در

نظر در حقیقی اعداد تمام مجموعه�ي را R و مثبت صحیح اعداد تمام مجموعه�ي را N معمول، طور به

،Σ تهی، غیر یکمجموعه�ي Ω دیگر، عبارت به باشد، اندازه یکفضاي (Ω,Σ, µ) فرضکنید می�گیریم.

باشد. کامل اندازه�ي یکفضاي µ و Ω مجموعه�هاي زیر از جبري -σ

-Σ توابع تمام فضاي و ،M با را R در مقادیري برگیرنده�ي در Ω روي اندازه�پذیر -Σ توابع تمام فضاي

هر ازاي به همچنین می�دهیم. نمایش M+ با را [0,∞] در مقادیري برگیرنده�ي در Ω روي اندازه�پذیر

باشد. E مشخصه�ي تابع χE فرضکنید ،E ∈ Σ

،M+ در g و f هر براي هرگاه می�شود، نامیده 6 نرم تابع یک ρ : M+ → نگاشت[∞,0] .9.1 تعریف

باشند: برقرار زیر ویژگی�هاي ،E ∈ Σ و α ≥ 0 هر و

،f = 0 اگر تنها و اگر ρ(f) = 0 .1

،ρ(αf) = αρ(f) .2

،ρ(f + g) ≤ ρ(f) + ρ(g) .3

،ρ(g) ≤ ρ(f) آن�گاه 0 ≤ g ≤ f اگر .4

.ρ(χE) <∞ آن�گاه µ(E) <∞ اگر .5

کیس فضاي ،ρ(|f |) < ∞ که طوري به f ∈ M توابع تمام از X(µ) خطی نرم�دار فضاي .10.1 تعریف
5Banach function space
6Function norm



باناخ5 تابعی فضاهاي 2.1

می�کنیم تعریف f ∈ X(µ) هر براي و می�شود نامیده 7

∥f∥X(µ) := ρ(|f |).

می�شود. نامیده باناخ تابعی فضاي کیسکامل، فضاي باناخ) تابعی فضاي ) .11.1 تعریف

{fn}n دنباله�ي هر براي هرگاه ،8 می�کند صدق فاتو خاصیت در X(µ) باناخ تابعی فضاي .12.1 تعریف

باشیم داشته ،M در f تابع و

0 ≤ fn ↑n f µ− a.e. =⇒ ρ(fn) ↑n ρ(f).

متناهی طور به X(µ) صورت این در باشد، باناخ تابعی فضاي یک X(µ) کنید فرض .13.1 تعریف

باشد موجود cE ∈ (0,∞) مانند ثابتی ،µ(E) < ∞ که E ∈ Σ هر براي هرگاه است، (FI) 9 انتگرال�پذیر

باشیم داشته f ∈ X(µ) هر براي که طوري ∫به
E

|f |dµ ≤ cEρ(|f |).

است. متناهی انتگرال�پذیر و فاتو -σخاصیت با باناخ تابعی یکفضاي ،Lp(µ) فضاي .14.1 مثال

می�باشند. لورنتز و ارلیخ فضاهاي فضاها، قبیل این از دیگري مثال�هاي

هر براي هرگاه است کملوس X(µ) از S مجموعه�ي زیر کملوس) مجموعه�ي ) .15.1 تعریف

به باشند موجود g ∈ S مانند تابعی و {fn}∞n=1 از {gn}∞n=1 مانند دنباله�اي زیر ،S در {fn}∞n=1 دنباله�ي

باشیم داشته ،{gn}∞n=1 از {hn}∞n=1 مانند دیگري دنباله�ي زیر هر براي که طوري
1

N
ΣN

m=1hm −→ g µ− a.e.

7 Köthe space
8Fatou property
9Finitely integrable



باناخ6 شبکه�هاي 3.1

باناخ شبکه�هاي 3.1

می�کنیم. بیان را آن�ها مهم ویژگی�هاي از برخی و نموده تعریف را 10 باناخ بخششبکه�هاي این در

ترتیب رابطه�ي و ∥.∥ نرم با حقیقی باناخ فضاي یک E کنید فرض باناخ) شبکه�ي ) .16.1 تعریف

که طوري به باشد ≤ جزئی

،x+ z ≤ y + z آن�گاه ،�x ≤ y با x, y, z ∈ E اگر .1

،ax ≤ ay باشیم داشته a ≥ 0 هر براي آن�گاه ،x ≤ y با x, y ∈ E اگر .2

باشد، موجود x, y ∈ E هر براي فوق ترتیب رابطه�ي با y و x سوپریمم .3

.|x| = sup{x,−x}که ،∥x∥ ≤ ∥y∥ آن�گاه ،|x| ≤ |y| با x, y ∈ E اگر .4

است. باناخ Eیکشبکه�ي صورت این در

دارد. وجود نیز x, y ∈ E هر اینفیمم که می�دهد نتیجه (3) شرط

هرگاه نامیم، ضعیف11 واحد را 0 ≤ e ∈ E عنصر باشد، باناخ یکشبکه�ي E فرضکنید تعریف17.1.

inf{x, e} = 0 =⇒ x = 0.

هرگاه است ضعیف واحد g تابع ،X(µ) باناخ تابعی فضاي در .18.1 مثال

g ≥ 0 µ− a.e.

x ∈ F اگر که طوري به است F مانند بسته�اي فضاي زیر ،E باناخ شبکه�ي از 12 ایده�آلی .19.1 تعریف

.y ∈ F آن�گاه ،|y| ≤ |x| با y ∈ E و
10Banach lattic
11Weak unit
12Ideal



باناخ7 شبکه�هاي 3.1

گوییم، 13 ترتیبی پیوسته�ي را E صورت این در باشد، باناخ یکشبکه�ي E کنید فرض .20.1 تعریف

.∥xn∥ ↓ 0 آن�گاه ،xn ↓ 0 که {xn} ⊂ E هر براي اگر

را آن و می�نامیم E 14 ترتیبی پیوسته�ي قسمت را E در ترتیبی پیوسته�ي ایده�آل بزرگترین .21.1 تعریف

کرد: تشریح زیر صورت به را آن می�توان که می�دهیم، نمایش Ea با

Ea = {x ∈ E : |x| ≥ xn ↓ 0 =⇒ ∥xn∥ ↓ 0}.

13Order continuous
14Order continuous part



2 فصل
فضاهاي روي کملوس قضیه�ي

توابع
مجموعه�هاي زیر به نسبت عکسآن کملوسو قضیه�ي 1.2

L1(µ) محدب

و می�پردازیم L1(µ)محدب مجموعه�هاي زیر به نسبت عکسآن کملوسو قضیه�ي بیان به بخش این در

می�کنیم. بیان باناخ تابعی فضاهاي در را کملوس قضیه�ي عکس بعدي بخش در

{fn}n دنباله�ي∋ هر براي آن�گاه باشد، 1 احتمال یکاندازه�ي µ اگر که داد نشان کملوس 1967 سال در

براي که طوري به است، موجود g ∈ L1(µ) تابع و {fn}n از {gn}n دنباله�ي زیر ،supn∥fn∥ <∞ با L1(µ)

داریم ،{gn}n از {hn}n مانند دیگري دنباله�ي زیر هر
1

n

n∑
i=1

hi −→ g µ− a.e.

g ∈ L1(µ) تابع و {fn}n از {gn}n دنباله�ي زیر اگر کملوساست ،L1(µ) در {fn}n دنباله�ي تعریف1.2.

باشیم داشته ،{gn}n از {hn}n مانند دیگري دنباله�ي زیر هر براي که طوري به باشد، موجود
1

n

n∑
i=1

hi −→ g µ− a.e.

باشد، احتمال یکاندازه�ي µ اگر کرد: بیان نیز صورت این به می�توان کملوسرا قضیه�ي .2.2 ملاحظه
1Probability measure



9L1(µ) محدب مجموعه�هاي زیر به نسبت آن عکس و کملوس قضیه�ي 1.2

است. کملوس ،L1(µ) در کراندار نرم با دنباله�ي هر

مختلط- اندازه�پذیر توابع دنباله�اياز {fn} و f ،µ(Ω) فرضکنید∞> قضیه�ياگوروف)2 ) .3.2 قضیه

از E مجموعه�ي زیر ،ϵ > 0 هر براي صورت این در ،fn −→ f a.e. که طوري به باشند Ω روي مقدار

می�باشد. همگرا Ec روي یکنواخت طور به {fn} و µ(E) < ϵ که طوري به است موجود Ω

� ببینید. را [10] مرجع 62 صفحه برهان.

C ⊆ L1(µ) کنید فرض همچنین باشد. متناهی اندازه�ي فضاي یک (Ω,Σ, µ) کنید فرض .4.2 قضیه

است. کراندار نرم با C صورت این در باشد. کملوس و محدب مجموعه�اي

به است موجود {gn}n ∈ C دنباله�ي صورت این در نباشد، کراندار نرم با C می�کنیم فرض برهان.

.∥gn∥1 −→ ∞ که طوري

g ∈ C تابع می�کنیم فرض فوق، {gn}n دنباله�ي براي بنابراین است، کملوس مجموعه�اي C فرض به بنا

داریم ،{gn}n از {hm}m دنباله�ي زیر هر براي که طوري به است موجود
1

N

N∑
m=1

hm −→ g µ− a.e.

تابع فرضمی�کنیم بنابراین است، L1(µ) در کملوس و محدب مجموعه�اي نیز C −{g} که این به توجه با

داریم ،{gn}n از {hm}m دنباله�ي زیر هر براي که طوري به دارد وجود θ ∈ C − {g} صفر
1

N

N∑
m=1

(hm − g) −→ θ µ− a.e.

یک C آن�گاه بگیریم، نظر در C عنوان به را C − {g} و gn عنوان به را gn − g هر اگر که است واضح

θ ∈ C و ∥gn∥1 −→ ∞ با C در دنباله�اي {gn}n همچنین است. L1(µ) در کملوس و محدب مجموعه�ي

داریم ،{gn}n از {hm}m دنباله�ي زیر هر براي و می�باشد
1

N

N∑
m=1

hm −→ θ µ− a.e.

2Egoroff theorem



10L1(µ) محدب مجموعه�هاي زیر به نسبت آن عکس و کملوس قضیه�ي 1.2

که گونه�اي به می�سازیم {fn}n ∈ C مانند دیگري دنباله�ي ،{gn}n دنباله�ي از استفاده با اکنون

.∥fn∥1 −→ ∞ و fn −→ θ µ− a.e.

و u2 > u1 که است موجود u2 ∈ N لذا ،∥gn∥1 −→ ∞ چون .f1 := gu1 و u1 := 1 کنید فرض

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را f2 .∥gu2∥1 > ∥gu1∥1 + 2(22)

f2 =
1

2
(gu1 + gu2),

همچنین و f2 ∈ C بنابراین است، محدب مجموعه�اي C که این دلیل به

∥f2∥1 ≥ 1

2

(
∥gu2∥1 − ∥gu1∥1

)
> 22.

می�کنیم. انتخاب را ∥gu3∥1 > ∥gu1∥1 + ∥gu2∥1 + 3(23) و u3 > u2 با u3 ∈ N بعد، مرحله�ي در

می�کنیم تعریف همچنین

f3 =
1

3
(gu1 + gu2 + gu3),

.∥f3∥1 > 23 و f3 ∈ C بنابراین

که طوري به است موجود {fn}n ∈ C دنباله�ي و {gn}n از {gun}n دنباله�ي زیر استقراء، روش به

و ∥fn∥1 −→ ∞

fn =
1

n

n∑
j=1

guj , (n ∈ N).

داریم بالا مطالب به توجه با

fn −→ θ µ− a.e.

و {En}∞n=0 ∈ Σناصعودي دنباله�ي ،{nk}∞k=0 ∈ Nصعودي اکیداً دنباله�ي ساختن به استقراء روش با حال

می�کنند. صدق زیر شرایط در k ∈ N هر براي که می�پردازیم {δk}∞k=0 ∈ (0,∞) دنباله�ي

. δk < δk−1

2
.1



11L1(µ) محدب مجموعه�هاي زیر به نسبت آن عکس و کملوس قضیه�ي 1.2

.∫
E
|fnk

|dµ < 1 داریم ،µ(E) < δk با E ∈ Σ هر براي .2

.∥∥fnk
χEk

∥∥
1
> 2k(2 + µ(Ω)) .3

.∥∥fnχEk−1\Ek

∥∥
∞ < 1 ،n ≥ nk هر براي .4

.µ(Ek) < δk−1 .5

،∥fn∥1 −→ ∞ چون .E1 = Ω بگیرید نظر در همچنین .n0 = 1 و δ0 = 2µ(Ω) ،E0 = Ω می�کنیم تعریف

باشیم داشته n1 > n0 براي که کرد انتخاب گونه�اي به را n1 ∈ N می�توان لذا
∥∥fn1χE1

∥∥
1
> 21(2 + µ(Ω)),

،n ≥ n1 هر براي و
∥∥fnχE0\E1

∥∥
∞ < 1.

هر براي که طوري به است موجود δ1 ∈ (0, µ(Ω)) ،µ به نسبت |fn1 |dµ اندازه�ي مطلق پیوستگی به بنا

داریم ،µ(E) < δ1 با E ∈ Σ∫
E

|fn1 |dµ < 1.

در ثابت را m > 1 با m ∈ N .µ(E1) < δ0 که است واضح ،δ0 = 2µ(Ω) و E1 = Ω که این به توجه با

{Ek}m−1
k=0 ∈ Σ ناصعودي دنباله�ي ،{nk}m−1

k=0 ∈ N صعودي اکیداً دنباله�ي می�کنیم فرض می�گیریم. نظر

k ∈ هر براي (5) تا (1) شرایط آن�ها براي که ساخته�ایم گونه�اي به را {δk}m−1
k=0 ∈ (0,∞) دنباله�ي و

داریم Em−1 روي که این به توجه با است. برقرار {1, . . . ,m− 1}

fn −→ θ µ− a.e.

و µ(Em) < δm−1 که طوري به است موجود Em ⊆ Em−1 با Em ∈ Σ اگوروف، قضیه�ي به بنا لذا
∥∥fnχEm−1\Em

∥∥
∞ −→ 0.
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داریم لذا است، برقرار k ∈ {1, . . . ,m− 1} هر براي (4) گزاره�ي چون
∥∥fnχΩ\Em−1

∥∥
∞ < 1, (n ≥ nm−1).

می�گیریم نتیجه ،∥fn∥1 −→ ∞ که دلیل این به

sup
n

∥fnχEm∥1 = ∞.

و ∥∥fnmχEm

∥∥
1
> 2m(2 + µ(Ω)) که می�کنیم انتخاب گونه�اي به را nm > nm−1 با nm ∈ N

∥∥fnχEm−1\Em

∥∥
∞ < 1, (n ≥ nm).

است موجود δm <
δm−1

2
با δm > 0 بنابراین است، پیوسته مطلقاً µ به نسبت |fnm |dµاندازه�ي چون اکنون

داریم ،µ(E) < δm با E ∈ Σ هر براي ∫و
E

|fnm |dµ < 1.

می�شود. کامل استقراء روش صورت بدین

با را nk اگر ،(4) و (3) ،(2) شرایط در و داده نشان fk صورت به را fnk
هر ادامه در کار، سادگی براي

،k ∈ N هر براي می�دهیم. نشان (4 ∗) و (3 ∗) ،(2 ∗) با ترتیب به را شرایط این آن�گاه کنیم، تعویض k

می�کنیم تعریف

ψk =

k∑
j=1

1

2j
fj .

می�کنیم تعریف ،m ∈ N هر براي همچنین .ψ(k) ∈ C هر ،θ ∈ C چون

φm =

(
1

2m
|fm| −

m−1∑
j=1

1

2j
|fj | − 1

)
χEm\Em+1

.

موجود q ∈ C و {ψk}k از {ψkl
}l دنباله�ي زیر لذا کملوساست، C ⊆ L1(µ) و {ψk}k ∈ C که این دلیل به

که طوري به است

qN =
1

N

N∑
l=1

ψkl
−→ q µ− a.e. (1.2)


