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چൊیده
فشرده آن، مینیمال اول ایدهآلهای فضای که حلقههایی و پوچساز شرط با حلقههای پایاننامه این در

حلقههای روی پوچساز تعریفشرط تعمیم از شروع با مͳدهیم. قرار ͳبررس و مطالعه مورد را هستند

پوچساز شرط علاوه، به است. تعریف قابل نیماول حلقههای روی توسیع چندین که مͳدهیم نشان

در مͳکنیم. ͳبررس Έکلاسی ͳخارجقسمت حلقههای و ͳماتریس حلقههای از ش΋لهایی روی را

Έکلاسی ͳخارجقسمت حلقههای روی پوچساز وشرط (A) خاصیت بین رابطههایی ͳبررس به پایان

به مͳتوان را پوچساز شرط با جابهجایی حلقههای از نتیجه چندین بهطوریکه مͳپردازیم، راست

داد. توسیع ناجابهجایی حلقههای

نیماول، حلقه ،ͳکاهش حلقه صفر، مقسم ،(A) خاصیت پوچساز، شرط کليدی: کلمات

،Έکلاسی ͳخارجقسمت حلقههای فشرده، قوی، منظم حلقه منظم، دو حلقه منظم، نیومن فون



فهرستمطالب

پ



مقدمه

آنها کردند، تعریف ͳکاهش جابهجایی حلقههای برای را پوچساز شرط جریسن٢ و هنری΋سن١

سال در لوکاس٣ [؟]. نبود پوچساز شرط دارای که کردند ارائه ͳکاهش حلقه Έی از ͳمثال

کلاس [؟]. کرد ارائه را متعددی مثالهای و داد توسیع را بالا ریاضیدان دو تعریف ١٩٨٧

حلقههای کلاسشامل این مثال، برای بزرگهستند. بسیار پوچساز شرط دارای جابهجایی حلقههای

کاملا̈ دامنه از مستقیم جم΄ زیر هر و Bezout حلقههای [؟]، ͳکاهش حلقه هر روی چندجملهای

مرتب.
کوانتل۶ [؟]، تعریفکردند جابهجایی حلقههای برای را (A)خاصیت کلر۵ و هوکبا۴ طرفدیΎر از

بزرگ ͳخیل نیز (A) خاصیت با جابهجایی حلقههای کلاس نامید. (C) خاصیت را خاصیت این

حلقههای ماکسیمال، اول ایدهآلهای با حلقههایی [؟]، نوتری حلقههای شامل کلاس این است.

از چندی [؟]. است منظم نیومن٧ فون آنها ͳکل قسمت خارج حلقه که حلقههایی و چندجملهای

حلقههای از جالبی نتایج و کردهاند مطالعه را (A) خاصیت دارای جابهجایی حلقههای ریاضیدانان

رجوع [٧،٩،١٠،١١،٢٢] به جالب نتایج این دیدن برای آوردهاند. دست به صفر مقسمهای با

کنید.

. Supp(a) = {P ∈ Spec(R)|a ̸∈ P} مͳکنیم تعریف ،a ∈ R هر برای

روی باز مجموعههای برای پایه Έی {Supp(a)|a ∈ R} ،R حلقه هر برای کرد ثابت شین٨

[؟]. مͳدهد تش΋یل است، R از اول ایدهآلهای فضای که Spec(R)

Έی عنوان به ؟]، ؟، ؟، ؟، [؟، در است R از مینیمال اول ایدهآلهای فضای که Min(R)
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حلقههای (برای مͳباشد هسته توپولوژی همان توپولوژی این است. شده گرفته نظر در فضا زیر

حلقههای در Min(R) و Spec(R) روی هستهای توپولوژی .(٩ͳ΋زاریس توپولوژی جابهجایی،

به چه اگر مͳباشد، فشرده Spec(R) آنگاه باشد، ی΋دار R حلقه اگر شدهاند. مطالعه جابهجایی

،گزاره ([؟] باشد ی΋دار ͳکاهش جابهجایی حلقه R اگر ͳحت نیست فشرده Min(R) معمول طور

[؟]. دارد پیوسته ͳتابع حلقههای در ویژهای نقش مینیمال اول ایدهآلهای فضای ͳفشردگ .(٣.۴.

Min(R) و ساز پوچ شرط دارای ،R ͳکاهش جابهجایی حلقه کردند ثابت جریسن، و هنری΋سن

rR(a) = rR بهطوریکه باشد موجود b ∈ R مانند عضوی ،a ∈ R هر برای اگر است فشرده

.(٣.۴. ،گزاره ([؟] rR(a) = rR(rR(b))

ͳقسمت خارج حلقه اگروفقطاگر است فشرده Min(R) و (A) خاصیت دارای R کرد ثابت کوانتل

و (A) خاصیت دارای R کردند ثابت کلر و هوکبا [؟]. مͳباشد منظم نیومن فون T (R) ،R ͳکل

اگروفقطاگر باشد، فشرده Min(R) و پوچساز شرط دارای R اگروفقطاگر است فشرده Min(R)

[؟]. باشد منظم نیومن فون T (R) ،R ͳکل ͳقسمت خارج حلقه

صدق نیز R ͳکاهش ناجابهجایی حلقههای از ͳنوع در جریسن و هنری΋سن نتایج کرد ثابت شین

حلقههای روی اول ایدهالهای فضای برای هستهای توپولوژی روی بیشتری نتایج [؟]. مͳکند

ارتباط پوچساز شرط دارای حلقههای کرد. مطالعه ؟] ؟، [؟، به مراجعه با مͳتوان را ناجابهجایی

دارای جابهجایی ͳکاهش حلقه Έی مثال، برای دارند. (A) خاصیت دارای حلقههای با ͳ΋نزدی

حلقه R یا باشد، فشرده Min(R) و ͳکاهش حلقه R اگر مͳباشد. (A) خاصیت و پوچساز شرط

و (A) خاصیت داد نشان لوکاس [؟]. معادلند پوچساز شرط و (A) خاصیت باشد، ͳکاهش مرتبط

[؟]. نیستند معادل همیشه پوچساز شرط

حلقههای از توسیع چندین تعریفکرد. ناجابهجایی برایحلقههای را (A)خاصیت هانگ١٠، اخیراّ

ͳقسمت خارج حلقههای و چندجملهای حلقههای ،ͳماتریس حلقههای جمله از (A) خاصیت با

حلقههای از مینیمال اول ایدهالهای فضای است شده ثابت بعلاوه، کرد[؟]. ͳبررس را Έکلاسی

مͳباشد. فشرده ،(A) خاصیت با
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که حلقههایی ͳبررس و ناجابهجایی حلقههای روی پوچساز شرط تعریف نامه پایان این هدف

این در که است بزرگ پوچساز شرط دارای حلقههای مͳباشد.کلاس است، فشرده آنها Min(R)

مشخص برای مناسبی مفهوم پوچساز شرط بنابراین است، شده اشاره آنها از تعدادی به پایاننامه

مͳباشد. حلقهها این ͳویژگ کردن

مͳباشد زیر مقاله نامه پایان این در استفاده مورد ͳاصل مرج΄

The Minimal prime spectrum of rings with annihilator conditions

است. شده نوشته ١٢ͳل و کیم١١ هانگ، توسط که

فصول با مرتبط پایهای قضایای و مفاهیم اول فصل در است، شده تش΋یل فصل سه از نامه پایان این

توسیع با اول بخش که است بخش چهار شامل دوم فصل مͳگیرد. قرار ͳبررس و مطالعه مورد ͳآت

در که مͳشود ارائه ͳمتنوع مثالهای و مͳگردد آغاز ناجابهجایی حلقه روی پوچساز شرط تعریف

مͳشود. ͳبررس (A) خاصیت با شرط این رابطه نمͳنمایند. صدق یا کرده صدق پوچساز شرط

ناجابهجایی حلقههای به پوچساز، شرط دارای جابهجایی حلقههای قضیههای تعمیم به بعدی بخش

شرط بهعلاوه، پوچساز. شرط دارای اول نیم حلقههای روی توسیع چندین جمله، از مͳپردازد.

مͳکند. ͳبررس ͳماتریس حلقههای از ش΋لهایی روی را پوچساز

پایان در و مͳپردازد راست Έکلاسی ͳقسمت خارج حلقههای از قضیهای و تعریف به سه بخش در

ͳقسمت خارج حلقه آنگاه باشد، ͳکاهش حلقه R اگر مͳشود ثابت چهار بخش در ͳیعن فصل این

فشرده Min(R) و (A) خاصیت دارای R اگروفقطاگر است قوی منظم Q(R) ، راست Έکلاسی

قضیه چندین ترتیب این به باشد. فشرده Min(R) و پوچساز شرط دارای R اگروفقطاگر باشد،

حلقههای بین رابطه مطالعه مͳشود. داده تعمیم ناجابهجایی حلقههای به جابهجایی حلقههای از

مفهوم ،R پوچساز شرط دارای حلقه و Min(R) ͳفشردگ قوی، راستکلاسیΈمنظم ͳقسمت خارج

مͳدهد. ͳکاهش مرتبط حلقههای و منظم حلقههای ، منظم نیومن فون حلقههای از بهتری

تعریف این از نتیجه و قضیه چند ͳبررس به و مͳشود تعریف مدولها روی پوچساز شرط سه فصل در
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مͳپردازد.
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٢ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

پایان این در کنیم. ͳم عنوان را نامه پایان این در نیاز مورد قضایای و ها لم تعاریف، فصل این در

rR(S) و lR(S) ،S ⊆ R ͳناته مجموعه زیر برای مͳباشد. شرکتپذیر و ی΋دار حلقه ،R نامه

،(Zr(R))Zl(R) نماد دهند. ͳم نمایش را R در S راست پوچساز و چپ پوچساز ترتیب به

فضای برای را (Min(R)) Spec(R) همچنین دهد. ͳم نمایش را (راست) چپ صفر های مقسم

مͳکنیم. استفاده حلقه از (مینیمال) اول ایدهآلهای

اولیه تعاریف ١.١

،n ∈ N مانند عضوی ازای به هرگاه گوییم پوچتوان را R حلقه از a عضو .١.١.١ تعریف

گوییم. پوچتوان ایدهآل را I باشد، پوچتوان اعضای شامل R حلقه از I ایدهآل اگر .an = 0

تعریف این باشد. نداشته صفر غیر پوچتوان عضو هرگاه گوییم ͳکاهش Rرا حلقه تعریف٢.١.١.

.x = 0 دهد نشان x2 = 0 اگر ،x ∈ R هر ازای به که است این با معادل

برای است. برقرار دوم تعریف صورت این در باشد نداشته صفر غیر توان پوچ عضو R حلقه اگر

کوچ΋ترین n و an = 0 باشد، صفر مخالف توان پوچ عضو x ∈ R کنیم فرض رابطه، عکس

طبق .(an−1)2 = an.an−2 = 0 صورت این در کند ͳم صدق رابطه این در که باشد عددی

است. تناقض که ،an−1 = 0 فرض،

از است عبارت x ∈ R مانند عضوی راست پوچساز باشد، حلقه R کنیم فرض تعریف٣.١.١.

lR(x) نماد با و است تعریف قابل چپ پوچساز مشابه طور به .rR(x) = {y ∈ R | xy = 0}

مͳشود. داده نمایش

است منطبق هم بر جابهجایی و ͳکاهش حلقههای در راست و چپ ساز پوچ مفهوم .۴.١.١ نکته

مͳشود. داده نمایش ann(x) با و

چندجملهای حلقه هر و میدان هر همچنین است. ͳکاهش حلقه Z صحیح اعداد حلقه مثال١.١.۵.

است. ͳکاهش حلقه میدان، روی



٣ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

دهد نشان aRb = 0 ، a, b ∈ R هر ازای به گاه هر گوییم اول را R حلقه .۶.١.١ تعریف

.b = 0 یا a = 0

.a = 0 دهد نشان aRa = 0 ،a ∈ Rهر ازای به هرگاه گوییم اول نیم Rرا حلقه تعریف٧.١.١.

.I = 0 دهد نشان I2 = 0 ،I ≤ R آل ایده هر برای هرگاه گوییم اول نیم را R حلقه معادل طور به

معادلند: زیر شرایط R حلقه هر برای .٨.١.١ گزاره

است؛ نیماول R .١

نمͳباشد؛ ناصفر پوچتوان ایدهآل دارای R .٢

نمͳباشد. ناصفر چپ پوچتوان ایدهآل دارای R .٣

.(١٠.١۶ گزاره ([؟]، به شود رجوع اثبات.

است. نیماول ،ͳکاهش حلقه هر مثال:

است پوچساز شرط Rدارای آنگاه باشد، ͳکاهش و جابهجایی Rحلقه فرضکنید تعریف٩.١.١.

.ann(a, b) = ann(c) چنانکه باشد موجود c ∈ R مانند عضوی ،(a, b) ∈ R زوج هر برای اگر

Έی را δ : R −→ R نگاشت باشد. R حلقه از ͳهمریخت Έی σ کنید فرض تعریف١٠.١.١.

هر برای δ(ab) = σ(a)δ(b) + δ(a)b رابطه و بوده ͳجمع نگاشت Έی δ اگر م�ͳنامیم مشتق �-σ

م�ͳنامیم. R مشتق Έی را δ ،σ = idR اگر باشد. برقرار a, b ∈ R

ͳهمریختΈی σ که م�ͳشود داده ;R[xنشان σ, δ] Rبا حلقه از Ore یΈتوسیع تعریف١١.١.١.

از ضرایبی و x متغیر با چندجمله�ای�هایی R[x; σ, δ] اعضای مͳباشد. مشتق �-σ Έی δ و R از

صورت به ضرب و ͳمعمول جم΄ با که م�ͳشوند نوشته چپ طرف در آن ضرایب که هستند R

چندجمله�ای�های حلقه Ore توسیع ،σ = idR اگر م�ͳشود. تعریف xa = σ(a)x + δ(a)

چندجمله�ای�های حلقه را آن δ = 0 اگر و مͳشود داده ;R[xنشان δ] با و شده نامیده پذیر دیفرانسیل

مͳشود. داده نشان R[x; σ] با و نامیده ک;



۴ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

مͳشود. داده نشان R[[x]] با x متغیر با ͳتوان سری�های حلقه تعریف١٢.١.١.

با حلقه اعضای و م�ͳشود داده نمایش R[[x, σ]] با ک; ͳتوان های سری حلقه تعریف١٣.١.١.

شوند. ͳم جا به جا xa = σ(a)x رابطه با x متغیر

اگروتنهااگر است پذیر معکوس R[[x, σ]] حلقه در a0 + a1x + · · · ͳتوان سری .١۴.١.١ لم

باشد. پذیر معکوس R در a0

[؟]. به شود رجوع اثبات.

(اگر ١ و ٠ وضوح، به .e2 = e هرگاه نامیم خودتوان را R حلقه در e عضو تعریف١.١.١۵.

هستند. خودتوان عناصری باشد) ی΋دار R

باشد. مرکزی آن خودتوان هر هرگاه گوییم ͳآبل را R حلقه تعریف١.١.١۶.

b ∈ R مانند عنصری a ∈ R هر برای هرگاه گوییم منظم نیومن فون را R حلقه تعریف١٧.١.١.

.aba = b که باشد موجود

صفر غیر آل ایده هر (چپ) راست ساز پوچ هرگاه گوییم بئر١ شبه را R حلقه تعریف١٨.١.١.

شود. تولید خودتوان Έی توسط (چپ)، راست آل ایده Έی عنوان به آن،

شده تولید ͳمتناه طور به ایدهآل هر اگر مͳباشد راست Bezout حلقه ،R حلقه تعریف١٩.١.١.

باشد. ͳاصل ایدهآل R از

راست ساز پوچ هرگاه گوییم (چپ) راست ͳاصل تصویری حلقه را R حلقه .٢٠.١.١ تعریف

شود. تولید خودتوان Έی توسط آن، صفر غیر عضو هر (چپ)

همچنین و lR(B) ⊆ lR(A) آنگاه ،A ⊆ B و Rباشند از ایدهآل B و A اگر .٢١.١.١ نکته

در xA = 0 داریم A ⊆ B از و xB = 0 آنگاه x ∈ lR(B) اگر زیرا .rR(B) ⊆ rR(A)

مͳآید. دست به روش همین به نیز راست پوچساز برای .x ∈ lR(A) نتیجه

١quasi-Baer



۵ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

طور به یا nr = 0 که باشد موجود ͳمثبت صحیح عدد و بوده حلقه Έی R اگر تعریف٢٢.١.١.

مͳدهیم. نشان ch(R) یا char R با و نامیم R مشخصه را آنها کوچ΋ترین ،R در n1 = 0 معادل

.char R=0 مͳدهیم قرار باشد، نداشته وجود ͳمثبت صحیح عدد چنین اگر

عدد یا است صفر یا F مشخصه صورت این در باشد. میدان Έی F کنید فرض .٢٣.١.١ قضیه

.p مانند ͳاول

[؟]. به شود رجوع اثبات.

R چون رابطهای با همراه A مانند است مجموعهای ͳجزئ مرتب مجموعه Έی تعریف١.١.٢۴.

است. پادمتقارن و متعدی منعکس، که (A از ͳجزئ ترتیب نام (به A × A بر

نامیم مرتب کاملا̈ یΈمجموعه یا زنجیر Έی را (X, 6) ͳجزئ مرتب مجموعه تعریف١.١.٢۵.

.y 6 x یا x 6 y باشیم داشته x, y ∈ X هر ازای به هرگاه

R روی 6 رابطه هرگاه نامیم شده٢ مرتب کامل طور به حلقه Έی را R حلقه تعریف١.١.٢۶.

بهطوریکه: باشد داشته وجود

باشد؛ زنجیر Έی (R, 6) .١

,a؛ b, c ∈ R هر برای a + c 6 b + c آنگاه a 6 b اگر .٢

ca؛ 6 cb و ac 6 bc آنگاه c > 0 و a 6 b اگر .٣

هر برای R روی ”<” رابطه با (تعدی) ͳکل ترتیب اگر نامیم مرتب را R حلقه تعریف٢٧.١.١.

کند: عمل زیر صورت به a, b, c ∈ R

a < b =⇒ a + c < b + c

0 < a, 0 < b =⇒ ab > 0

٢fully ordered



۶ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

an = 0 در که R شرکتپذیر مرتب حلقه Έی در a اعضای همه از Nn مجموعه .٢٨.١.١ لم

کلاسهای تمام شامل Nn مͳشود. صفر آن n−ام توان که مͳباشد R از ایدهآل Έی مͳکند صدق

مͳباشد. ͳارشمیدس

اعضای b ∈ R ،a ∈ Nn اگر باشد. شده مرتب کامل طور به حلقه Έی R کنیم فرض اثبات.

داریم استقرا با فرآیند این ادامه با a2b2 ≥ abab = (ab)2 آنگاه ab ≥ ba و باشند مثبت

طور به .ab ∈ Nn بنابراین anbn ≥ a(an−1bn−1)b ≥ a(ab)n−1b ≥ a(ba)n−1b = (ab)n

آنگاه ،0 ≤ a2 ≤ a1 و a1, a2 ∈ Nn اگر حال .ba ∈ Nn مشابه

(a1 ± a2)
n ≤ (2a1)

n = 0

کنیم فرض مͳباشد. R از ایدهآل Έی Nn نتیجه در ،a1 ± a2 ∈ Nn مͳدهد نشان این و

و a ∈ Nn آنگاه ،a = max(a1,−a1, · · · , an,−an) دهیم قرار اگر و a1, · · · , an ∈ Nn

مͳشود. صفر Nn n−ام توان بنابراین ،0 = −an ≤ a1 · · · an ≤ an = 0

چنانکه باشد داشته وجود n > 1 ،a, b ∈ R هر برای هرگاه گوییم ͳارشمیدس ترتیبی را R حلقه

برای و b < ma ،m ͳطبیع عدد برای آنگاه ،b ∼ a ∈ Nn اگر تعریف: این بنابر .na > b

مͳشود. کامل اثبات نتیجه در است برقرار 0 ≤ bn ≤ (ma)n = 0 رابطه ،b ∈ Nn

R از ایدهآل Έی ش΋ل به R پذیر شرکت مرتب حلقه Έی پوچتوان اعضای .٢٩.١.١ قضیه

نیست. صفر از ͳمقسم هیچ شامل R/N ͳقسمت خارج وحلقه مͳباشد

و مͳباشد ایدهآلها از N1 ⊆ N2 ⊆ · · · ⊆ Nn ⊆ · · · صعودی زنجیر اجتماع N اثبات.

و a, b ∈ N ،R از شده مرتب کامل طور به حلقه در اگر است. ایدهآل نیز خودش نتیجه در

.a ∈ N نتیجه در a2 ∈ N که مͳدهد نشان این .0 6 a2 6 ab ∈ N آنگاه 0 < a 6 b

مینیمال اول ایدهآلهای مجموعه S و R نیماول حلقه از ایدهآل Έی I فرضمͳکنیم لم٣٠.١.١.

.ann(I) =
∩
{P : P ∈ S} داریم آنگاه شود، گرفته نظر در نمͳباشند I شامل که R از



٧ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

اول مینیمالهای همه اشتراک در I ∩B از عضو هر ،B =
∩
{P : P ∈ S} کنیم فرض اثبات.

دیΎر طرف از و .B ⊆ ann(I) نتیجه در I ∩B = 0 ،IB ⊆ I ∩B ازآنجاکه مͳباشد. R از

ازآنجاکه ann(I) ⊆ P ،P بودن اول طبق آنگاه ،I.ann(I) = (0) ⊆ P ،P ∈ S هر برای

.ann(I) ⊆ B بنابراین ،I * P

معادلند: زیر شرایط ،R نیماول حلقه از I ایدهآل هر برای .٣١.١.١ قضیه

مͳباشد؛ ماکسیمال پوچساز I .١

مͳباشد؛ پوچساز و مینیمال اول ایدهآل I .٢

مͳباشد؛ پوچساز و اول ایدهآل I .٣

است؛ R از ی΋نواخت ایدهآل u که I = ann(u) .۴

بالا شرطهای با نیز زیر شرط آنگاه باشد، ͳمتناه R از مینیمال اول ایدهآلهای تعداد اگر ∗

است: معادل

مͳباشد. مینیمال اول ایدهآل I .۵

.(١١.۴١ لم ([؟]، به شود رجوع اثبات.

صعودی زنجیر شرط در C مجموعه زیرمجموعه�های از {Ci} خانواده گوییم تعریف٣٢.١.١.

وجود n ͳطبیع عدد Ci1 ⊆ Ci2 ⊆ · · · مانند صعودی زنجیر هر برای اگر مͳکند صدق (ACC)

تعریف مشابه طور به ͳنزول زنجیر شرط .Cin = Cin+1 = Cin+2 = · · · بهطوریکه باشد داشته

مͳشود.

زیرمدولهایش تمام خانواده اگر گوییم (ͳآرتین) نوتری را M چپ مدول �-R تعریف٣٣.١.١.

کند. صدق (ͳنزول) صعودی زنجیر درشرط



٨ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

b ∈ R مانند عضوی اگر مͳشود نامیده چپ صفر مقسم Έی a ∈ R عضو .٣۴.١.١ تعریف

که عضوی م�ͳشود. تعریف مشابه طور به راست صفر مقسم .ab = 0 بهطوریکه باشد داشته وجود

نامیم. صفر مقسم Έی باشد راست و چپ صفر مقسم Έی

باشد. نداشته ͳنابدیه راست یا چپ صفر مقسم اگر گوییم دامنه Έی را D حلقه تعریف١.١.٣۵.

حلقه هر مثال طور به .b = 0 یا a = 0 آنگاه ab = 0 اگر a, b ∈ D هر برای دیΎر عبارت به

است. دامنه Έی ͳبخش

چپ، مدول �-R عنوان به اگر گوییم چپ) ͳآرتین) چپ نوتری را R حلقه .٣۶.١.١ تعریف

نوتری هم R اگر مͳشوند. تعریف مشابه طور به راست ͳآرتین و نوتری حلقه باشد. (ͳآرتین) نوتری

گوییم. (ͳآرتین) نوتری حلقه Έی را R آنگاه باشد راست (ͳآرتین) نوتری هم و چپ (ͳآرتین)

U.dimM = n صورت به (که n ی΋نواخت بعد دارای MR R-مدول گوییم تعریف٣٧.١.١.

(زیر دارد ͳنابدیه اشتراک آن مدول زیر هر با که آن از ͳزیرمدول هرگاه است مͳشود) داده نمایش

ازآنجاکه باشد. ی΋نواخت مدول زیر n از مستقیم جم΄ V بهطوریکه باشد موجود (ͳاساس مدول

است. تعریف قابل ی΋نواخت ایدهآل مͳشود، گرفته نظر در راست R-مدول Έی عنوان به IR

معادلند: زیر شرایط ،R نیماول حلقه هر برای .٣٨.١.١ قضیه

n؛ := u.dimRRR < ∞ .١

است؛ ͳمتناه ،R مینیمال اول ایدهآلهای تعداد ،t .٢

است؛ ͳمتناه ،R پوچسازهای تعداد ،m .٣

مͳباشد؛ پوچساز ایدهآلهای روی صعودی زنجیر شرط دارای R .۴

مͳباشد؛ پوچساز ایدهآلهای روی ͳنزول زنجیر شرط دارای R .۵

باشد؛ ͳم صفر مقسمهای روی صعودی زنجیر شرط دارای R .۶



٩ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

باشد. ͳم صفر مقسمهای روی ͳنزول زنجیر شرط دارای R .٧

R اگروفقطاگر n = t = 1 نتیجه در .m = 2t و n = t آنگاه باشند برقرار شرایط این اگر

باشد. اول حلقه Έی

.(١١.۴٣ لم ([؟]، به شود رجوع اثبات.

مانند ͳجمع ͳزیرگروه اگر م�ͳنامیم R گوشه�ای یΈحلقه را S ⊆ R حلقه زیر تعریف٣٩.١.١.

.C.S ⊆ C و S.C ⊆ C باشیم داشته و R = S ⊕ C به�طوری�که باشد داشته وجود C ⊆ R

مرکزی خوتوان Έی e اگر مثال برای م�ͳنامیم. R در S ای گوشه حلقه م΋مل Έی را C زیرگروه

Rگوییم. از گوشهای حلقه را eRe باشد، R از

.ar = ra باشیم داشته r ∈ R هر برای هرگاه مͳنامیم مرکزی را a ∈ R عضو تعریف۴٠.١.١.

مͳدهیم. نمایش Z(R) با را R حلقه مرکزی عناصر مجموعه

معادلند: زیر شرایط e ∈ R خودتوان برای .۴١.١.١ لم

1)؛ − e)Re = 0 .١

است؛ R از ͳآل ایده eR .٢

است؛ R از ͳآل ایده R(1 − e) .٣

.eR = eR(1 − e) ⊕ Re و است R از ͳآل ایده eR(1 − e) .۴

[؟]. به شود رجوع اثبات.

خودتوان Rتوسط از (RxR) ͳاصل ایدهآل هر هرگاه گوییم، منظم دو Rرا حلقه تعریف۴٢.١.١.

شود. تولید مرکزی

است. ماکسیمال R از M اول ایدهآل هر آنگاه باشد منظم دو حلقه R اگر .۴٣.١.١ گزاره



١٠ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

[؟]. است منظم دو R/M حلقه ، Rاز M ایدهآل هر برای گاه آن باشد منظم دو R اگر اثبات.

Έی شامل R/M نتیجه در است. اول منظم دو حلقه R/M باشد، اول ایدهآل M اگر بنابراین

ایدهآل دو باید باشد سره ͳاصل ایدهآل Έی شامل R/M اگر ازآنجاکه نیست، سره ͳاصل ایدهآل

ماکسیمال ایدهآل M و ساده حلقه Έی R/M بنابراین شود. صفر آنها ضرب که باشد داشته ناصفر

است. R از

x ∈ xRxR ،x ∈ R عضو هر برای اگر گوییم راست ضعیف منظم Rرا حلقه تعریف١.١.۴۴.

راست ضعیف منظم R حلقه اگر است. تعریف قابل چپ ضعیف منظم حلقه مشابه طور به باشد.

است. ضعیف منظم باشد چپ و

،x ∈ R هر برای اگروفقطاگر است ضعیف منظم و ͳکاهش R حلقه .۴۵.١.١ لم

ann(x) ⊕ RxR = R

اگر است. ضعیف منظم و ͳکاهش R مͳکنیم ثابت ،ann(x) ⊕ RxR = R کنیم فرض اثبات.

.x = 0 مͳدهد نشان ،x2 = 0 داریم نتیجه در نیست، متعلق RxR به x آنگاه ،x ∈ ann(x)

است. ضعیف منظم R مͳشود دیده ͳآسان به است. ͳکاهش حلقه R بنابراین

عضوی ،x ∈ R هر برای است. ضعیف منظم و ͳکاهش R که مͳکنیم فرض عکس، اثبات برای

در و 1 − a ∈ ann(x) مͳدهد نشان x،که = xa بهطوریکه باشد ͳم موجود a ∈ RxR مانند

.ann(x) + RxR = R نتیجه

(bRx)2 = ازآنجاکه و xb = 0 داریم آنگاه ،b ∈ ann(x) ∩ RxR مͳکنیم فرض حال

b2 = 0 نتیجه در ،b ∈ RxR ͳطرف از .bRxR = 0 و bRx = 0 مͳشود نتیجه bRxbRx = 0

جم΄ R نتیجه در مͳباشد، مرکزی R از خودتوان هر ͳطرف از .b = 0 ،R بودن ͳکاهش بنابر و

مͳباشد. RxR و ann(x) حلقههای مستقیم

Έی R/P ،R از P اول ایدهآل هر برای ،R ضعیف منظم ͳکاهش یΈحلقه در .۴۶.١.١ گزاره

. است ساده دامنه

که مͳکنیم انتخاب چنان را R از Q مینیمال اول ایدهآل ،R از P اول ایدهآل هر برای اثبات.



١١ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

،R بودن ضعیف منظم به توجه با است. دامنه R/Q است، ͳکاهش حلقه R ازآنجاکه .Q ⊆ P

است. ساده دامنه R/P بنابراین .P = Q مͳدهد نتیجه که مͳباشد، ساده دامنه R/Q

مͳدهیم. نمایش U(R) با را R حلقه ی΋ههای مجموعه تعریف۴٧.١.١.

معادلند: زیر شرایط R ͳکاهش حلقه برای .۴٨.١.١ قضیه

است؛ منظم دو حلقه R .١

است؛ ضعیف منظم R .٢

P؛ =
∪

x∈R−P ann(x) ،R از P اول ایدهآل هر برای .٣

مͳباشد. R = RxR و راست ͳاصل تصویری حلقه Έی R ،x ∈ U(R) هر برای .۴

ann(x)⊕ آنگاه ضعیفباشد منظم و ͳکاهش Rحلقه اگر (؟؟)، لم به توجه با (٢)⇒(١) اثبات.

بنابراین ،R = eR ⊕ (1 − e)R هستند مرکزی R در خودتوانها همه جاکه آن از .RxR = R

است. منظم دو حلقه R مͳدهد نتیجه این و مͳشود تولید مرکزی خودتوان توسط RxR

دامنه Έی R/P (؟؟)، گزاره از استفاده با .Q =
∪

x∈R−P ann(x) مͳدهیم قرار (٢)⇒(٣)

است موجود a ∈ RxR ⊆ P ،x ∈ P اگر شمول، عکس برای .Q ⊆ P بنابراین است، ساده

نتیجه در ،1 − a ∈ R − P مͳدهد نشان این و x(1 − a) = 0 ∈ P که x = xa بهطوریکه

.P ⊆ Q

.(۶ قضیه ([؟]، به کنید رجوع روابط سایر اثبات برای

R از اول ایدهآلهای همه اگر وفقط اگر است ضعیف منظم R ͳکاهش حلقه .۴٩.١.١ تذکر

مͳباشد. بالا قضیه در (٣) عبارت با معادل که باشند. ماکسیمال

کامل طور به I آنگاه باشد. ایدهآل Έی I ̸= R و باشد حلقه R کنیم فرض تعریف۵٠.١.١.

باشد. دامنه R/I اگر است اول



١٢ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

هر و n مثبت و صحیح عدد هر برای باشد. ͳکاهش حلقه Έی R کنیم فرض .۵١.١.١ لم

.xσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n) = 0 آنگاه x1x2 · · ·xn = 0 اگر ،σ ∈ Sn جایΎشت

.(١.٢ لم ([؟]، به کنید رجوع اثبات.

در .I = R \ X و ͳناته مجموعه زیر X ⊂ R \ 0 ،ͳکاهش حلقه R کنیم فرض .۵٢.١.١ لم

معادلند: زیر شرایط صورت این

مͳباشد؛ (R \ 0) از ماکسیمال ضربی گروه نیم زیر X .١

دارد وجود x ∈ X مانند عضوی ،b ∈ I هر برای و است R ضربی گروه نیم زیر Έی X .٢

xb؛ = 0 بهطوریکه

چنان x ∈ X مانند عضوی ،B ⊂ I هر برای و است R ضربی گروه نیم زیر Έی X .٣

xB؛ = 0 که است موجود

است. R از مینیمال اول ایدهآل Έی I .۴

صورت این در .xb = 0 ،x ∈ X هر برای آنگاه b = 0 اگر .b ∈ I کنیم فرض ٢⇒١ اثبات.

ماکسیمال از باشد. b و X توسط شده تولید ضربی گروه نیم زیر T ⊂ R ،0 ̸= b ∈ I فرض با

موجودند چنان x ∈ X و k ͳطبیع عدد ،b ̸= 0 فرض و قبل لم با نتیجه در .0 ∈ T داریم X بودن

.xb = 0 نتیجه در (xb)k = 0 که

مانند عناصری فرض به توجه با .B = {b1, · · · , bn} ⊂ I و n > 1 کنیم فرض ٣⇒٢

نیم زیر X ͳطرف از . xibi = 0 ،i = 1, · · · , n برای بهطوریکه موجودند x1, · · · , xn ∈ X

.xB = 0 داریم قبل لم از نتیجه در .x = x1 · · · xn ∈ X لذا است، ضربی گروه

به بنا .r, s ∈ I کنیم فرض حال .I ̸= 0 بنابراین .0 ∈ I داریم R \ 0 از X انتخاب با ٣⇒۴

x(r−s) = 0 نتیجه در .xs = 0 و xr = 0 بهطوریکه است موجود x ∈ X مانند فرضعضوی

x(r − s) ∈ X ،x ∈ X و است ضربی گروه نیم زیر Έی X ازآنجاکه ،r − s ∈ X فرض با و

I بنابراین .r − s ∈ I نتیجه در است. تناقض در X انتخاب با که 0 ∈ X صورت این در و



١٣ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

x ∈ X فرض به توجه با باشند، r ∈ R و s ∈ I اگر حال است. R از ͳجمع گروه نیم زیر Έی

از ایدهآل Έی I و sr ∈ I ازاینرو و xsr = 0 صورت این در .xs = 0 بهطوریکه است موجود

فرض به توجه با .arb ⊆ I مͳکنیم فرض است. اول ایدهآل Έی I دهیم نشان باید حال است.

مͳشود نتیجه X بودن ضربی به توجه با ،xab = 0 بهطوریکه است موجود x ∈ X مانند عضوی

باشد R از ͳاول ایدهآل P اگر حال است. اول ایدهآل I نتیجه در باشند. I به متعلق باید b یا a

به توجه با و xr = 0 بهطوریکه است موجود x ∈ X فرض با آنگاه ،r ∈ I اگر .I ⊂ P که

اول ایدهآل P ͳطرف از .(xRr) = 0 ⊂ P و (xRr)2 = 0 نتیجه در .rx = 0 ،R بودن ͳکاهش

است. R از مینیمال اول Iایدهآل بنابراین .I = P نتیجه در و r ∈ P ،x ∈ X و است

عدد آنگاه ،0 ∈ I اگر باشد. X توسط شده تولید R از ضربی گروه نیم زیر S کنیم فرض ۴⇒١

فرض با .0 = x1 · · ·xn ∈ X بهطوریکه دارند وجود x1, · · · , xn ∈ X و n > 1 صحیح

در و 0 ̸∈ X دید مͳتوان x1 · · ·xn ∈ X = 0 که ͳمثبت صحیح عدد کوچ΋ترین عنوان به n

بهطوریکه است موجود r ∈ R مانند عضوی ،I بودن اول ایدهآل طبق ͳطرف از .n > 2 نتیجه

x1rx2 انتخاب با .0 = rx1 · · ·xn = (x1rx2)x3 · · ·xn قبل لم به توجه با حال .x1rx2 ̸∈ I

مͳشود صفر برابر X از عضو n−1 ضرب حاصل ͳیعن .xx3 · · ·xn = 0 ،X از عضوی عنوان به

زیر T که ،X ⊆ T کنیم فرض حال .S ⊂ R \ 0 بنابراین است. تناقض در n بودن مینیمال با که

ایدهآل P وضوح به باشد. T از مجزا R از ماکسیمال ایدهآل Έی P و R \ 0 ماکسیمال گروه نیم

.P = I نتیجه در و I ⊆ P داریم I بودن مینیمال به توجه با ͳطرف از .P ⊆ I و است R از اول

است. R \ 0 ماکسیمال گروه نیم زیر X و T ⊆ X بنابراین

آنگاه .X = R \ I و باشد R از ͳایدهآل I و ͳکاهش حلقه R کنیم فرض .۵٣.١.١ نتیجه

معادلند: زیر شرایط

Rاست؛ از مینیمال اول ایدهآل Έی I .١

است؛ اول کامل طور به که R از مینیمال اول ایدهآل Έی I .٢

مͳباشد؛ (R \ 0) از ماکسیمال ضربی گروه نیم زیر X .٣


