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چͺیده

های درمدول نامساویکشی-شوارتز بررسی

ضربداخلیروی∗C-جبرها نیم

وسیله�ی: به
زیبامیرمحمدولͬ

تعاریف ابتدا است. -جبرها C∗ روی هیلبرت پیش مدول�های در کشͬ-شوارتز نامساوی بررسͬ ما هدف

گرفتن نظر در با سپس مͬ�کنیم. بیان را گرام وماتریس هیلبرت پیش -مدول�های C∗ -جبرها، C∗ از وخواصͬ

نامساوی�هايی آن، اولیه نیم�ضرب از استفاده با و جدید داخلͬ نیم�ضرب�های ساختن پیشهیلبرتو یC∗ͷمدول

انتخاب با مͬ�آوریم. بدست را گرام ماتریس به مربوط نامساوی و گراس نامساوی ، ͬͺاستروفس نامساوی مانند

را -جبر C∗ آن عناصر از صعودی دنباله�ای استقرایی، روند ͷی با و -جبر C∗ از صفر عنصرمخالف ͷی

C∗ از عنصر آن وارون عملͽرها، نظریه از نتایجͬ بͺارگیری و کشͬ-شوارتز نامساوی از استفاده با که مͬ�سازیم

مͬ�آوریم. دست به وجود صورت در را -جبر

،ͬͺاستروفس نامساوی ماتریسگرام، گراس، نامساوی عملͽرمثبت، هیلبرت، پیش ∗C-مدول کلماتکلیدی:

-شوارتز. کشͬ جبر،نامساوی - C∗
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پیشگفتار

بار اولین هیلبرتاستکه یͷفضای مفهوم از تعمیمͬ واقع هیلبرتدر مدول -C∗ریاضیاتمفهوم در

C∗ روی بر تحقیقات هفتاد، دهه در و گرفت صورت [١١] ١ͬͺکاپلانس توسط فضاها این از استفاده

فصل یافت. ادامه [١٧] ریفل٢ توسط -جبرها C∗ شده القاء نمایشهای زمینه در هیلبرت -مدول�های

شد. خواهد لازم بعداً که است پایان�نامه خلال در رفته به�کار نمادگذاری�های و اصطلاحات شرح اول

-مدول�های C∗ با آن از پردازیم.پس مͬ را ∗C-جبرها خصوص در مطالبی یادآوری به فصل این در

شویم. مͬ آشنا هیلبرت

از استفاده با و کنیم مͬ اثبات حقیقͬ داخلͬ ضرب فضای در را تساوی رابطه ͷی دوم فصل در

و گراس نامساوی برقراری به منجر که مͬ�آوریم بدست نامساوی ͷی تساوی طرف ͷی بودن مثبت

مͬ�شود. حقیقͬ داخلͬ ضرب فضای در ͬͺاستروفس

در را آن کاربرد و کنیم مͬ بررسͬ هیلبرت مدول -C∗ در را ͬͺاستروفس نامساوی سوم فصل در

کنیم. مͬ مشاهده -جبرها C∗

آن ریشه�های حاصل�ضرب صفرشدن معادل عنصر دو داخلͬ ضرب شدن صفر کنیم مͬ مشاهده

ضربشان حاصل که یͺه عنصر دو برای شراطͬ چه تحت ∗C-جبر ͷی در دید خواهیم است. عنصر دو

شد. خواهد صفر نیز آن�ها ریشه�های جمع است صفر

نیم مدول ͷدری را آن با مرتبط نامساوی�های از بعضͬ و کشͬ-شوارتز نامساوی چهارم فصل در

کنیم. مͬ رابررسͬ A -جبر C∗ روی ضرب�داخلͬ

نیز دیͽری نیم�ضرب�های مͬ�توان ضرب�داخلͬ نیم ͷی از استفاده با که دید خواهیم فصل این در

با معادل آن بودن مثبت و است مثبت ماتریس ͷی که مͬ�شویم آشنا گرام ماتریس با کرد. تعریف

١ Kaplansky
٢ Rieffel

١



شد. خواهد کشͬ-شوارتز نامساوی برقراری

منظورکافͬ استبدین نامساویکشͬ-شوارتز از استروفسͺͬشͺلخاصͬ نامساوی کنیم مͬ مشاهده

کرد. تعریف داخلͬ ضرب فضای روی را القایی داخلͬ نیم�ضرب است

عنصر ͷی وارون عملͽرها، نظریه از نتایجͬ بͺارگیری و -شوارتز کشͬ نامساوی از بااستفاده

آوریم. مͬ دست به وجود صورت در را از∗C-جبر

٢



١ فصل

ها پیشنیاز

∗C-مدول�های آن از پس مͬ�پردازیم. ∗C-جبرها خصوص در مطالبی یادآوری به ابتدا پیشرو فصل در

مͬ�کنیم. بررسͬ هستند، هیلبرت فضاهای از تعمیمͬ واقع در که را هیلبرت

دار نرم برداری فضاهای ١-١

رابا Yبه X از خطͬ های نگاشت همه فضای باشند دار نرم برداری فضای XوYدو اگر

استونگاشت برداری Lیͷفضای (X ,Y ) مͬ�شودکه مشاهده آسانͬ به دهیم. مͬ Lنشان (X ,Y )

شود. مͬ تعریف زیر صورت به ∥ T ∥ آن در که است L (X ,Y ) روی نرم ͷی T −→∥ T ∥

∥ T ∥= Sup{∥ Tx ∥; ∥ x ∥= ١}

است. کامل L (X ,Y ) آنگاه باشد، کامل Y اگر .١.١.١ گزاره

شود. رجوع [۵.۴ قضیه ،٨] به اثبات.

گیریم. مͬ نظر در Y به X از دار کران خطͬ های نگاشت همه فضای را B (X ,Y )

اندازه فضای ١-٢

M روی اندازه ͷی Mباشد.� مانند -جبر σ ͷی به مجهز مجموعه�ای X فرضکنیم .١.٢.١ تعریف

که: �طوری به است µ : M −→ [٠,∞] مانند تابعͬ ، (X ,M ) یا

٣



µ (∅ )= ٠ .١

.µ (
∪∞

١ Ei )=
∑∞

١ µ(Ei) آن�گاه Mباشند در مجزا مجموعه��های از دنباله�ای {Ei}
∞

١
اگر .٢

مͬ�نامند. پذیر شمارش جمعͬ راخاصیت ویژگͬ این

نامیده اندازه�پذیر فضای ͷی (X ,M ) باشد. -جبر σ ͷیM ⊂ P(X ) و مجموعه ͷی X چناچه

روی اندازه ͷی µاگر مͬ�شوند. نامیده اندازه�پذیر ،مجموعه�های M در واقع ومجموعه�های مͬ�شود

مͬ�نامیم. اندازه فضای ͷی را (X ,M, µ ) باشد، (X ,M )

مͬ�دهیم قرار .M = P(X ) ناتهͬ، مجموعه�ای X کنیم فرض .٢.٢.١ مثال

µ : M −→ [٠,∞]

µ(A) =: Card(A) (A ∈ M)

مͬ�نامیم. شمارشͬ اندازه را آن که Mاست = P(X ) روی اندازه ͷی بوضوح

فضای ͷیH و X مجموعه�های زیر از -جبر σ ͷی Ωو مجموعه� ͷی X فرضکنیم تعریف٣.٢.١.

طوری به است E : Ω −→ B(H)مانند تابع ͷی ،(X ,Ω,H) برای طیفͬ اندازه ͷی باشد. هیلبرت

که

باشد، B(H)در تصویر ͷی E(∆) ،Ω ∆در هر ١.برای

،E(X ) = (∅)Eو١ = ٠ .٢

،∀∆٢∆,١ ∈ Ω; E(∆١ ∩∆٢) = E(∆١)E(∆٢) .٣

.E(
∪∞

١ ∆i) =
∑∞

١ E(∆i) آن�گاه باشد، مجزا های مجموعه {∆i}∞١ دنباله اگر .۴

LP فضاهای ١-٣

پذیری اندازه توابع همه مجموعه Lp(µ) .٠ < p < ∞ و اندازه فضای ͷی (X ,M, µ ) فرضکنیم

اندازه تابعͬ f اگر . ∥ f ∥p=
(∫

| f |p dµ
)

١
p < ∞ که طوری به است f : X −→ C چون

مͬ�کنیم باشد،تعریف X رری پذیر

∥f∥∞ = inf{a ≥ ٠ : µ({x : | f(x) |> a}) = ٠}

.inf∅ = ∞ که قرارداد این با

صورت به اوقات وگاهͬ شود مͬ نامیده | f | اساسͬ سوپریمم ∥f∥∞

∥ f ∥∞= essupx∈X | f(x) |

۴



طوری به است f : X −→ C چون پذیر اندازه توابع همه مجموعه L∞(X ) اکنون شود. مͬ نوشته

.∥f∥∞ < ∞ که

هیلبرت فضای ۴-١

فضاهای داد �انجام آن روی را دقیق بسیار آنالیز مͬ�توان که آن�هایی جمله از و باناخ فضاهای مهم�ترین

فضای در عملͽرها مͬ�باشند. متناهͬ بعد با اقلیدسͬ فضاهای از مستقیمͬ تعمیم که هستند هیلبرت

مͬ�شوند. بیان داخلͬ ضرب با هیلبرت

X فضای روی داخلͬ ضرب ͷی باشد. فضای�برداری ͷی (X ,+, .) کنید فرض .١.۴.١ تعریف

کند. صدق زیر خواص در که بطوری ⟨., .⟩ : X × X −→ C مانند است تابعͬ

١. ⟨x, x⟩ ≥ ٠

٢. ⟨x, x⟩ = ٠ ⇐⇒ x = ٠

٣. ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩

۴. ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩

۵. ⟨x+ z, y⟩ = ⟨x, y⟩+ ⟨z, y⟩

پیش-هیلبرت١ فضای ͷی را فوق داخلͬ ضرب با همراه X فضای .x, y, z ∈ X , α ∈ C هر برای

مͬ�نامیم.

تعریف x ∈ X هر برای اگر باشد، پیش�هیلبرت فضای ͷی (X , ⟨., .⟩) کنید فرض .٢.۴.١ تعریف

کنیم

∥x∥ =
√

⟨x, x⟩

مͬ�باشد. نرمدار فضای ͷی (X , ∥ · صورت(∥ این در

در باشد. پیش�هیلبرت فضای ͷی (X , ⟨., .⟩) فرضکنید ٢ کشͬ-شوارتز) (نامساوی .٣.۴.١ قضیه

صورت این

| ⟨x, y⟩ |≤ ∥x∥∥y∥

١pre-
Hilbert
٢Cauchy-Schwarz

۵



خواهیم و مͬ�شود تبدیل تساوی به نامساوی صورت این در باشند، خطͬ وابسته y بردار و x بردار اگر

: داشت

| ⟨x, y⟩ |= ∥x∥∥y∥

شود. رجوع [۵.١٩ قضیه ،٨] به اثبات.

ͷی (X , ∥ · ∥) هرگاه هیلبرتگوییم، فضای ͷی را (X , ⟨., پیش�هیلبرت(⟨. فضای .۴.۴.١ تعریف

باشد. باناخ فضای

هیلبرت یͷفضای تعریفمͬ�کنیم، صورتزیر به که ضربداخلͬ با همراه (Ck, ⟨·, ·⟩) .۵.۴.١ مثال

مͬ�باشد.

⟨(z١, z٢, ..., zk), (w١, w٢, ..., wk)⟩ = z١w١ + ...+ zkwk =
k∑

i=١

ziwi

فضای که مͬ�باشد پیش�هیلبرت فضای ͷی زیر داخلͬ ضرب تحت (Cb[٠,١], ⟨·, ·⟩) .۶.۴.١ مثال

نیست. هیلبرت

⟨f, g⟩ =
∫
[٠,١]

f(x)g(x)dx =

∫ ١

٠
f(x)g(x)dx

∥f∥ =
√

⟨f, f⟩ =

√∫ ١

٠
| f(x) |٢ dx = ∥f∥٢

این کنیم فرض . است بازه[٠,١] روی کشͬ دنباله ͷی fn(x) = xn که {fn}n∈N دنباله مͬ�دانیم

fn−→f به�طوری�که دارد وجود f وکراندار پیوسته تابع صورت این در باشد. فوق نرم همͽرادر دنباله

داریم لذا

fn(x) −→ f(x) a.e

داریم لذا هستند پیوسته توابعͬ fوfnͬازطرف

fn(x) −→ f(x) (x ∈ [٠,١])

نتیجه در

f(x) =

٠ ٠ ≤ x < ١

١ x = ١

مͬ�دهد نشان که

است. تناقض در f انتخاب نحوه با و�که است ناپیوسته تابعͬ

۶



باناخ جبرهای ۵-١

که A توی به A × A از (a, b) −→ ab ضربی نگاشت با همراه C میدان روی A برداری فضای

دارد. نام جبر ͷی کند، صدق زیر شرایط در α ∈ C هر و a, b, c ∈ A هر برای

١. a(bc) = (ab)c

٢. (a+ b)c = ac+ bc, a(b+ c) = ab+ ac

٣. (αa)b = α(ab) = a(αb).

ͷی را A آنگاه ،a, b ∈ A هر برای ab = ba یعنͬ باشد، جابجایی بالا در شده تعریف ضرب اگر

a ∈ A هر برای و e ̸= ٠ هرگاه گوییم، همانͬ عنصر را A جبر در e عنصر نامند. جابجایی جبر

باشیم: داشته

ea = ae = a.

باشد. همانͬ عنصر دارای هرگاه گویند، یͺدار را A جبر یͺتاست. وجود صورت در همانͬ عنصر

نرم ͷی A روی ∥.∥ نرم اینصورت در باشد. نرمدار فضای ͷی (A, ∥.∥) و جبر ͷی A کنید فرض

اگر دارد، نام جبری

∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥, (a, b ∈ A).

شود. مͬ نامیده نرمدار یͷجبر (A, صورت(∥.∥ این در

نرمدار جبر باشد. باناخ یͷفضای ∥.∥ نرم تحت هرگاه گویند، باناخ یͷجبر را (A, ∥.∥) نرمدار جبر

.∥e∥ = ١ و بوده یͺدار A هرگاه نامیم، یͺدار را (A, ∥.∥)

( راست آل ایده ͷی ترتیب، (به چپ آل ایده ͷی را I زیرفضای باشد. جبر ͷی A کنید فرض

دو آل ایده ͷی را I .( xa ∈ Aترتیب (به ax ∈ A ،x ∈ I هر و a ∈ A هر برای هرگاه Aگویند،

باشد. راست آل ایده هم و چپ آل ایده هم هرگاه گویند، طرفه

اعمال، با Aeهمراه = A×C مجموعه باشد. یͺدار غیر باناخ جبر ͷیA فرضکنید .١.۵.١ مثال

١. (x, λ)(y, µ) = (xy + λy + xµ, λµ)

٢. (x, λ) + (y, µ) = (x+ y, λ+ µ)

٣. µ(x, λ) = (µx, µλ)

۴. ∥(x, λ)∥ = ∥x∥+ |λ|

٧



یͺدارسازی آن�را که است e = (٠,١) همانͬ با یͺدار باناخ جبر ͷی ،λ, µ ∈ C و x, y ∈ A که

ماکزیمال آل ایده ͷیA×{٠} است. جابجایی Aeنیز آن�گاه باشد Aجابجایی اگر Aگویند. شده

مͬ�شود. گرفته ͬͺی A با معمولا˟ که باشد مͬ Ae از بسته دوطرفه

گوییم، همریختͬ ͷی را T : A −→ B نگاشت باشند، باناخ جبر دو B و A اگر .٢.۵.١ تعریف

یعنͬ: نماید، حفظ نیز را ضرب که باشد خطͬ نگاشت ͷی T هرگاه

T (ab) = T (a)T (b), (a, b ∈ A).

تابعک�های آن�ها به که مͬ�آید دست به A روی همریختͬ�ها از مهم دسته�ای B = C که هنگامͬ

ضربی �خطͬ تابعک هر مͬ�گیریم. بهره φ نماد از T نماد جای به و مͬ�گوییم ضربی خطͬ

.∥φ∥ ≤ ١ واقع در و است پیوسته خودکار طور به φ : A −→ C

طیفͬ شعاع و طیف ۶-١

b ∈ A عنصر هرگاه گوییم، وارونپذیر را a ∈ A عنصر باشد، یͺدار باناخ جبر ͷی A کنید فرض

که بطوری باشد داشته وجود

ab = ba = e

مͬ�کند. اشاره A وارونپذیر عناصر تمام مجموعه�ی به Inv(A)

تعریف زیر بصورت A باناخ جبر در را a عنصر طیف .a ∈ A و یͺدار باناخ جبر ͷی A کنیم فرض

مͬ�کنیم:

σA(a) = {λ ∈ C ; λe− a /∈ Inv(A)}

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را a طیفͬ شعاع باشد، یͺدار باناخ جبر ͷی A اگر و

r(a) = sup
λ∈σA(a)

| λ |, (a ∈ A)

صورت این در .a ∈ A و یͺدار باناخ جبر ͷی A کنید فرض .١.۶.١ قضیه

r(a) = lim
n→∞

∥an∥
١
n

شود. رجوع قضیه١.٢.٧] ،٩] به اثبات.

٨



کنید فرض .٢.۶.١ مثال

A = M٢(C) =

{ a b

c d

 ; a, b, c, d ∈ C

}
با همراه M٢(C) بوضوح باشد. مختلط اعداد در درایه�هایی با ٢ × ٢ ماتریس�های تمام از فضایی

یعنͬ بͽیریم نظر در ∥ · ∥١ را عملͽری نرم اگر مͬ�باشد، جبر ͷی ها ماتریس معمولͬ ضرب و ∥∥∥∥∥جمع
 a b

c d

∥∥∥∥∥
١

=| a | + | b | + | c | + | d |

برای طیفͬ شعاع و طیف که داد نشان مͬ�توان براحتͬ مͬ�باشد، یͺدار باناخ جبر ͷی M٢(C) آنگاه

مͬ�گردد: محاسبه زیر (C)M٢به�صورت از عضو ͷی

σA(x) = {λ ∈ C;λI − x /∈ Inv(A)}

= {λ ∈ C; det(λI − x) = ٠}

= {λ ∈ C; مͬ�باشند x ویژه مقادیر λ}

مͬ�باشد. r(x) = supλ∈σA(x) | λ | طیفͬ شعاع و

صورت این در .x ∈ A و باشد یͺدار باناخ جبر ͷی A کنید فرض .٣.۶.١ قضیه

σA(x) ̸= ∅

شود. رجوع [١.٢.۵ قضیه ،١۶] به اثبات.

آن صفر غیر عضو هر که بطوری باشد، یͺانͬ باناخ جبر ͷی A اگر (گلفند-ماژور)٣ .۴.۶.١ قضیه

.A ∼= C آن�گاه باشد، معکوس�پذیر

شود. رجوع [١.٢.۶ قضیه ،١۶] به اثبات.

مͬ�باشد. باز مجموعه ͷی Inv(A) .۵.۶.١ قضیه

شود. رجوع قضیه۴.١] ،٩] به اثبات.

٣Gelfand-Mazure
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آن�گاه .∥x∥ < ١ و x ∈ A اگر مͬ�گیریم. نظر در یͺدار باناخ جبر ͷی را A .۶.۶.١ قضیه

و e− x ∈ Inv(A)

(e− x)−١ = e+
∞∑
n=١

xn

شود. رجوع [١.٣ لم ،٩] به اثبات.

صورت این در .a ∈ A و باشد یͺدار باناخ جبر ͷی A اگر .٧.۶.١ قضیه

.σA(a) ⊆ {λ ∈ C ; | λ |≤ ∥a∥} .١

مͬ�باشد. بسته مجموعه�ی ͷی σA(a) .٢

مͬ�باشد. فشرده مجموعه�ی ͷی σA(a) .٣

r(a) = maxλ∈σA(a) | λ | .۴

شود. رجوع [١.٢.۴ لم ،١۶] به اثبات.

صورت این در .α ∈ C و x ∈ A باشد، یͺدار باناخ جبر ͷی A کنید فرض .٨.۶.١ گزاره

١. σA(x
n) = {λn ;λ ∈ σA(x)}

٢. σA(p(x)) = p(σA(x)) = {p(λ) ;λ ∈ σA(x)} ،p(z) چندجمله�ای هر برای

٣. σA(αx) = {αλ;λ ∈ σA(x)}.

شود. رجوع [١.٢.١ قضیه ،١۶] به اثبات.

صورت این در .α ∈ C و x ∈ A باشد�، یͺدار باناخ جبر ͷی A کنید فرض .٩.۶.١ گزاره

١. r(αx) =| α | r(x)

٢. r(xn) = r(x)n

٣. r(xy) = r(yx)

شود. رجوع [١.٢.١ قضیه ،١۶] به اثبات.

وسیله به که L(X, Y ) روی توپولوژی ، باسند باناخ فضای دو Y Xو کنیم فرض .١٠.۶.١ تعریف

نامیده L(X,Y ) روی قوی عملͽری توپولوژی ، مͬ�شود لید تو T :−→ Tx (x ∈ X) نگاشت

شود. مͬ

١٠



∗C-جبرها ١-٧

زیر: به�صورت است نگاشتͬ A جبر ∗یͷبرگشتبر : A −→ A

x 7−→ x⋆

λ؛ ∈ C و x, y ∈ A هر برای به�طوری�که

١. (x+ y)⋆ = x∗ + y∗

٢. (xy)∗ = y∗x∗

٣. (x∗)∗ = x

۴. (λx)∗ = λx∗

.

A جبر اگر هم�چنین باشد. برگشت ͷی دارای اگر مͬ�شود، نامیده Aیͷ∗-جبر جبر .١.٧.١ تعریف

به�طوری�که باشد باناخ فضای ͷی

∀ x ∈ A ; ∥x∗∥ = ∥x∥.

باشد. باناخ یͷ∗-جبر A کنید فرض .٢.٧.١ تعریف

.a = a∗ هرگاه گوییم، هرمیتͬ یا خودالحاق A جبر -∗ در را a عنصر .١

.aa∗ = a∗a هرگاه گوییم، نرمال را a عنصر .٢

.a = a٢ اگر گوییم، تصویر یا توان خود را a ∈ A عنصر .٣

.a = a∗ = a٢ اگر گوییم، متعامد تصویر را a ∈ A عنصر .۴

مͬ�باشند. خودالحاق a∗a و aa∗ عناصر

اگر گوییم، یͺانͬ را a ∈ A عنصر یͺدارباشد باناخ یͷ∗-جبر A کنید فرض .٣.٧.١ تعریف

aa∗ = a∗a = ١.

مͬ�نامیم. هم�طول�پایی را a آنگاه ،aa∗ = ١ اگر و گوییم طول�پایی را a آنگاه ، a∗a = ١ اگر

١١



هرگاه گوییم، جبر -C∗ ͷی را باناخ -جبر ∗ͷی .۴.٧.١ تعریف

∥a∗a∥ = ∥a∥٢ (a ∈ A)

مͬ�باشد. جبر -C∗ واضح به�طور جبر -C∗ ͷی از بسته جبر -زیر ∗ͷی

.∥١∥ = ∥١∗١∥ = ∥٢∥١ زیرا ،∥١∥ = ١ بوضوح آن�گاه باشد، ١ همانͬ دارای A جبر -C∗ اگر

.∥a∥ = ١ آن�گاه باشد، صفر غیر تصویرمتعامد a اگر مشابه، بطور

مͬ�باشد. یͺانͬ جبر -C∗ ͷی زیر برگشت با همراه C عددی میدان .۵.٧.١ مثال C −→ C

λ 7−→ λ

برگشت با (Ω)C٠همراه آن�گاه باشد، فشرده هاسدورفموضعاً Ωیͷفضای فرضکنید .۶.٧.١ مثال

مͬ�باشد. جبر -C∗ ͷی زیر Ω −→ C

f 7−→ f

شود. رجوع [١.٧.٨ قضیه ،٣] به اثبات.

مͬ�باشند. جبر -C∗ فوق برگشت با همراه زیر جبرهای تمام مشابه بطور .٧.٧.١ مثال

باشد. اندازه فضای (Ω, µ) که جایی L∞(Ω, µ) .١

روی کراندار پیوسته مقدار مختلط توابع تمام مجموعه Cb(Ω) باشد، ͬͺتوپولوژی فضای ͷی Ω اگر .٢

.Ω

نقطه�ای وضرب جمع اعمال با همراه S ناتهͬ مجموعه روی مقدار مختلط توابع تمام مجموعه ℓ∞(S) .٣

نرم و

∥f∥∞ = SUPx∈S | f(x) | .

مͬ�باشد. جبر -C∗ ͷی عملͽری نرم با B(Xهمراه ) آن�گاه باشد، هیلبرت Xفضای اگر .٨.٧.١ مثال

B(X ) ∼= Mn(C) آن�گاه باشد. متناهͬ بعد با برداری Xیͷفضای حالتخاصاگر در مثال٩.٧.١.

است. ∗C-جبر ͷی

.r(a) = ∥a∥ آن�گاه باشد، A جبر -C∗ از خودالحاق عضو ͷی a اگر .١٠.٧.١ قضیه
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شود. رجوع [٢.١.١ قضیه ،١۶] به اثبات.

که بطوری باشد آن روی برگشت ͷی ∗ و باناخ جبر ͷی A کنید فرض .١١.٧.١ لم

∥a∥٢ ≤ ∥a∗a∥ (a ∈ A)

صورت این در

،∥a∥٢ = ∥a∗a∥ (a ∈ A) .١

مͬ�باشد، جبر -C∗ ͷی A .٢

.e = e∗ آن�گاه یͺدارباشد، A اگر .٣

شود. رجوع [٢.١.٣ لم ،١۶] به اثبات.

∗C-جبرها مثبت عناصر ١-٨

این اصلͬ نتیجه مͬ�کنیم. بیان جبرها -C∗ هرمیتͬ عناصر روی جزیی مرتب رابطه ͷی قسمت این در

مثبت a∗a آن�گاه Aباشد، جبر -C∗ از دلخواهͬ عضو a اگر که مͬ�شود بیان قضیه ͷی قالب در بخش

مͬ�باشد.

زیر a عنصر طیف و باشد هرمیتͬ a هرگاه گوییم، مثبت را A جبر -∗ از a عنصر .١.٨.١ تعریف

. مͬ�دهیم نشان a ≥ ٠ با و σ(a) ⊆ R+ یعنͬ باشد، مثبت حقیقͬ اعداد از مجموعه�ای

مͬ�دهیم قرار

A+ = {a ∈ A , a ≥ ٠}

L∞(Ω) جبر -C∗ از f عنصر این�صورت در باشد، تهͬ نا مجموعه�ای Ω کنید فرض مثال عنوان به

.x ∈ Ω تمام برای f(x) ≥ ٠ اگر فقط و اگر است مثبت

وفقط اگر T ≥ صورت٠ این در .T ∈ B(H) و هیلبرت فضای ͷیH کنید فرض .٢.٨.١ قضیه

.⟨Tx, x⟩ ≥ ٠ (x ∈ H) اگر

شود. رجوع [٣.٨ قضیه ،٣] به اثبات.

دارد وجود b ∈ A+ یͺتای عنصر آن�گاه .a ∈ A+ و جبر -C∗ ͷی A کنید فرض .٣.٨.١ قضیه

مͬ�دهیم. نمایش a
١
٢ با و گوییم a دوم مثبت ریشه�ی را آن که .b٢ = a که بطوری

مͬ�دهیم. نمایش |a| با را a∗a دوم مثبت ریشه�ی ،a ∈ A هر برای
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