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M���� ����� ���P !��"��� @*Q	 ��K !�7e* y��� 8, �� �� @0� �� �&��)* �&��"��� �&��)* 3: <�.=�
?a ≤ t ≤ b � a ≤ s ≤ b ���� ?!��* ���� M@��� 8��� �* +�� ��1�� 'Q-G �� �&��)* n�._ �� r�-�W*

M�.�W/ �&��"��� '(��)* ��K '(��)*

f(s) =

∫ b

a

K(s, t) g(t) dt A3M3C
g(s) = f(s) +

∫ b

a

K(s, t) g(t) dt A6M3C
g(s) =

∫ b

a

K(s, t) [g(t)]2 dt A4M3C

n�-* y���� n�� M�.�W/ ���)* �1�� y���� �*�-� ���&�[ �� @0� !�7e* �)��� g(s) y��� �7�, �� ��
M�.��� t � s �T�T[ ��/��N�* �� a��\* y���� @0�

n�� n�.d-/ M@��� $�+�� ����� � $����* ��/ �.�*K K� ����W� �� 8��� �* �� �&��"��� '(��)*
?yP�� �� M���� �* 
��L�0� c�W���L�� '(��)* ��/ o��G<��-� ���� F��/ !�*�� 8��.	 �� ?'(��)*
n��� M��� �e��G �&��"��� �&��)* $� �� �� ���W���L�� �&��)* $� 8��� �* �K�* a���� n���� �Y� �� ��
'(��)* n�.d-/ M�.� �* m�s �K�* a���� n�� �� �����I ��`� �&��"��� �&��)* K� o��G �/ ;����
+�&��, ��/ ��OP �.��* �.�W/ �E* +�&��, ��/ �I�� K� ����W� �� �/��+�� n�����L* K� ��� �&��"���

M������ ��/�.���� � �)���
3
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��N�* $� K� �)��� �7.� !�7e* y��� �7�, �� �� @��� �Y� �� �� �&��"��� '(��)* 8��� �* n�.d-/
|@0� n�._ ��K �&��)* !��* ���� M@0� ��W��� ��N�* �._ �� ���� @W��

g(s) = f(s) +

∫
Ω

K(s, t) g(t) dt A�M3C

K� F��/ 
�"�0� ���* ��`� M@0� ��)� 9n ��O� ��[�� Ω � ��)� 9n ��/����� t � s 8, �� ��
M�.��� ����� !�7e* y��� n��._ �� @��� �Y� �� 8��� �* �� �&��"��� '(��)*

!�7e* y���� ��� 8, �� �`I ��/�1�-	 ��� �7.� � ��� ��� �* 
��*�� �`I �&��"��� �&��)* $�
@T�T[ �� M@0� �`I ��S A4M3C ���&�[ �� �.�W/ �`I A6M3C � A3M3C'(��)* M���� ����� ����

@��� ��K '��s �� 8��� �* �� A6M3C � A3M3C '(��)*

L[g(s)] = f(s) A�M3C

]���� c2 � c1 @��b �/ ���� U� M@0� �&��"��� ;0�.* �1�-	 L ��

L[c1g1(s) + c2g2(s)] = c1L[g1(s)] + c2L[g2(s)] A�M3C

M@0� �`I �1�-	 $� ���� �*�-	 �`��� n��
@0� ��K '��s �� �`I �&��"��� �&��)* $� c�� n��� �*�-	

h(s)g(s) = f(s) + λ

∫ b

a

K(s, t) g(t) dt A�M3C

���&�[ �� �.�W/ ���)* �)���� K � h � f y���� M���� @��b �� ��N�* @0� n�-* (�� �[ 8, �� ��
K(s, t) y��� M@0� a��\* �� �T�T[ �Ls�� ��*���� $� λ � ��� n��)� ���� � @0� !�7e* �)��� g

M���� ����� @�-/� A�M3C �&��)* K� ��K B�I ����* M��� �* 
��*�� 3 ��W/
3



4 �������� � ������ �� ���

?b �� ���� !��"��� �(�� �[ ?]�/��� �&��"��� '(��)* �*�-� �� M3P�;#.� �7�.H0�� �I#�=� A�C
M@0� @��b

?�^& h(s) = 0 ?!�� %�� ]�/��� �&��"��� �&��)* �� A�C

f(s) + λ

∫ b

a

K(s, t) g(t) dt = 0 A�M3C

�^& h(s) = 1 ?��� %�� ]�/��� �&��"��� �&��)* �� A��C

g(s) = f(s) + λ

∫ b

a

K(s, t) g(t) dt A5M3C

f(s) = 0 @&�[ n�� �� M@0� A��C K� �s�I @&�[ ��� �:��* n1-/ ]�/��� �&��"��� �&��)* A���C

g(s) = λ

∫ b

a

K(s, t) g(t) dt A3�M3C

(�� c�* r�T�P� n1-/ � ��� ?!�� �:��* ����&� �&��"��� '(��)* M6�.07� �7�.H0�� �I#�=� A��C
Mb = s �.)� ]�/� �* ���P s �� @&�[ n�� �� (�� �[ �>.�� +G �� ���� �* ���)�

��+e* �� �� �� �`T� (n+ 1) K� �� n ���W* �� ��-� �G�� K� Pn(x) �� ��-G�._ �� |@ <�.=�
@0� ��K '��s �� � �.� �* ��:	 (x0, y0 = f(x0)), (x1, y1 = f(x1)), ..., (xn, yn = f(xn))

�.��� �* 42����( o������ �� ��-G �._

Pn(x) =
n∑

i=0

fiLi(x)

���� �* 8��� ��K c�� �� � @0� n � �G�� K� �� ��-G �._ $� Li(x)8, �� ��

Li(x) =
n∏

k=0
k �=i

x− xk

xi − xk

.

3
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� �������� � ������ �� ���

|��� �* ���)� ��K '��s �� n ≥ 0 � �G�� K� 3 ��:_ �� ��-G�._ MD <�.=�

Tn(x) = cos(n arccos(x)); x ∈ [−1, 1]

�� �
Tn(x) = cos(nθ) x = cosθ; θ ∈ [0, π]

|@0� ��K '��s �� ��:_ �� ��-G �._ ���K�� � �`���

T0(x) = 1, T1(x) = x, Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x) n ≥ 1

|�.��� �* ��K '��s �� ��:_ !�� %�� �� ��-G�._ 
� n�&��

T0(x) = 1

T1(x) = x

T2(x) = 2x2 − 1

T3(x) = 4x3 − 3x

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1

T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x

T6(x) = 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1

T7(x) = 64x7 − 112x5 + 56x3 − 7x

T8(x) = 128x8 − 256x6 + 160x4 − 32x2 + 1

T9(x) = 256x9 − 576x7 + 432x5 − 120x3 + 9x

3
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M���� ��^� g�* 
��\&� � �:��* �� 
���/ ]���� 3���-/ �)��� �� f y��� |L <�.=�
<��T�* � ���� ��^� g�* 
��\&� � �:��* �� 
���/ ]���� 6���-/ ��0��� ��`� �� f y��� |M <�.=�

M���� ��0��� +��
�`��� X �= 0 ����� �/ ���� �� ����s �� ?]���� 4@:�* n�)* U����* �� A U����* QR <�.=�

M���� ���P�� XTAX > 0

?���-� ��O� K� �� �`T� �� 8, ���0�� �� @0� ���	 ����T* �� �)��� � ������ ��N�* |A <�.=�
M��� �* 
��� @:W� �T�T[ ��	 $� ?@0� 
��0 ��/�*��� �� ���*�T* ��/�*,�� ��-� � �	�-e* ��
�� {H,T} '��s �� ���-� ��O� ?��0 o���� �� ?!��* ���� M�.�W�� ���	 �*�+& 
��0 ��/�*���
M]�� 
��� ��s�� ?��	 �� �� � �7�, '�Ls ���0�� �� 
��0 �*��� �� �7�, �� �� ?@0� {��� � aI}

M���� �* 
��� 8�� Y � X �.��* ��+� ���[ �� (�-)* ������ ��/ ��N�*
Au�C ������� y��� $�� ���"�+*� � ��*, �.��* 8, ��/������ � !�-�[� ���Y� �� MS <�.=�
8��� �* n�.d-/ M@0� 
�� o�\��� y���� �� ���-� ��O� n�� K� ������ '��s �� �� @0� �)���

M�.��� �* ������ y��� ?y��� 8, �� ���� ������ ��N�* ?�)��� ��N�* ��� @L�
|K� @W���:	 X ������ ��N�* � ����� ��*� Q> <�.=�

E(X) =
∑

xif(xi)

M��+��-�* �/xi �.)� X ����T* ��
3
6
4
�
�
�
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� �������� � ������ �� ���

|K� @W���:	 X ������ ��N�* 3 U������ Q:E <�.=�

V ar(X) = E
[
(X − μX)

2
]
= E(X2)− μ2

X = E(X2)− E2(X)

M@0� X ����� ��*� 8�-/ ��X ����T* n�"���* μ
X
��

|K� @W���:	 X ������ ��N�* 6 ���)* ���E�� Q:: <�.=�

sd(X) =
√
V ar(X)

M��� �* 
��� 8�� σX �� σ �� X ���)* ���E��
|K� @W���:	 Y � X ������ ��/��N�* n�� 4 U�������� Q:@ <�.=�

Cov(X, Y ) = E [(X − μX)(Y − μY )] = E(XY )− μXμY

M@0� Y � X n�� �"�W:-/ 8�+�* � @7G � 
�./� 8�� E [(X − μX)(Y − μY )] ���T* � @*Q	
|K� @W���:	 Y � X ������ ��/��N�* n�� ��"�W:-/ ;��� Q:D <�.=�

Corr(X, Y ) =
Cov(X, Y )

σXσY

2γ(h) ��-� �� �� 8, � �.*�� �* � ��������� �� @0� ��s�� �� ��W��� �� �W������ Q:L <�.=�
yP�� �� M�..�  �* 
��L�0� γ(h) ��-� �� � ����������-0 K� ��������� ��G �� (�-)* �� �./� �* 8��
?��������� M�/� �* 8�� �7�, n�� �-� K� �)��� 8��.	 �� �� ���T* �� c��L� '�)��* n�"���* ���������

|��, �* @0�� ��K �`��� K� ��������� ���T* M@0�� ���*, n�*K '�:0�E* K� ����W�  ����

γ(h) =
1

2
V ar[Y (x+ h)− Y (x)]

3
6
4
�
�
�
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� �������� � ������ �� ���

n�� �� �O� �� @�-� $� ���N� �"��1_ K� @0� �� ���� 
K���� 3F��O� g�* $� Q:M <�.=�
M���� �* 
K���� �� 8�*K �� @�-� ���N� �"��1_ �� @0� ���*K g�* �� '��L�*

f y��� ��� � �:��* F��O� '�T�* � ∂f
∂y

� ∂f
∂x
|K� �.���:	 f y��� !�� � �:��* F��O� '�T�*

;���� �� f y��� ��� � !�� � �:��* ���*K '�T�* �� �&�[ �� M∂2f
∂y2

� ∂2f
∂x2 � ∂2f

∂y∂x
� ∂2f

∂x∂y
|K� �.���:	

M ∂2f
∂t2

� ∂f
∂t

|K� �.���:	
?]�/� ���P 8���G o, �� �� #�1�� �0 � �� o, �� �� +�� �)`P $� �0 ��� ?!��* ���� !�[
M��� �/��I '��L�* +�� K� �`T� �/ �� �*� M]�.� ���� 
K���� 8, !�H �� �� +�� �)`P ��*� ]����� �*

M�.��� �* F��O� g�* �� +�� !�H �� �*� n�� ���N� ���T*
�� ��.� ��:� {�T� ����T* n�� K� 
�*, @0�� o��G �� @0� �)��� ?6c�� y��� Q:R <�.=�
��/ �� ��-G�._ �(�-)* � ���� 
��L�0� ��Y.* n�� ���� ���� ;0�.* y���� n�����.� M�.� �* F�������
$��+� o��G 8���, @0�� ���� c�� y���� K� M���� �* 
��L�0� c�� y��� 8��.	 �� n���� �:��*
M��� �* ����� ���)* y���� �`I ;���� '��s �� �� ��� �* 
��L�0� Au(x)C g�P� o��G �� Aũ(x)C

|@��� ]�/��I �.��� ���)* �)���� Ni ��� !��* ����

u(x) ∼= ũ(x) =
n∑

i=0

aiNi(x)

M@0� 
�*, ��K �� ��0�* c�� y���� �O)�
| 4 �� ��-G �� y���� A3

Ni(x) = xi

ũ(x) =
n∑

i=0

aix
i = a0 +

n∑
i=1

aix
i
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| 3 F��-� y���� A6

Ni(x) = ebix

ũ(x) =
n∑

i=0

aie
bix

�.�W/ F��/ #��6 ��.� ��:� 8��� ��/ #�� ?���	 �K�0 ��:� ��/ #�� �.�*K �� Q:A <�.=�
��1�� c��W* �K�0 ��:� 8��*� �7��� n�� M@W�� �K��� �.*�� ��/ 
��� {�T� ��.� ��:� �� �7�, �� ��
?���:0�E* �.*�� ��.� ��:� �� K��� ��	 M����, �* ]/��� ?���� �* ����� @P� � #Q� � �.�+/ �� ��

M@0� #�� n�� ��s� @�s��I

3
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@ OJ�
��
� #��� ��;%?��

TUVW�#�� �.
K%X0"� ?�� :Q@

��� ��K '��s �� ��i � �`T� �� ��m �:��* g�* ���� 3 ���	 ���� g�* #�� f(x, t) y��� ����

M@0� 
��
∂m

∂xm

⎧⎨
⎩

f(x1,t)
f(x2,t)MMM
f(xN ,t)

⎫⎬
⎭ ∼=

[
D

(m)
ij

]⎧⎨
⎩

f(x1,t)
f(x2,t)MMM
f(xN ,t)

⎫⎬
⎭ , i, j = 1, 2, ..., N A3M6C

���� g�* ��m � �:��* 8K� ;���� D
(m)
ij � @0� xi �� ��:� �`T� �� y��� ���T* f(xi, t) 8, �� ��

��P� c-	 �� �*� ?@0� F��O� �� ��:� {�T� ���W*o�\��� ?$�.>� n���:0�.* M@0� �)��� ���T* n��
o�\��� ���� n�� <����� M����:� g�P� ���	 ����� ?���� o�\��� ���W* ��H �� F��O� {�T� ��
8�� ����* �O)� �� ?����� @P� � 8�*���� �� �� ]7* ���*K, y���� ��b�� � �� ��:�  �`T� y�K�� $�
F��O� {�T� M���^� �* ��b�� �7���G @P� �� ]7* ���I ��H �� ��-/ �� ��:� {�T� o�\��� M�/� �*
�� 6 �����& 9J��� 9��:_ y�K�� c�� n�� '�:0�E* ���� �� �.*�� �/ ��� ���W*�� ��/ ��s�� ��

|���� ��K '��s ��

xi =
1

2

[
1− cos

(
(i− 1)π

N − 1

)]
, i = 1, 2, ..., N A6M6C
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��H�� ���� M���, @0�� ���)�* ��/ $�.>� K� 
��L�0� �� 8��� �* �� ���	 ���� g�* 8K� ;����
���)* ��K 2����( o������ �� ��-G�._ ?D(m)

ij ?8K� ;���� n��)� �� ���	 ��)� a���� 8���
|��� �*

f(x, t) ∼=
N∑
i=1

M(x)

(x− xi)M1(xi)
f(xi, t) A4M6C

8, �� ��
M(x) =

∏N
j=1(x− xj)

M1(xi) =
∏N

j=1, j �=i(xi − xj) , i = 1, 2, ..., N

|�.�, �* @0�� ��K '(��)* A3M6C �&��)* �� A4M6C �&��)* ���^1��G ��

D
(1)
ij =

M1(xi)

(xi − xj)M1(xj)
, i, j = 1, 2, ..., N, i �= j A�M6C

�

D
(1)
ii = −

N∑
j=1, j �=1

D
(1)
ij , i = 1, 2, ..., N A�M6C

� A�M6C '(��)* K� 
��L�0� �� 8��� �* �� 8K� ;���� U����* ?���� o�\��� �/�� {�T� �� ��P�
M���, @0�� A�M6C

;���� M��� �* ����� ]��[ �&��)* �� g�* �:��* n���(�� K� ���*K, y���� ���)� @0� ��� c��P
���9 �3�|���, @0�� ��K '��s �� �W����* o�� K� 
��L�0� �� 8��� �* �� ��(�� �:��* '�T�* 8K�

D
(2)
ij =

N∑
k=1

D
(1)
ik D

(1)
kj , i, j = 1, 2, ..., N A�M6C

D
(3)
ij =

N∑
k=1

D
(1)
ik D

(2)
kj , i, j = 1, 2, ..., N A�M6C
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D
(4)
ij =

N∑
k=1

D
(1)
ik D

(3)
kj , i, j = 1, 2, ..., N A�M6C

TYUVW $0��� P
2=� �#�� �.
K X0"� @Q@
g�* ?#�� n�� M@0� 
�� 
��� aW� ���	 ���� g�* $�.>� ��� 6�� a0�� 3 z~w #��
;��T� n�� �� ��K �* ;��T����L* �� ��:� �`T� $� �� �O�'���\* �� @:W� �� y��� $� F��O�
�.*�� c� �� ��G�* �� ��:� {�T� �-/ ��� �)��� ����T* �*�-� K� ����K� �`I %�-e* $� '��s ��
$� +�&��, � (�� �:��* �� ��-G �._$�;��T� +�&��, ��.:* �� z~w ���0�� 8K�;���� �:0�E* M@0�
��:G ���I�0 � !�*�� ���0�� !�� �:��* g�* 8K� ;���� M@0� 
�� �+�� ���� �`I ������ ��O�
M���� �* �:0�E* ���K�� �`��� $� ���0�� ��(�� ;���* � ��� �:��* '�T�* 8K� ;���� � 
��0
���� M��� 
�� ���� ��K �� ��)� �� ����� �O)� M��� ���� ��� �� 8��� �* �� z~w#�� '���+G
g�* � x �� @:W� �� 8, n �:��* g�* ?����� ]�-)� ���	 ���� g�* #�� ?f(x, y) ���-/ y��� $�

|�.� �* ��WW� ��K '��s �� (xi, yj) �� ��:� �`T� �� y �� @:W� �� 8, m �:��*

f (n)
x (xi, yj) =

N∑
k=1

w
(n)
ik .f(xk, yj), n = 1, 2, ..., N − 1 A�&�5M6C

f (m)
y (xi, yj) =

m∑
k=1

w̄
(m)
jk .f(xi, yk), m = 1, 2, ...,M − 1 Ao5M6C

i = 1, 2, ..., N , j = 1, 2, ...,M

8K� ;���� w̄
(m)
jk � w(n)

ik ?�.�W/ y � x ��/��W* �� ;���� �� �� ��:� {�T� ���)�M � N 8, �� ��
|���� �* n��)� ��K a���� ���0�� �� �.�W/

3
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!�� �:��* g�* ���� 8K� ;����

w
(1)
ij =

A(1)(xi)

(xi − xj).A(1)(xj)
, i, j = 1, 2, ..., N, j �= i A�&�3�M6C

w̄
(1)
ij =

B(1)(yi)

(yi − yj).B(1)(yj)
, i, j = 1, 2, ...,M, j �= i Ao3�M6C

8, �� ��

A(1)(xi) = ΠN
j=1,
j �=i

(xi − xj)

B(1)(yi) = ΠM
j=1,
j �=i

(yi − yj)

��(�� � ��� �:��* '�T�* ���� 8K� ;����

w
(n)
ij = n.

(
w

(n−1)
ii .w

(1)
ij − w

(n−1)
ij

xi − xj

)
, i, j = 1, 2, ..., N, j �= i, n = 2, 3, ..., N − 1

A�&�33M6C
w̄

(m)
ij = m.

(
w̄

(m−1)
ii .w̄

(1)
ij − w̄

(m−1)
ij

yi − yj

)
, i, j = 1, 2, ...,M, j �= i, m = 2, 3, ...,M − 1

Ao33M6C

|�.�, �* @0�� ��K a���� ���0�� 8K� ;���� '���.�� �� ?j = i �� ��P�

w
(n)
ii = −

N∑
j=1,
j �=i

w
(n)
ij , i = 1, 2, ..., N, n = 1, 2, ..., N − 1 A�&�36M6C

w̄
(m)
ii = −

M∑
j=1,
j �=i

w̄
(m)
ij , i = 1, 2, ...,M, m = 1, 2, ...,M − 1 Ao36M6C

K� �Q*�� 8����* �� ��(�� � ��� �:��* '�T�* 8K� ;���� �� @0� ���� (�� '(��)* K�
?��� �* �����B�I ��/ c�� �O)� �� �� ��:� �`T� y�K�� �� ��P� M��� n��)� !�� �:��* '�T�*


