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چͺيده

چͺيده
و مͬ�پردازيم دو مرتبه�ی محدب معين نيمه سازی بهينه مسائل بررسͬ و آنالیز به رساله اين در
در مͬ�باشد. فصل چهار شامل رساله اين مͬ�دهيم. ارائه آن� حل براي را درونͬ نقطه الͽوريتم�های
مسائل از توسيعͬ عنوان به دو مرتبه�ی محدب معين نيمه سازی بهينه مسائل معرفͬ به اول فصل
ارائه آن حل برای هسته�ای، تابع اساس بر اوليه-دوگان درونͬ نقطه روش ͷي و پرداخته معین نیمه
را آن�ها کاربردی و مهم ويژگͬ�های از برخͬ و کرده معرفͯ را هسته�ای توابع دوم فصل در مͬ�دهيم.
اولیه-دوگان نشدنͬ و شدنͬ درونͬ نقطه جدید روش�های چهارم و سوم فصل�های در مͬ�کنيم. بيان
ترتیب به نشدنͬ و شدنͬ روش�های پیچیدگͬ که کرد خواهیم اثبات و مͬ�دهیم ارائه مسئله حل برای

است. شده شناخته تͺرار تعداد بهترین بر منطبق که است O(n log n
ϵ ) )Oو

√
n log n

ϵ )

روش اوليه-دوگان، درونͬ نقطه روش دو، مرتبه محدب معين نيمه سازی بهينه : کلماتکليدی
بلند. گام روش کوتاه، گام روش الͽوريتم، پيچيدگͬ هسته�ای، توابع نشدنͬ، روش شدنͬ،

د
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مقدمه

آفین مجموعه�ی اشتراک روی محدب سازی بهینه مسائل ،(SDO) معین نیمه سازی بهینه مسائل
مهم�ترین از ͬͺی (SDO) مسائل گذشته دهه�ی در است. مثبت معین نیمه ماتریس�های مخروط و
مثلا دارد. وجود علاقه این افزایش در مهمͬ عوامل است. بوده ریاضͬ ریزی برنامه در تحقیق مسائل
مهندسͬ ساختاری، طراحͬ آماری، سرشماری قبیل از متنوعͬ رشته�های در (SDO) مسائل این�که،
نقطه روش�های مانند موثر الͽوریتم�های دارد. کاربرد [٢٨ ،١] ترکیبͬ سازی بهینه و ͷترونیͺال
روش�های از بسیاری شدند. مسائل این بیشتر بررسͬ و جستجوها افزایش باعث (IPMs) درونͬ
هم (SDO) مسائل حل برای شده��اند طراحͬ (LO) خطͬ سازی بهینه مسائل برای که درونͬ نقطه
شد انجام تود٣ و نسترو٢ توسط زمینه این در مهم پیشرفت ͷی .[٢٩ ،٢۵ ،٢٧ ،١٨] دارند کاربرد
زمانͬ�که را خود نظری کارایͬ اولیه-دوگان درونͬ نقطه روش�های که دادند نشان آن�ها . [١۴ ،١۵]
به کرد، خواهند حفظ مͬ�شوند جای�گزین محدب مخروط�های با (LO) در نامنفͬ محدودیت�های
۵͹زن و ۴ͷکورتان شد. خواهند واقع مفید هم (SDO) مسائل حل برای روش�ها این که معنͬ این
دوگان و اولیه معین نیمه خطͬ سازی بهینه بین رابطه�ی [٣١] ͹زن و [١٠] تاوو٧ و ۶͹یان لͬ ،[٩]
نقطه روش�های تمام تقریبا که است این جالب نͺته�ی ͷی دادند. قرار بررسͬ مورد را مسائل این
بهینه جواب از خوبͬ تقریب به آن امتداد در و کرده استفاده مرکز مسیر به معروف مسیر ͷی از درونͬ
مثبتمحدب معین نیمه مسائل که (SDO) مسائل از سازی یͷکلͬ رساله این در .[۵ ،٢٨] مͬ�رسند
نحوه و فرم به توجه با مͬ�دهیم. قرار بررسͬ و بحث مورد را مͬ�شوند نامیده (CQSDO) دو مرتبه�ی
به مͬ�توانند خاص حالت�های در مسائل این که است واضح آمد، خواهد بعدا که مسائل این معرفͬ
.[٢۴ ،٨ ،٧] شوند بندی فرمول خطͬ مͺمل معین نیمه مسائل فرم به حتͬ یا (SDO) مسائل فرم
[٢] یوکلیدین٨ ماتریسͬ فاصله�ی نزدی�ͷترین مساله�ی جمله از زیادی کاربردهای (CQSDO) مسائل
پیچیدگͬ با درونͬ نقطه الͽوریتم ͷی یوان١٠ و نای٩ͬ دارند. [٢٠] ͬͽوابست ماتریس نزدی�ͷترین و

٢Nesterov
٣Todd
۴Kortanek
۵Zhang
۶Li, Yang
٧Teo
٨Euclidean
٩Nie
١٠Yuan



۴ مقدمه

الͽوریتم ͷی هم�چنین آن�ها .[١۶] کردند بیان (CQSDO) حل برای را O(
√
n log n

ϵ ) مرتبه�ی از
O(

√
n log n

ϵ ) تͺرار کران با نیوتن مرکزی گام از استفاده با را پیش�گو-اصلاح�کننده درونͬ نقطه
بیان [٢٣] در را پیش�گو-اصلاح�کننده اولیه-دوگان الͽوریتم ͷی نیز توو١١ داده�اند. ارائه [١٧] در
با (CQSDO) مسائل از مختلفͬ انواع برای الͽوریتم�اش از متفاوتͬ اجراهای هم�چنین او مͬ�کند.

مͬ�رساند. اثبات به را الͽوریتم کارایͬ و داده نمایش را ١۶٠٠ حدود nایͬ
محاسباتͬ نظر نقطه از اولیه-دوگان روش�های شده�اند، ارائه که متفاوتͬ درونͬ نقطه روش�های میان از
تئوری و عملͬ رفتار بین ͷاختلافکوچ ͷی هم باز وجود این با اما شده�اند، روششناخته موثرترین
گام روش�های با مقایسه در کوتاه گام روش�های تئوری نظر از مثال عنوان به دارد. وجود الͽوریتم
هسته�ای توابع اخیرا نیست. این�گونه عمل در که حالͬ در هستند برخوردار بهتری کارایͬ از بلند
قرار مطالعه مورد خطͬ مسائل برای بلند گام روش�های در تͺرار باند کردن بهتر برای بسیاری
دهند، کاهش O(

√
n log n

ϵ ) به O(n log n
ϵ ) از را بلند گام تͺرار باند آن�ها از استفاده با تا گرفته�اند

ͷی هسته�ای تابع هر با متناظر مͬ�دهد. کاهش را بلند وگام کوتاه گام روش بین تفاوت کار این که
نه مانع توابع هستند. موثر بسیار درونͬ نقطه الͽوریتم�های آنالیز در که مͬ�کنیم معرفͬ مانع تابع
بین اندازه تابع عنوان به بلͺه مͬ�روند، کار به جستجو جدید جهت�های آوردن دست به برای تنها
نظریه�ی مͬ�شود. گرفته نظر در داد، خواهیم توضیح کاملا آن �به راجع بعدا که µ-مرکز و فعلͬ تͺرار
.[١٨] شد استفاده و بیان ١٢͹پن توسط بار اولین درونͬ نقطه روش�های در مانع توابع از استفاده
نیمه و خطͬ مسائل برای خود-منتظم مانع تابع اساس بر را درونͬ نقطه اولیه-دوگان الͽوریتم او
گام روش برای O(n log n

ϵ ) و کوتاه گام روش برای O(
√
n log n log n

ϵ ) تͺرار کران بهترین با را معین
خطͬ مسائل حل برای اولیه-دوگان درونͬ نقطه روش�های از کلاسͬ بای١٣ سپس داد. ارائه بلند
هسته�ای تابع ͷی ما رساله این در .[٣ ،۴] نمود بیان غیر-خود-منتظم هسته�ای توابع اساس بر
(CQSDO) مسئله حل برای را درونͬ نقطه اولیه-دوگان روش آن اساس بر و کرده معرفͬ پارامتری
روش در و O(

√
n log n

ϵ ) صورت به کوتاه گام روش برای الͽوریتم این تͺرار کران مͬ�دهیم. ارائه
است. O(

√
n log n log n

ϵ ) صورت به بلند گام
جدید روش ͷی و مͬ�پردازیم داریم که سیستمͬ روی لͽاریتمͬ و جبری تغییرات بررسͬ به ادامه در
مͬ�دهیم. ارائه (CQSDO) مسائل حل برای نشدنͬ درونͬ نقطه یͷروشجدید و شدنͬ درونͬ نقطه

١١Toh
١٢Peng
١٣Bai
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١ فصل

برای درونͬ نقطه اولیه�دوگان الͽوریتم
معین نیمه محدب سازی بهینه مسائل حل

دو مرتبه

مقدمات ١.١

اولیه- درونͬ نقطه الͽوریتم ͷی آن حل وبرای کرده رامعرفͬ ١(CQSDO) ی مسئله فصل این در
کار روند که دانیم مͬ است. شده استفاده پارامتری ای هسته توابع از آن در که دهیم مͬ ارائه دوگان
قیدهای در که نقطه�ای یعنͬ شدنͬ، اکیدا ی نقطه ͷی از که است این درونͬ نقطه های روش در
ͷی مرحله هر در و کرده مشخص اولیه µ ͷی و کنند مͬ شروع مͬ�کند، صدق اکید طور به مساله
نقطه این است. تر ͷنزدی بهینه ی نقطه به که رسند مͬ جدید نقطه ͷی به و دارند برمͬ نیوتن گام
و مͬ�کنند هنͽام به شد خواهند گفته ادامه در که روش�هایͬ با را µ پارامتر بعد و گویند µ-مرکز را
مورد ͬͽهمسای ͷی در باید ما نقطه�ی تͺرار هر در که مͬ�کنیم دقت مͬ�دارند. بر گام ͷی دوباره
بهینه نقطه�ی از دلخواه فاصله�ی در آیا که مͬ�کنیم بررسͬ مرحله هر در بͽیرد. قرار µ-مرکز از نظر
ادامه هم باز وگرنه مͬ�کنیم متوقف را الͽوریتم داشتیم، قرار نظر مد فاصله�ی در اگر نه، یا داریم قرار
به دقیقا روش�هایͬ چنین در گوییم. مرکز مسیر را شود مͬ طͬ روند این در که مسیری مͬ�دهیم.
دارد فاصله بهینه ی نقطه از ϵ ی اندازه به که مͬ�رسیم نقطه�ای به بلͺه رسیم، نمͬ بهینه ی نقطه
گام هر در است. الͽوریتم طول در خطͬ غیر ی جمله ͷی از پوشͬ چشم دلیل به اختلاف این که
پارامتری هسته�ای تابع منظور همین به بدانیم را مرکز مسیر از فاصله و حرکت جهت که داریم نیاز
و شده داده تͺرار بین ی فاصله گیری اندازه و حرکت های جهت تعیین برای که مͬ�کنیم معرفͬ را

کنیم. مͬ بیان را مهم تعریف چند ابتدا در مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد µ-مرکز

باشیم: داشته x ∈ Rn هر ازای به هرگاه گوییم مثبت معین نیمه را A ماتریس .١.١.١ تعریف
.xTAx ≥ ۰

١Convex Quadratic Semi-Definite Optimization



٨ دو مرتبه معین نیمه محدب سازی بهینه مسائل حل برای درونͬ نقطه اولیه�دوگان الͽوریتم .١

برای گاه هر است آفین فضای ͷی S باشد. Rn از مجموعه زیر ͷی S کنید فرض .٢.١.١ تعریف
شرط در که λ۱, λ۲, · · · , λk اسͺالر دسته هر و S از v۱, v۲, · · · , vk بردار دسته هر برای و k > ۰ هر

باشد. S در هم ∑k
i=۱ λivi آن�گاه کند، مͬ صدق

∑k
i=۱ λi = ۱

در ،L = Kn یعنͬ باشد، K روی بعدی n اقلیدسͬ فضای ͷی L که کنید فرض .٣.١.١ تعریف
صورت: این

x =


x۱
...
xn

 ∈ L,

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به x بردار الحاقͬ ترانهاده�ی یا الحاق یا ترانهاده مͬ�نامند. بردار ͷی را

x∗ = (x۱, · · · , xn),

که x, y ∈ L بردار دو برای استاندارد داخلͬ ضرب صورت این در . (x∗)∗ = x داریم و
شود: مͬ تعریف زیر صورت به y = (y۱, · · · , yn)∗ و x = (x۱, · · · , xn)∗

⟨x, y⟩ := y∗x =

n∑
i=۱

yixi.

. ∥x∥ = ⟨x, x⟩
۱
۲ صورت: به مͬ�کند القا L روی نرم ͷی داخلͬ ضرب

که است n ×m ماتریسͬ F ماتریس ترانهاده�ی باشد، m × n ماتریس ͷی F اگر .۴.١.١ تعریف
مͬ�شود. تعریف زیر صورت به یͺتا طور به

⟨x, F ∗u⟩ = ⟨Fx, u⟩ ∀x ∈ Kn, u ∈ Km.

M الحاق خود ماتریس اگر و .M = M∗ اگر نامند الحاق خود را M ماتریس .۵.١.١ تعریف
هرمیتͬ را M باشد، Cm×m از عضوی M اگر و مͬ�نامند متقارن را M،باشد Rm×m از عضوی

مͬ�دهند. نمایش Sm با را m×m الحاق خود ماتریس�های مجموعه�ی نامند.

ماتریس�های مجموعه�ی و Sn
+ با را مثبت معین نیمه n× n ماتریس�های مجموعه�ی .۶.١.١ تعریف

معین نیمه نماد وسیله�ی به که ترتیبͬ رابطه�ی اگر بنابراین مͬ�دهند. Snنمایش
++ با را مثبت معین

داشت: خواهیم ببریم، کار به A,X ∈ Sn برای را مͬ�شود القا Sn فضای روی مثبت

A ⪰ X ⇐⇒ A−X ∈ Sn
+,

A ≻ X ⇐⇒ A−X ∈ Sn
++.



٩ مقدمات ١.١

چنان B ماتریس اگر تنها و اگر گوییم معͺوس�پذیر یا نامنفرد را A مربعͬ ماتریس .٧.١.١ تعریف
که: باشد موجود

AB = BA = I,

نشان A−۱ با را آن و مͬ�شود نامیده Aماتریس وارون B ماتریس است. همانͬ ماتریس I آن در که
باشد. صفر مخالف آن دترمینان اگر تنها و اگر است معͺوس�پذیر Aماتریس مͬ�دهیم.

وجود P(n×n) نامنفرد ماتریس اگر هستند متشابه B(n×n) و A(n×n) ماتریس دو .٨.١.١ تعریف
به�طوری�که: باشد داشته

B = P−۱AP.

ماتریس ویژه�ی مقدار را λصورت این در باشد. n× nماتریس ͷی A کنید فرض .٩.١.١ تعریف
هرگاه: گویند، A

det(A− λI) = ۰,

هرگاه: گویند λ ویژه�ی مقدار با متناظر ویژه�ی بردار را x بردار و
Ax = λx.

و اگر است متقارن An×n حقیقͬ ماتریس متقارن) ماتریس�های تجزیه�ی (قضیه�ی .١٠.١.١ قضیه
که UTAU = Λ و UTU = I طوری�که به باشد داشته وجود U ∈ Rn چون ماتریس ͷی اگر تنها
ویژه�ی مقادیر آن اصلͬ قطر روی درایه�های که است قطری ماتریس Λ و همانͬ ماتریس I آن در

مͬ�باشند. A ماتریس

است. شده ذکر [۵] مرجع در اثبات برهان.

منفرد مقدار را σ صورت، این در باشد. n× n مربعͬ ماتریس ͷی A کنید فرض .١١.١.١ تعریف
هرگاه: گویند Aماتریس

σ(A) = λ((AAT )
۱
۲ ).

مͬ�دهیم نمایش Tr(A) با را A مربعͬ ماتریس اصلͬ قطر روی درایه�های مجموع .١٢.١.١ تعریف
دیͽر: عبارت به

Tr(A) =
n∑

i=۱
aii

است. خطͬ عملͽر ͷی Tr عملͽر است. Aماتریس (i, j) درایه�ی نشان�دهنده�ی aij که

برقرارند: زیر موارد آن�گاه باشند. A,B ∈ Rn×n کنید فرض .١٣.١.١ لم
است. A ماتریس ویژه�ی مقدار i-امین ،λi(A) که Tr(A) =

∑n
i=۱ λi(A) -١

.Tr(A) = Tr(AT ) -٢



دو١٠ مرتبه معین نیمه محدب سازی بهینه مسائل حل برای درونͬ نقطه اولیه�دوگان الͽوریتم .١

.Tr(AB) = Tr(BA) -٣
. Tr(A) = Tr(B) آن�گاه، باشند، متشابه B و A اگر -۴

هستند. برابر هم با دو آن ویژه�ی مقادیر آن�گاه باشند متشابه B و A ماتریس دو اگر .١۴.١.١ لم

ضرب مͬ�گیریم، نظر در را Rm×n در B = (bi,j) و A = (aij) دلخواه ماتریس دو .١۵.١.١ تعریف
مͬ�شود: تعریف زیر صورت به ماتریس�ها (فروبنیوس) استاندارد داخلͬ

A •B =
n∑

j=۱

m∑
i=۱

aijbij = Tr(ATB).

مͬ�باشد: فروبنیوس نرم داخلͬ ضرب این به وابسته نرم

∥A∥۲ =

n∑
j=۱

m∑
i=۱

a۲ij = Tr(ATA).

داریم: A ∈ Sn متقارن ماتریس هر بری وضوح به

∥A∥۲ = Tr(A۲) =
m∑
i=۱

λi(A
۲) =

m∑
i=۱

λi(A)
۲.

یعنͬ: دارد ضربͬ خاصیت فروبنیوس نرم .١۶.١.١ لم
∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥.

هستند: هم�ارز X ∈ Sn متقارن ماتریس برای زیر موارد .١٧.١.١ لم
است. مثبت معین نیمه X (١

هستند. نامنفͬ X ویژه�ی مقادیر (٢
.X = CTC به�طوری�که دارد وجود C ماتریس (٣

QQT = یعنͬ، است متعامد ماتریس ͷی Q که شود، بیان X = QΛQT صورت به مͬ�تواند X (۴
است. نامنفͬ قطری درایه�های با قطری ماتریس Λ و است همانͬ ماتریس I که QTQ = I

ماتریس اگر باشد. مثبت معین ماتریس�های از متشͺل فضای Sn
++ کنید فرض .١٨.١.١ قضیه

هر برای اگر به�علاوه .det(Q + M) > ۰ آن�گاه باشد، پادمتقارن M ∈ Rn×n و Q ∈ Sn
++

آن�گاه: ، λi(Q+M) ∈ R باشیم داشته i = ۱,۲, · · ·n
۰ < λmin(Q) ≤ λmin(Q+M) ≤ λmax(Q+M)λmax(Q).

زیرا: است نامنفرد Q+M که داریم توجه ابتدا برهان.
∀x ∈ Rn, x ̸= ۰, xT (Q+M)x = xTQx > ۰,

پادمتقارن t ∈ R هر برای tM ماتریس چون گرفتیم. نتیجه M بودن پادمتقارن از را فوق تساوی که
داریم: مͬ�ماند، باقͬ

ψ(t) := det(Q+ tM) ̸= ۰, ∀t ∈ R.



١١ مقدمات ١.١

بنابراین است، مثبت اکیدا t = ۰ برای و نیست صفر جا هیچ که است پیوسته تابع ͷی ψ تابع
.det(Q+M) > ۰ که مͬ�دهد نشان این .det(Q) > ۰

بنابراین .λ > λmax(Q) که است به�گونه�ای λ > ۰ مͬ�کنیم فرض لم، دوم قسمت اثبات برای
دیͽر: عبارت به است. نامنفرد (Q+M)− λI فوق بحث مشابه بحثͬ با .Q− λI ≺ ۰

det((Q+M)− λI) ̸= ۰.

روشͬ با باشد. Q +M ماتریس ویژه�ی مقدار نمͬ�تواند λ که گرفت نتیجه مͬ�توان فوق عبارت از
باشد. داشته λmin(Q) از کمتر ویژه�ای مقدار نمͬ�تواند Q+M ماتریس که کرد ثابت مͬ�توان مشابه

مͬ�شود. حاصل مطلوب نتیجه بنابراین

مͬ�باشند: برقرار زیر نامساوی�های آن�گاه ،A,B ∈ Sn
کنید+ فرض .١٩.١.١ لم

λmin(A)λmax(B) ≤ λmin(A)Tr(B) ≤ Tr(AB) ≤ λmax(A)Tr(B) ≤ nλmax(A)λmin(B).

ماتریس ͷی که مͬ�گیریم نتیجه قبل بخش لم از است، مثبت معین نیمه A ماتریس چون برهان.
آن�گاه .A = PΛP T که دارد وجود P متعامد

Tr(AB) = Tr(PΛP TB) = Tr(ΛP TBP ) ≥ λmin(A)Tr(P
TBP ) = λmin(A)Tr(B)

≥ λmin(A)λmax(B).

انجام مشابه طور به راست سمت نامساوی�های اثبات و مͬ�شود اثبات چپ سمت نامساوی دو که
مͬ�شود.

ͷی یعنͬ است، خطͬ ریزی برنامه مسئله�ی از توسیعͬ ٢(SDO) معین نیمه ریزی برنامه مسئله�ی
شود. دیده متفاوت داخلͬ ضرب ͷی و متغیرها ماتریس (LO)با ͷی صورت به مͬ�تواند (SDO)

مͬ�شوند: داده نمایش زیر صورت به استاندارد فرم در (SDO) مسائل

(P ) min ⟨C,X⟩

⟨Ai, X⟩ = bi, i = ۱,۲, · · · ,m,

X ⪰ ۰,

ماتریس�های متغیرهاست. از n × n ماتریس ͷی X و n × n هرمیتͬ ماتریس ͷی C آن در که
را (P ) هستند. شده داده اسͺالرهای ها bi و هستند شده داده هرمیتͬ ماتریس�های ،Ai ضرایب
مسئله�ی با متناظر مͬ�نامیم. اولیه معین نیمه ریزی برنامه مسئله�ی یا استاندارد برنامه�ریزی مسئله�ی

٢Semi-Definite Optimization



دو١٢ مرتبه معین نیمه محدب سازی بهینه مسائل حل برای درونͬ نقطه اولیه�دوگان الͽوریتم .١

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به که است (D) دوگان معین نیمه ریزی برنامه مسئله�ی (P )

(D) max ⟨b, y⟩

s.t
∑m

i=۱ yiAi + S = C, i = ۱,۲, · · · ,m,

S ⪰ ۰.

معرفͬ زیر صورت به داده�ایم قرار بحث مورد نامه پایان این در که را (CQSDO) مسئله�ی حال
مͬ�کنیم:

(P ) min C •X +
۱
۲X • Ω(X)

s.t Ai •X = bi, i = ۱,۲, · · · ,m,

X ⪰ ۰,

است: زیر صورت به مسئله این دوگان که

(D) max bT y − ۱
۲X • Ω(X)

s.t
m∑
i=۱

yiAi − Ω(X) + S = C, i = ۱,۲, · · · ,m,

S ⪰ ۰,

هر برای که است متقارن مثبت معین نیمه الحاق خود خطͬ تابع ͷی Ω(X) : Sn −→ Sn که
داریم: A,B ∈ Sn

Ω(A) •B = A • Ω(B), Ω(A) •A ≥ ۰.

مͬ�گیریم: نظر در را است زیر فرم به که Ω تابع از خاصͬ مدل ما رساله، این در

Ω(X) =
l∑

i=۱
HT

i XHi,

خاص نوع این است. n۲ مساوی یا کوچ�ͷتر صحیح عدد ͷی l و Rn×n در ماتریس�هایͬ Hiها که
یعنͬ: است مثبت معین نیمه و متقارن Ω(X) که دریافت مͬ�توان است. شده بررسͬ [١۴] منبع در

Ω(X) = Ω(X)T , Ω(X) •X ≥ ۰, X ∈ Rn×n.

:Ω(X) بودن متقارن بررسͬ

Ω(X)T = (
l∑

i=۱
HT

i XHi)
T =

l∑
i=۱

(HT
i XHi)

T =
l∑

i=۱
HT

i X
T (HT

i )
T =

l∑
i=۱

HT
i XHi



١٣ مقدمات ١.١

:Ω(X) بودن مثیت معین نیمه بررسͬ

Ω(X) •X = Tr(Ω(X)TX) = Tr(
l∑

i=۱
HT

i XHiX) =
l∑

i=۱
Tr(HT

i XHiX)

=

l∑
i=۱

Tr
(
X

۱
۲HT

i X
۱
۲X

۱
۲HiX

۱
۲
)
=

l∑
i=۱

∥X
۱
۲HiX

۱
۲ ∥۲ ≥ ۰.

مͬ�گیریم: نظر در را زیر فرض دو کار طول تمام در
هستند. خطͬ مستقل (Ai i = ۱,۲, · · ·m) ١)ماتریس�های

y۰ > ۰ و S۰ ≻ ۰ و X۰ ≻ ۰ یعنͬ مͬ�کنند، صدق درونͬ نقطه شرط در (D) و (P ) ٢)مسائل
است: برقرار زیر شرایط یعنͬ مͬ�کنند. صدق اکید طور به مساله قیود در که دارند وجود

Ai •X۰ = bi, i = ۱,۲, · · · ,m X۰ ≻ ۰,
m∑
i=۱

y۰i Ai − Ω(X۰) + S۰ = C, i = ۱,۲, · · · ,m, S۰ ≻ ۰.

مͬ�کنند. پیدا کاهش (SDO) مسائل به Ω(X) = ۰ زمانͬ�که (CQSDO) مسائل که است واضح
توسط ترتیب، به را (CQSDO) دوگان و اولیه مساله�ی جواب�های مجموعه�ی پایان�نامه این در

مͬ�دهیم: نشان D و P نمادهای

P :=
{
X : Tr(AiX) = bi , i = ۱, · · · ,m , X ⪰ ۰

}
,

D :=
{
(y, S) :

m∑
i=۱

yiAi + S − Ω(X) = C , S ⪰ ۰ , y ∈ Rm
}
.

زیر صورت به و داده نشان D∗ و P∗ نمادهای با ترتیب به را دو آن بهین مجموعه�های هم�چنین
مͬ�کنیم: تعریف

P∗ :=
{
X ∈ P : Tr(CX) +

۱
۲X • Ω(X) = p∗

}
,

D∗ :=
{
(y, S) ∈ D : bT y − ۱

۲X • Ω(X) = d∗
}
,

مͬ�کنیم قرارداد هستند. (CQSDD) و (CQSDP ) مسائل بهین مقادیر ترتیب به d∗ و p∗ آن در که
(CQSDP ) مساله�ی اگر p∗ = ∞ و باشد بͬ�کران (CQSDP ) مساله�ی اگر است p∗ = −∞ که
است d∗ = −∞ و باشد بͬ�کران (CQSDD) مساله�ی اگر است d∗ = ∞ هم�چنین باشد. نشدنͬ
و باشد ناتهͬ P∗ اگر گوییم شدنͬ حل را (CQSDP ) باشد. نشدنͬ (CQSDD) مساله�ی اگر

باشد. ناتهͬ D∗ اگر گوییم پذیر حل (CQSDD)


