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චاری... ণپاس໋�
تنها مرا و نشد دور من از ولͬ بودم دور او از اینکه با همیشه که سپاسͽذارم و شاکر را مهربان و بزرگ خدای

نگذاشت.
یاریم و بودن مشوقم اینکه خاطر به برادرانم از و کنم. قدردانͬ مهربانم مادر زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

سپاسͽذارم. نهایت بی هاشون دلͽرمͬ خاطر به خواهرهایم از و کردن
لطیفͬ، داریوش دکتر آقای جناب و آذر نژاد حق کاظم دکتر آقای جناب خود، راهنمای اساتید بی�دریغ زحمات از
از نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این آن�ها، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که مͬ�کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

دارم. را امتنان کمال فرمودند، تقبل را رساله این مشاوره� که نریمانͬ قاسم دکتر آقای جناب
رضایی مهناز

١٣٩١ شهریور



مهناز نام: رضایی خانوادگͬ: نام
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انبساطͬ غیر ،نگاشت انقباضضعیف ، قوی انبساظ ، ثابت نقطه کلیدواژه�ها:

چͺیده

−F و ضعیف انقباض −F نگاشت�های برای ثابت نقطه مساله بررسͬ به پایان�نامه دراین

بͺار فردهلم انتگرالͬ معادلات حل برای را ثابت نقطه نتایج و مͬ�پردازیم قوی انبساط

نام به نگاشت�ها از دیͽری گروه برای را ثابت نقطه مساله نهایت، در دهیم. مͬ�گیریم.مͬ

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد انبساطͬ غیر نگاشت�های



ث

ඒࣂพ࢈ൈتار

و یونان به که گفت بتوان شاید و است برخوردار طولانͬ بسیار سابقه�ی از ریاضیات در ثابت نقطه مبحث

عدد تقريبی مقدار مصری و يونانͬ رياضͬ�دانان وقتͬ برمͬ��گردد، پيش سال هزار دو از بيش یعنͬ باستان، مصر

بازه�ی روی را f(x) =
x+ ٢

x

٢ نگاشت ثابت نقاط واقع در مͬ�زدند، تخمين ١
٢(x + ٢

x ) كسر كمك به را
√
٣

كه صورتͬ اين به مطلب اين چه گر مͬ�زدند. تقريب xn+١ = xn + ٢
xn

تكراری فرايند از استفاده با [
√
٢,∞)

اين با ولͬ باشد، نبوده صورت اين به موقع آن در كه است ممͺن و كارهاست آن از ما امروزی تعبير شد، گفته

محاسبات در و بودند يافته در را تكراری روش�های كارآیی و اهميت آنها كه است دست در زيادی شواهد حال

باناخ توسط ١٩٢٠ سال در كه ثابت نقطه�ی قضيه�ی دانان رياضͬ از بسياری اعتقاد به مͬ�بردند. كار به مختلف

قضيه مͬ�گيرد. قرار مطالعه مورد امروزه كه است آن از شͺلͬ و ثابت نقاط مبحث در عطفͬ نقطه�ی شد، ارائه ١

استفاده ديفرانسيل معادلات جواب يͺتايی و وجود مورد در ٢ ليندلف پيͺارد- قضيه اثبات برای باناخ ثابت نقطه

است: مطرح زير مساله�ی سه ثابت نقطه نظريه در كلͬ طور به است. شده

ثابت نقطه يͽانگͬ و وجود (١

ثابت نقطه مجموعه ٢)ساختار

آنها همͽرايی و ثابت نقاط تقريب ٣)روش�های

مرتب مجموعه�های در باناخ ثابت نقطه قضيه ثابت، نقطه زمينه�ی در علاقه مورد مباحث از ͬͺي ديͽر طرف از

باشد. مͬ ثابت نقطه يͽانگͬ و وجود مساله�ی به مربوط كه مͯ�باشد آن كاربردهای و جزئͬ

كار و ١٩٨١ سال به مربوط ۴ بيوفر كار جمله از زيادی افراد كارهای مطالعه با ٣ ريورينگر و ران ٢٠٠۴ سال در

قضيه يك شبͺه ثابت، نقطه قضايای مورد در ١٩۵۵ سال به مربوط ۶ ͬͺتارس ،١٩٨١ سال به مربوط ۵ ورشا بيلر

سال در كردند. ارائه را ماتريسͬ مطالعات در آن كاربردهای از برخͬ و جزئͬ مرتب مجموعه�های در ثابت نقطه

Banach١
Picard-Lindlef٢
Reurings Ran،٣

Biofer۴
Roth Blair،۵

Tarski۶



ج

كاربردهای و جزئͬ مرتب مجموعه�های در انقباضͬ نگاشت�های مورد در قضايايی [٢٢] ردريͽز٧ و نيوتو ٢٠٠۵

مقاله�ای ردريͽز-لوپز و نيوتو ٢٠٠٧ سال در علاوه به كرده�اند. اثبات و بيان معمولͬ ديفرانسيل معادلات در آن

معمولͬ ديفرانسيل معادلات در آن كاربرد و جزئͬ مرتب مجموعه�های در ثابت نقطه يͺتايی و وجود مورد در

وجود در را ثابت نقطه قضایای كاربرد گسترده، مطالعه با ٨ پتروسل و اوريͽان ٢٠٠٨ سال در .[٢١] كردند ارائه

.[٢٣] کردند بررسͬ انتگرال معادلات جواب

است. شده تدوین [١۵] و [١٠] مرجع اساس بر رساله این

Lopez Rodriguez- Nioto،٧
Petrusel ، Oregan٨
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٢ اولیه مفاهیم .١ فصل

مͬ�دهیم. توضیح است نیاز مورد بعدی فصل�های در که علامت�هایی و اولیه مفاهیم از تعدادی فصل این در

R ⊆ A×B و باشند مجموعه A,Bدو اگر یعنͬ است. مرتب زوج�های از مجموعه�ای يكرابطه تعریف١.٠.١.

مͬ�ناميم. A روی رابطه يك را R آنگاه A = B اگر خاص حالت در مͬ�شود. ناميده B به A از رابطه يك R آنگاه

.xRy مͬ�نویسیم آنگاه (x, y) ∈ R و باشد رابطه ͷی R اگر

X عضو هر گاه هر ، است انعكاسͬ� خاصيت دارای X مجموعه روی R رابطه گوييم .١ .٢.٠.١ تعریف

يعنͬ ، باشد داشته R رابطه ، باخود

∀ x ∈ X xRx .

باشيم داشته گاه هر ، است تقارنͬ خاصيت دارای X مجموعه�ی روی R رابطه�ی گوييم .٢

∀ x, y ∈ X, xRy , yRx =⇒ x = y .

هرگاه است (تعدی) خاصيتانتقالͬ دارای X مجموعه�ی روی R بطه�ی را گوييم .٣

∀ x, y, z ∈ X, xRy , yRz =⇒ xRz .

خاصيت�های Rدارای هرگاه مͬ�شود ناميده رابطه�یترتيبجزئͬ Xيك مجموعه رابطه�یRروی تعریف٣.٠.١.

باشد. تعدی تقارنͬ، انعكاسͬ،

رابطه�ی تحت عضوش دو هر و باشد جزئͬ مرتب هرگاه گوئيم مرتب كلا́ را X ی مجموعه روی R رابطه�ی

يعنͬ باشند مقايسه قابل R

∀x, y ∈ X, yRx یا xRy.

f گوييم باشد عملͽر يك f : X −→ X و جزئͬ مرتب مجموعه يك (X,≤) كنيم فرض .۴.٠.١ تعریف

هرگاه است صعودی

∀ x, y ∈ X, x ≤ y =⇒ f(x) ≤ f(y),



٣ اولیه مفاهیم .١ فصل

گاه هر است نزولͬ f گوييم و

∀ x, y ∈ X, x ≤ y =⇒ f(y) ≤ f(x).

تعريفشده چنان d : X×X −→ R مانند تابعͬ هرگاه باشد. خالͬ غیر مجموعه��ی فرضکنیم تعریف٠.١.۵.

باشيم داشته x, y, z ∈ X هر برای كه باشد

٠ ≤ d(x, y) <∞ .١

d(x, y) = ٠ ⇐⇒ x = y .٢

d(x, y) = d(y, x) .٣

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) .۴

گوييم. مͬ متريك فضای رايك (X, d) و برXگفته متر يك را dصورت اين در

كند صدق زير شرط در گاه هر گوييم كشͬ يكدنباله را (X, d)متريك فضای در {xn} دنباله .۶.٠.١ تعریف

.d(xn, xm) < ϵ آنگاه m,n ≥ N اگر طوری�كه به باشد داشته وجود N طبيعͬ عدد ε ≥ ٠ هر ازای به

هرگاه است تام متريك فضای يك (X, d) گوييم ، باشد متريك فضای يك (X, d) كنيم فرض .٧.٠.١ تعریف

باشد. همͽرا X از عضوی به آن در كوشͬ دنباله هر

اين� در باشد X از مجموعه�ای زير K و باشد دلخواه ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض .٨.٠.١ تعریف

صورت

باشد. p از غير q ∈ K چون نقطه�ای شامل p ͬͽهمساي هر هرگاه است K از حدی نقطه يك p ∈ X نقطه .١

باشد. K از نقطه يك K حدی نقطه هر گاه هر است بسته K .٢

،N(p, r) ⊂ K بطوریͺه باشد داشته وجود r > يك٠ هرگاه مͬ�شود نامیده K درونͬ يكنقطه p ∈ Kنقطه .٣

است. P از ͬͽهمسای ͷی N(p, r) آن در که



۴ اولیه مفاهیم .١ فصل

باشد. آن درونͬ نقطه يك ،K ی نقطه هر گاه هر است باز K .۴

مͬ�کنیم تعریف و مͬ�دهيم. نشان ∂K با را K مرزی نقاط تمام مجموعه .٩.٠.١ تعریف

∂K = K ∩X −K

مͬ�نامیم. مرزی نقطه�ی ͷی را ∂K عضو هر

زير حاوی K باز پوشش هر گاه هر ، نامند فشرده را X متری فضای از K مجموعه زير .١٠.٠.١ تعریف

مانند انديسهايی آنگاه باشد، K برای باز پوشش يك {Gα}α∈I گردايه�ی گاه هر يعنͬ باشد، متناهͬ پوششͬ

بطوریͺه باشند داشته وجود I از α١ , α٢ , ..., αn

K ⊆ ∪n
i=١Gαi .

x, y هر ازای به گاه هر محدباست X متری فضای از K مجموعه زیر .١١.٠.١ تعریف

. ٠ < λ < ١ آن در كه λx + (١− λ)y ∈ K باشيم داشته

داده نشان conv(E) با راكه E محدب غلاف ،E ⊆ X و بوده برداری فضای يك X اگر .١٢.٠.١ تعریف

يابه است. محدب مجموعه�ای F و E ⊂ F آن در كه است ،conv(E) =
∩
F از است عبارت مͬ�شود،

معادل طور

conE = {
∑n

i=١ αixi |
∑n

i=١ αi = ١, xi ∈ E}.

شرط در f : X −→ Y تابع گوییم باشند. متريك فضای دو (Y, p) و (X, d) كنيم فرض .١٣.٠.١ تعریف

هرگاه مͬ�كند صدق ١ ليپشيتز

∃ k > ٠ , ∀ x, y ∈ X , p(f(x), f(y)) ≤ k d(x, y). (١.١)

k < ١ برای بطوریͺه(١.١) باشد تابع ͷی f : X −→ X و متری فضای X اگر مͬ�گوييم ليپشيز ثابت را k كه

مͬ�ناميم. X انقباضبر تابع يك را f آنگاه باشد برقرار

ی نقطه x ∈ X ی نقطه گوييم ، باشد تابع يك f : X −→ X و متريك فضای يك (X, d) فرضكنيد ضمن در

.f(x) = x هرگاه است f ثابت
Lipschitz١



۵ اولیه مفاهیم .١ فصل

پيوسته نتيجه در و يͺنواخت ی پيوسته كند صدق ليپشيتز شرط در كه تابعͬ هر است واضح .١۴.٠.١ تبصره

f آنگاه باشد X روی انقباض تابع يك f : X −→ X و متريك فضای يك (X, d) اگر بنابراين بود. خواهد

بود. خواهد پيوسته

Xبه از انقباض يك f و تام متريك فضای يك (X, d) فرضكنيد . انقباض) (اصل ثابت نقطه .١۵.٠.١ قضیه

يͺتا جواب x = f(x) ی معادله بهتر صورت به دارد ثابت ی نقطه يك وفقط يك f اينصورت در باشد X توی

گيريم مͬ نتيجه انقباضͬ شرط از آنگاه ، f(y) = y و f(x) = x ، هرگاه زيرا است بديهͬ نقطه اين يͺتايی دارد.

است. x = y نتيجه در و باشد d(x, y) = ٠ كه دهد روی تواند مͬ وقتͬ فقط كه d(x, y) ≤ c d(x, y) كه

[٢٣] شود رجوع برهان.

يك X برداری فضای گوييم (F = R, F = C) باشد F ميدان روی برداری فضای يك X اگر تعریف٠.١.١۶.

هر ازای به كه شود نظير چنان ∥ x ∥ مانند نامنفͬ و حقيقͬ عددی ،x ∈ X هر ازای به اگر است نرمدار فضای

باشيم داشته باشیم: داشته α ∈ F هر و x, y ∈ X

∥ x+ y ∥ ≤ ∥ x ∥ + ∥ y ∥ .١

∥ αx ∥ = | α | ∥ x ∥ .٢

.∥ x ∥ > ٠ xآنگاه ̸= ٠ .٣

كنيم تعريف اگر زيرا است. متريك فضای يك نرمدار فضای هر .١٧.٠.١ تبصره

كند. مͬ صدق متر شرايط در dصورت اين در ،d(x, y) = ∥ x− y ∥

باشد. تام نرمش از حاصل متر با هرگاه گوييم باناخ فضای يك را X نرمدار فضای .١٨.٠.١ تعریف

و داده نمایش ∥T∥ با را T : X −→ Y عملͽر نرم باشد. نرمدار فضای دو X,Y كنيم فرض .١٩.٠.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به

∥T∥ = sup { ∥Tx∥ : x ∈ X , ∥x∥ ≤ ١ }.

مͬ نشان S(X) با را X در ها دنباله تمامͬ گردايه باشد، ناتهͬ ای مجموعه X كنيد فرض .٢٠.٠.١ تعریف

دهيم



۶ اولیه مفاهیم .١ فصل

S(X) = { (xn)n∈N | (xn) ∈ X}.

H روی داخلͬ ضرب يك ، باشد اعدادمختلط ميدان روی برداری فضای يك H كنيد فرض .٢١.٠.١ تعریف

مانند است تابعͬ

φ : H ×H −→ C, φ(x, y) = ⟨x, y⟩

است. زير خواص دارای که

⟨x, x⟩ ≥ ٠ , ⟨x, x⟩ = ٠⇐⇒ x = ٠ و ⟨x, x⟩ > ٠ ،x ∈ H هر ازای به .١

∀ α ∈ C ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩. ،α ∈ C هر و x, y ∈ H هر ازای به .٢

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩. ،x, y ∈ H هر ازای به .٣

⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩. ،x, y, z ∈ H هر ازای به .۴

∥x∥ =
√
⟨x, x⟩ رابطه�ی آنگاه باشد ⟨., .⟩ داخلͬ ضرب با داخلͬ ضرب فضای يك H گاه هر تعریف٢٢.٠.١.

را H آنگاه باشد) همͽرا آن در كوشͬ دنباله (هر باشد کامل نرم این با H اگر مͬ�کند. تعریف H بر نرم ͷی

هيلبرتمͬ�نامند. فضای

برابر ⟨x, y⟩ داخلͬ ضرب اگر عمودند هم بر V داخلͬ ضرب فضای يك در را y و x بردار دو .٢٣.٠.١ تعریف

باشند. عمود هم بر هرگاه گويند متعامد را بردار دو دهند. مͬ نشان x⊥y با را تعامد اين باشد. صفر

نامیم مͬ H در يͺه متعامد مجموعه ͷی را {uα}α∈A ⊆ H ، باشد هیلبرت فضای H اگر .٢۴.٠.١ تعریف

باشیم داشته α, β ∈ A هر برای هرگاه

(uα, uβ) =

{
١ if α = β

٠ if α ̸= β

و

∥uα∥٢ = ⟨ uα, uα ⟩ = ١ =⇒ ∥uα∥ = ١

است. ١ برابر بردارها ونرم عمودند هم بر دو به دو بردارها یͺه متعامد مجموعه در

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را x̂(α) ، x ∈ H هر برای باشد یͺه متعامد مجموعه ͷی {uα}α∈A اگر



٧ اولیه مفاهیم .١ فصل

x̂ : A −→ C

x̂(α) = ⟨ x, uα ⟩.

نامیم. مͬ {uα}α∈A به نسبت x فوریه ضرایب را x̂(α)

نگاشت را T : V −→ V خطͬ نگاشت يك ،V ⊆ H و باشد هیلبرت فضای H کنید فرض .٢۵.٠.١ تعریف

V داخلͬ ضرب فضای در x, y بردار جفت هر برای يعنͬ کند. حفظ را داخلͬ ضرب اگر ، گوييم متعامد خطͬ

⟨Tx, Ty⟩ = ⟨x, y⟩ باشيم داشته

ضرب این برای نامنفͬ وزن تابع باشد x ∈ X و باشد داخلͬ ضرب فضای X کنید فرض .٢۶.٠.١ تعریف

است. پذیر اندازه که C به X از است تابعͬ داخلͬ

كنيم تعريف را زير داخلͬ ضرب f, g توابع برای اگر .٢٧.٠.١ مثال

⟨f, g⟩ =
∫ b
a f(x)g(x)w(x)dx = ٠

عمودند هم بر تابع دو گوييم مͬ صورت اين در . است داخلͬ ضرب برای نامنفͬ وزن تابع w(x) آن در كه

بردارها طول ، داخلͬ ضرب اين در
∫ b
a f(x)g(x)w(x)dx = ٠ يعنͬ شود. صفر آنها داخلͬ ضرب اگر ،

توابع از دنباله يك اعضاي ∥f∥w =
√

⟨f, f⟩w آيد. مͬ دست به خودش در بردار داخلͬ ضرب از ها) (تابع

اگر هستند متعامد { fi | i = ١,٢,٣, ... }

⟨fi, fj⟩ =
∫∞
−∞ fi(x)fj(x)w(x)dx = ∥fi∥٢δij

اگر هستند يͺه) هنجار(متعامد راست

⟨fi, fj⟩ =
∫ ∞

−∞
fi(x)fj(x)w(x)dx = δij

بالا رابطه در

δij =

{
١ i = j

٠ i ̸= j

است. ١ طولشان و عمودند هم بر دنباله اين از عضو دو هر ديͽر بيان به دارد. نام كرونكر دلتای



٨ اولیه مفاهیم .١ فصل

اینصورت در باشد. H هیلبرت فضای در متعامد مجموعه ͷی {uα | α ∈ A} کنید فرض .٢٨.٠.١ تعریف

به اگر که طوری به باشد نداشته وجود H در برداری هیچ که باشد ای گونه به مجموعه این در uα بردار هر اگر

نامند. مͬ ماکزیمال متعامد مجموعه را uα صورت این در باشد. متعامد آمده بدست مجموعه شود وصل uα

صورت اين در Hباشد. هيلبرت فضای در متعامد يͺا مجموعه يك {uα | α ∈ A} فرضكنيد .٢٩.٠.١ قضیه

كند. مͬ ايجاب را ديͽر شرط سه {uα} بر زير شرط چهار از هريك

است. H در ماكزيمال يͺه متعامد مجموعه يك {uα} .١

است. چͽال H در {uα} اعضای از متناهͬ خطͬ كيبات تر تمام از مركب P ٢.مجموعه

است. برقرار x ∈ H هر ازای به
∑

|x̂(α)|٢ = ∥x∥٢ ٣.تساوی

٢ پارسوال� اتحاد به اخير فرمول باشد. مͬ برقرار x, y ∈ H هر ازای به
∑
α∈A

x̂(α)ŷ(α) = (x, y) تساوی .۴

است. معروف

شود[٣٠] رجوع برهان.

مقدار ͷی باشد. V روی خطͬ عملͽری T و F میدان روی بر برداری فضای V کنید فرض .٣٠.٠.١ تعریف

وجود Tα = cα خاصیت با V در α چون صفری غیر بردار آن برای که است F در c چون اسͺالری T ی ویژه

باشد. داشته

آنگاه ، باشد T ی ویژه مقدار ͷی c اگر

شود. مͬ نامیده c ی ویژه مقدار به وابسته T ی ویژه یͷبردار Tα = cα خاصیت با α هر الف)

شود. مͬ نامیده c به وابسته ویژه فضای Tα = cα که ها α ی همه ی دسته ب)

پیوسته آنها از گیری مشتق بار ͷی با و مͬ�شوند تعریف R روی که هایی دنباله تمام مجموعه .٣١.٠.١ تعریف

دهیم. مͬ نشان C١(R) با مͬ�شوند

ناميم مͬ X بر يكتوپولوژی را τ ⊆ p(X) ، X توانͬ مجموعه p(X) و X ̸= ϕ فرضكنيد .٣٢.٠.١ تعریف

هرگاه
parseval٢



٩ اولیه مفاهیم .١ فصل

X,ϕ ∈ τ . ١

∩n
i=١Ai ∈ τ آنگاه A١, A٢, ..., An ∈ τ اگر . ٢

∪αAα ∈ τ. آنگاه ( ناشمارا یا نامتناهͬ ، متناهͬ باشد( τ اعضای از ای خانواده {Aα}α اگر . ٣

مجموعه ͷی را A ∈ T هر و نامند مͬ ͬͺتوپولوژي فضای ͷی را (X, τ) آنگاه باشد X بر توپولوژی يك τ اگر

مͬ�نامند. X در باز

اگر گوييم پيوسته را f : X −→ Y تابع باشند. توپولوژيك فضای دو Y و X كنيد فرض .٣٣.٠.١ تعریف

باشد. X Wدر مانند باز مجموعه يك Y در V باز مجموعه هر معكوس تصوير

ͷی را p ∈ S شامل باز مجموعه هر گيريم. مͬ نظر در τ توپولوژی با را S توپولوژيك فضای .٣۴.٠.١ تعریف

. مͬ�نامند p ͬͽهمسای

باشد. τ ′ اعضای از اجتماعͬ باز) مجموعه هر يعنͬ ) τ عضو هر اگر است، τ برای پايه يك τ ′ ⊂ τ گردايه

γ از عضوی شامل p ͬͽهمساي هر اگر است، p در موضعͬ يكپايه p ∈ S نقطهء همسايͽͬ�های از γ ی گردايه

باشد.

باشند. مͬ سازگار هم با τ و d گوييم باشد، شده القا d متر وسيله به τ توپولوژی اگر .٣۵.٠.١ تعریف

كه طوری به باشد. X برداری فضای بر توپولوژی يك τ كنيم فرض .٣۶.٠.١ تعریف

باشد بسته مجموعه يك X نقطهء ١.هر

باشند. پيوسته τ به )نسبت برداری ضرب و (جمع برداری فضای اعمال .٢

باشد. مͬ توپولوژيك برداری فضای ͷي X و است X بر برداری توپولوژی يك τ گوييم شرايط اين در

حاصل از φ(x, y) = x + y ضابطه با φ : X × X −→ X نگاشت ، تعريف طبق ، يعنͬ جمع بودن پيوسته

x١ + x٢ ͬͽهمساي يك V , x١, x٢ ∈ X ازای به اگر یعنͬ باشد. پيوسته X توی به X × X دكارتͬ ضرب

به باشد. V١ + V٢ ⊂ V كه طوری به باشند داشته وجود x٢ از V٢ و x١ از V١ مانند همسايͽͬ�هايی آنگاه باشد،

باشد. پيوسته X توی به C×X از (α, x) −→ αx نگاشت يعنͬ اسͺالر ضرب بودن پيوسته فرض نحو، همين



١٠ اولیه مفاهیم .١ فصل

ای ͬͽهمساي و ای r > ٠ ازای به آنگاه ، باشد αx از ͬͽهمساي يك V و باشد اسͺالر α و x ∈ X گاه هر یعنͬ

.βW ⊂ V باشیم داشته آنگاه |β − α| < r وقت هر ، x Wاز مانند

باشد. τ توپولوژی با توپولوژيك برداری فضای يك X اگر .٣٧.٠.١ تعریف

هستند. محدب آن اعضای كه باشد داشته B مانند موضعͬ پايه يك اگر محدباست موضعاً X .١

است پذير متر X بهتر عبارت باشد.به داشته شمارش�پذير موضعͬ پايه يك اگر وتنها اگر است پذير متر X .٢

باشد. سازگار d مانند متری با τ اگر

باشد. فشرده بستارش که باشد صفر ͬͽهمسای ͷی داری اگر است نسبی فشرده X .٣٨.٠.١ تعریف

از كراندار و بسته مجموعه زير هر اگر مͬ�گوييم -كامل شبه را E محدب موضعاً فضای يك .٣٩.٠.١ تعریف

. نيست درست هميشه آن عكس ولͬ است شبه-كامل ، كامل محدب موضعاً فضای يك باشد. كامل E

باشد شبه-كامل مترپذير محدب موضعاً خطͬ توپولوژيك فضای يك E كنيد فرض ٣ : مونچ .۴٠.٠.١ قضیه

: باشيم داشته C ⊂ Ω پذير شمارش مجموعه زير برای كه طوری به باشد. پيوسته نگاشت يك F : Ω −→ Ω و

C ⊂ co({x٠} ∪ F (C)) =⇒ C است فشرده نسبی بطور

دارد. Ω در ثابت نقطه يك F آنگاه

شود[٢٠] رجوع برهان.

X در توپولوژی كوچͺترين ضعيف توپولوژی باشد. دار نرم فضای ͷی X که کنیم فرض .۴١.٠.١ تعریف

باشد. پيوسته آن به نسبت f ∈ X∗ هر بطوريͺه است

مͬ�شود. تعریف X∗ = {x∗ : X −→ F باشند وپيوسته(كراندار) خطͬ صورت{ به X∗ آن در كه

اگر ضعيفگوييم فشرده را X از C مجموعه زير ، باشد نرم�دار فضای يك X كه كنيد فرض .۴٢.٠.١ تعریف

باشد. فشرده ضعيف توپولوژی به نسبت

B(X,Y ) با را Y دار نرم فضای Xبه دار نرم فضای از كراندار خطͬ عملͽرهای تمام مجموعه تعریف۴٣.٠.١.

مͬ�دهيم. نشان B(X) با را آن آنگاه X = Y اگر دهیم مͬ نشان

Monch٣



١١ اولیه مفاهیم .١ فصل

عملͽر يك T ∈ B(X,Y ) هر به اینصورت در باشند. نرم�دار فضای دو X,Y کنیم فرض .۴۴.٠.١ تعریف

رابطه در y∗ ∈ Y ∗ هر و x ∈ X هر ازای به که است نظیر فرد به منحصر T ∗ ∈ B(X∗, Y ∗) مانند خطͬ

مͬ�نامیم. T الحاقͬ را T ∗ که ، ∥T∥ = ∥T ∗∥ همچنین و مͬ�کند صدق ⟨Tx, y∗⟩ = ⟨x, T ∗y∗⟩

باشد. TT ∗ = T ∗T هرگاه گویند نرمال یͷعملͽر را T عملͽر .۴۵.٠.١ تعریف

در باشد. V روی الحاقͬ خود عملͽر T و متناهͬ بعد با داخلͬ ضرب فضای ͷی V فرضکنید .۴۶.٠.١ قضیه

است. T ویژه بردار ͷی آن بردار هر که دارد وجود V برای ای یͺه متعامد ی پایه صورت این

شود[٢٧] رجوع برهان.

باشد. V روی نرمالͬ عملͽر T و متناهͬ بعد با مختلط داخلͬ ضرب فضای ͷی V کنید فرض .۴٧.٠.١ قضیه

است. T ویژه بردارهای از متشͺل ای یͺه متعامد ی پایه دارای V اینصورت در

شود[٢٧] رجوع برهان.

عملͽر یا باشد V متناهͬ بعد با مختلط داخلͬ ضرب فضای ͷی روی نرمال T فرضکنید طیفͬ .۴٨.٠.١ قضیه

باشد. V متناهͬ بعد با حقیقͬ داخلͬ ضرب فضای ͷی روی الحاق خود

Ej و cj به وابسته ویژه بردارهای Wjفضای وفرضکنید باشند. T متمایز ویژه مقادیر c١, c٢, ..., ck فرضکنید

است. Wjعمود Wiبر ، i ̸= j وقتͬ صورت این در Wjباشد، روی V متعامد تصویر

و است w١, w٢, ..., wk مستقیم مجموع V فضای

T = c١E١ + ...+ ckEk

شود[٢٧] رجوع برهان.

بطوريͺه است ≼ ترتيبی رابطه�ی با I مانند ناتهͬ مجموعه�ی يك دار�� جهت مجموعه يك .۴٩.٠.١ تعریف

α ≼ α , α ∈ I وقتͬ .١

α ≼ γ آنگاه β ≼ γ , α ≼ β اگر .٢

β ≼ γα,β , α ≼ γα,β كه باشد موجود I در ای γα,β ، I در α, β هر برای .٣

.α = β آنگاه α ≼ β , β ≼ α ۴.وقتͬ



١٢ اولیه مفاهیم .١ فصل

f : I −→ X مانند تابعͬ (X, τ) ͬͺتوپولوژي فضای در يكتور .۵٠.٠.١ تعریف

مͬ�شود. ناميده تور گذار انديس مجموعه I مجموعه است. دار جهت مجموعه يك I آن در كه است

. مͬ�دهيم نشان xα با را تور از f(α) ، ام α جمله�ی ، I در α هر برای آنگاه باشد تور يك f : I −→ X اگر

دلخواه نگاشت ͷی f : X −→ Y , E ⊆ X و باشند متريك فضاهای X,Y كنيد فرض .۵١.٠.١ تعریف

هر برای صورت اين در باشد) داشته معنͬ اينفيمم و سوپريمم تا است مرتب مجموعه�ی يك Y آن در (كه باشد.

مͬ�کنیم تعریف و داده نشان lim
x→a

sup f(x) را a در f بالائͬ حد E از a حدی ی نقطه

lim
x→a

sup f(x) = lim
ϵ→٠

(sup{ f(x) | x ∈ E
∩
B(α, ϵ)− {a}}).

مͬ�شود تعریف زیر بصورت a در f پایینͬ حد مشابه طور به

lim
x→a

inf f(x) = lim
ϵ→٠

(inf{ f(x) | x ∈ E
∩
B(α, ϵ)− {a}}).

سوپريمم شود، مͬ محدود ϵ كه همانطور كه كنيد توجه است. a مركز و ϵ شعاع به متريك گوی B(a, ϵ) آن در كه

نوشت مͬ�توان پس مͬ�يابد كاهش يͺنواخت طور به گوی روی تابع

lim
x→a

supf(x) = inf
ϵ>٠

(sup{ f(x) | x ∈ E
∩
B(a, ϵ)− {a} })

و

lim
x→a

inf f(x) = sup
ϵ>٠

(inf{ f(x) | x ∈ E
∩
B(a, ϵ)− {a} }).

عمومͬ ͬͺتوپولوژي فضاهای برای را مشابه تعاريف بتوانيم كه مͬ�كند كمك ما به قبل تعريف .۵٢.٠.١ تعریف

تعريف(٣۵.٠.١)تعریف ,X,Yمشابه a,E فرضكنيد توپولوژيكاست)حال متريكفضای فضای هر زيرا ) كنيم بيان

ͬͽهمساي با را متريك های گوی حالت اين در ، باشند ͬͺتوپولوژي فضاهای دو هر X,Y كه تفاوت اين با شوند

كنيم. مͬ عوض

lim
x→a

supf(x) = inf{ sup {f(x) | x
∩
U − {a} ̸= ϕ} | U open, a ∈ U,E

∩
U − {a} ̸= ϕ}

و

lim
x→a

inff(x) = sup{ inf {f(x) | x
∩
U − {a} ̸= ϕ} | U open, a ∈ U,E

∩
U − {a} ̸= ϕ}.



١٣ اولیه مفاهیم .١ فصل

يافته توسعه مقدار با حقيقͬ توابع از خاصيت يك پيوستگͬ) (نيم پيوسته - نيم آناليز مختلف بحث�های در

. است پيوستگͬ از ضعيف�تر كه مͬ�باشد

حقيقͬ تابع يك f : X −→ R
∪
{ −∞, ∞} و باشد ͬͺتوپولوژي ی فضا Xيك فرضكنيد تعریف۵٣.٠.١.

يك ϵ > ٠ هر برای گاه هر ، گويند بالايی پيوسته نيم- x٠ در را f تابع . x٠ ∈ X و باشد. يافته توسيع مقدار

بطوريͺه باشد موجود x٠ از U ͬͽهمساي

∀x ∈ U , f(x) 6 f(x٠) + ϵ.

است. x٠ در f تابع بالايی حد limsup آن در كه lim
x→x٠

supf(x) 6 f(x٠) ديͽر عبارت به

تابع يك f : X −→ R ∪ { − ∞ , ∞ } و باشد توپولوژيك فضای يك X كنيد فرض .۵۴.٠.١ تعریف

ϵ ≥ ٠ هر برای هرگاه گويند پايينͬ پيوسته نيم- x٠ در را f . x٠ ∈ X و باشد يافته توسيع مقدار حقيقͬ

بطوريͺه باشد موجود x٠ از U ͬͽهمساي

∀ x ∈ U , f(x٠) − ϵ ≤ f(x).

است. x٠ در f پايينͬ حد liminf آن در كه f(x٠) ≤ lim
x→x٠

inff(x) ديͽر عبارت به

خواص از m اگر ناميم X در جبر −σ يك را X مجموعه�ی مجموعه�های زير از m گردايه آ) .۵۵.٠.١ تعریف

باشد: بهره�مند زير

X ∈ m .١

است. X به نسبت A متمم Ac آن در كه Ac ∈ m آنگاه A ⊂ m هرگاه .٢

A ∈ m آنگاه An ∈ m ، n = ١,٢,٣, ... ازای به و A = ∪∞
n=١An هرگاه .٣

مجموعه�های را m اعضای و اندازه�پذير فضای يك را (X,m) آنگاه ، باشد X در جبر −σ يك m هرگاه ب)

ناميم. مͬ X در اندازه�پذير

گوييم آنگاه ، باشد Y توی به X از نگاشتͬ f و توپولوژيك فضای يك Y ، اندازه�پذير فضای يك X هرگاه پ)

باشد. X در باز مجموعه يك f−١(V ), Y در V باز مجموعه�ی هر ازای به اگر است اندازه�پذير f


