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به تقدیم

فداکارم همسر و مهربان مادر

است. پشتیبان بهترین روزگار سردترین این در که وجودشان بخش امید گرمای و سرشار عاطفه پاس به

گراید. مͬ شجاعت به پناهشان در ترس و است فریادرس که بزرگشان های قلب پاس به

کند. نمͬ فروکش هرگز که دریغشان بی های پاسمحبت به و



دانشجو اظهارنامه

جابجایی های حلقه از دوجذبی های آل ایده ی درباره پایان�نامه: موضوع

زاده قلندر شعبان دکتر راهنما: استاد

آشوری فاطمه دانشجو: نام

٨٩٠۶٢٧۴ دانشجویی: شماره

دانشͽاه علوم دانشͺده جبر گرایش محض ریاضͬ ارشد کارشناسͬ دانشجوی آشوری فاطمه اینجانب

شخص توسط پایان�نامه این در شده ارائه تحقیقات که مͬ�نمایم گواهͬ طوسͬ نصیرالدین خواجه صنعتͬ

کار از استفاده مورد در و مͬ�باشد تایید مورد شده نگارش مطالب اصالت و صحت و شده انجام اینجانب

در مندرج مطالب که مͬ�نمایم گواهͬ همچنین است. شده اشاره استفاده مورد مرجع به محققان دیͽر

ارائه جا هیچ در دیͽری فرد یا اینجانب توسط امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای تاکنون پایان�نامه

کرده�ام. رعایت کامل طور به را دانشͽاه مصوب نامه آئین پایان�نامه متن تدوین در و است نشده

دانشجو: امضاء

تاریخ:



نتایج مالͺیت و نشر و طبع حق فرم

کل بصورت برداری کپی .هرگونه مͬ�باشد آن نویسنده به متعلق پایان�نامه این تکثیر و چاپ ١-حق

خواجه صنعتͬ دانشͽاه پایه علوم دانشͺده کتابخانه یا نویسنده موافقت با تنها آن از بخشͬ یا پایان�نامه

مͬ�باشد. مجاز طوسͬ نصیرالدین

اجازه بدون و مͬ�باشد طوسͬ نصیرالدین خواجه صنعتͬ دانشͽاه به متعلق اثر این معنوی حقوق ٢-کلیه

نیست. واگذاری قابل ثالث شخص به دانشͽاه کتبی

نمͬ�باشد. مجاز مرجع ذکر بدون پایان�نامه در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده همچنین



قدردانͬ و تشͺر

... سرشت مرا که او نام به

چه هر که رسانید امروز به مرا عنایتش و لطف با و نمود راهم راه، نشیب و فراز در که را منان ایزد سپاس

گرامͬ استاد مقابل در افتخار با و شاکرم را او رسیده�ام جایͽاه این به که اکنون اوست. از است من امروز

بر زانو داشتند عهده بر پایان�نامه این اتمام و راهنمایی در بسزایی نقش که قلندرزاده شعبان دکتر آقای ام

کمال دکتر و مشاور استاد عنوان به مهر ͷنی محمدجواد دکتر از همچنین دارم. را تشͺر کمال و زده زمین

سپاسͽزارم. ارزنده�شان راهنمایی جهت پایان�نامه این خارجͬ داور موسوی دکتر و داخلͬ داور عقیق



۶

رساله چͺیده

که را دوجذبی های آل ایده نامه پایان این در باشد. (٠ ̸= ١) با جابجایی حلقه ͷی R کنیم مͬ فرض

آل ایده ͷی را R از I صفر مخالف سره آل ایده ͷی کنیم. مͬ معرفͬ هستند اول های آل ایده از تعمیمͬ

.bc ∈ I یا ac ∈ I یا ab ∈ I بͽیریم نتیجه abc ∈ I از ،a, b, c ∈ R هر برای اگر نامیم مͬ R از جذبی دو

های آل ایده برای هرگاه است دوجذبی آل ایده ͷی R از I صفر غیر سره آل ایده ͷی که دهیم مͬ نشان

.I١I٣ ⊆ I یا I٢I٣ ⊆ I یا I١I٢ ⊆ I آنگاه I١I٢I٣ ⊆ I باشیم داشته اگر ،I١, I٢, I٣ ∈ R

از اول آل ایده ͷی یا Rad(I) آنگاه باشد، R حلقه از دوجذبی آل ایده ͷی I اگر کنیم مͬ ثابت همچنین و

ایده روی متمایز و مینیمال اول های آل ایده تنها P٢ و P١ بطوریͺه ،Rad(I) = P١ ∩ P٢ یا است R حلقه

هستند. I آل

اند. شده توصیف کامل بطور پروفر های دامنه و ارزیاب های دامنه از دوجذبی های آل ایده تمام

یا Rاز I دوجذبی آل ایده هر اگر فقط و اگر است ددکیند دامنه ͷی ،R نوتری دامنه ͷی که دهیم مͬ نشان

باشد، موجود R حلقه Mاز مانند ماکسیمال آل ایده ͷی یا باشد R حلقه از ماکسیمال آل ایده ͷی

.I =M١M٢ بطوریͺه باشند موجود R M٢از M١و ماکسیمال های آل ایده یا I =M ٢ بطوریͺه

R صحیح دامنه ͷی دهیم مͬ نشان آنگاه باشد نوتری RM ،R حلقه Mاز ماکسیمال آل ایده هر برای اگر

R از ماکسیمال آل ایده ͷی یا ،R از I دوجذبی آل ایده هر اگر فقط و اگر است ددکیند تقریبا” دامنه ͷی

M١و ماکسیمال های آل ایده یا I =M ٢ بطوریͺه باشد موجود R Mاز ماکسیمال آل ایده ͷی یا باشد

.I =M١M٢ بطوریͺه باشند موجود R M٢از



٧

مقدمه

ها حلقه و ها آل ایده از ای پایه قضایای و تعریف به اول فصل در است. شده تهیه فصل دو در رساله این

، [٧] ، [۶] مراجع بیشتر کار این برای که پردازیم. مͬ دوم فصل در شده استفاده مختلف های دامنه و

های آل ایده بین رابطه ابتدا در [۴] مرجع از استفاده با دوم فصل در گیریم. مͬ کار به را [١١] و [٩]

های دامنه در را دوجذبی های آل ایده سپس و کنیم، مͬ بیان اولیه آل ایده و رادیͺال آل ایده با را دوجذبی

کنیم. مͬ توصیف ددکیند تقریبا” و ددکیند پروفر، های دامنه و ارزیاب
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٨



١ فصل

ای پایه قضایای و تعاریف

ای پایه قضایای و تعاریف ١.١

پردازیم. مͬ نیاز مورد ای پایه قضایای و تعاریف به فصل این در

ͷی را است G روی دوتایی عملͽر ͷی . و مجموعه ͷی G آن در که ،(G, مرتب(. جفت ١.١.١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط اگر نامیم. مͬ ١ گروه

.(a.b).c = a.(b.c) ،a, b, c ∈ G هر برای .١

ͷی را e که ،a.e = e.a = a ،a ∈ G هر برای بطوریͺه باشد داشته وجود G در e مانند عنصر ͷی .٢

نامیم. مͬ G گروه همانͬ عنصر

١−aرا که ،a.a−١ = a−١.a = e بطوریͺه باشد موجود چنان G از a−١ عنصر ͷی ،a ∈ G هر برای .٣

نامیم. مͬ G گروه از وارون عنصر ͷی

.a.b = b.a ،a, b ∈ G هر برای اگر نامیم مͬ ٢ آبلͬ گروه ی را (G, .) گروه ٢.١.١ تعریف

هر برای که صورتͬ در باشد. . و + دوتایی عمل دو با ناتهͬ ای مجموعه R کنیم فرض ٣.١.١ تعریف

گوییم. مͬ ٣ حلقه ͷی را (R,+, .) آنگاه باشد، برقرار زیر شرایط a, b, c ∈ R

١Group
٢Abelian group
٣Ring

٩



١٠ ای پایه قضایای و تعاریف .١ فصل

جمع) پذیری شرکت (قانون a+ (b+ c) = (a+ b) + c .١

ضرب) پذیری شرکت (قانون a.(b.c) = (a.b).c .٢

جمع) پذیری تعویض (قانون a+ b = b+ a .٣

پخشͬ) (قوانین (a+ b).c = a.c+ b.c و a.(b+ c) = a.b+ a.c .۴

همانͬ) (اعضای a · ١R = ١R · a = a و a+ ٠R = ٠R + a = a .۵

جمعͬ) (وارون a+ (−a) = (−a) + a = ٠R .۶

.ab = ba باشیم داشته ،a, b ∈ R هر برای هرگاه گوییم مͬ ۴ جابجایی یͷحلقه Rرا حلقه ۴.١.١ تعریف

اند. فرضشده جابجایی ها حلقه همه مطلب ادامه در ۵.١.١ تذکر

Rرا آنگاه .١R = ٠R یعنͬ باشند برابر جمع همانͬ عنصر با ضرب همانͬ عنصر هرگاه ۶.١.١ تعریف

نامیم. مͬ صفر حلقه

بطوریͺه باشد R مجموعه از مجموعه زیر ͷی S مجموعه اگر نامیم مͬ R ۵ حلقه زیر را S ٧.١.١ تعریف

شود. القا نیز S در R دوتایی اعمال

شرطهای اگر نامیم، مͬ ۶ آل ایده را R از I مجموعه زیر باشد، حلقه ͷی R کنیم فرض ٨.١.١ تعریف

باشند: برقرار زیر

،I ̸= ∅ .١

،a+ b ∈ I آنگاه a, b ∈ I هرگاه .٢

.ra ∈ I آنگاه r ∈ R و a ∈ I هرگاه .٣

هرگاه نامیم مͬ ٧ چپ R-مدول ͷی را M آبلͬ گروه باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض ٩.١.١ تعریف

x, y ∈ M و a, b ∈ R هر برای بطوریͺه باشد موجود (a, x) 7→ ax ضابطه با R ×M 7→ M نگاشت

باشیم: داشته

۴Commutative ring
۵Subring
۶Ideal
٧Left R-module



١١ ای پایه قضایای و تعاریف .١ فصل

،a(x+ y) = ax+ ay .١

،(a+ b)x = ax+ bx .٢

،(ab)x = a(bx) .٣

.١.x = x .۴

مͬ را راست) چپ(یا R-مدول بنابراین است، شده فرض جابجایی حلقه ͷی R چون ١٠.١.١ تذکر

بͽیریم. نظر در ٨ R-مدول همان توانیم

a ∈ R مانند عضوی R ٩ حلقه از صفر علیه مقسوم ͷی باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض ١١.١.١ تعریف

مجموعه .ab = ٠R بطوریͺه باشد داشته وجود R حلقه از b چون ناصفر عضوی آن ازای به که است

دهیم. مͬ نمایش Z(R) با را R صفر های علیه مقسوم

نامیم. مͬ ١٠ سره را صفر از غیر به علیه مقسوم ͷی ١٢.١.١ تعریف

گوییم. مͬ ١١ منظم عنصر ͷی نیست، صفر علیه مقسوم که را R از عنصر ͷی ١٣.١.١ تعریف

باشد. منظم عنصر ͷی شامل هرگاه نامیم ١٢ منظم آل ایده را R حلقه از آل ایده ͷی ١۴.١.١ تعریف

یا a = ٠R بͽیریم نتیجه ،a.b = ٠R از a, b ∈ R هر برای و باشد Rناصفر حلقه اگر ١۵.١.١ تعریف

سره صفر علیه مقسوم R هرگاه دیͽر عبارت به یا نامیم. مͬ صحیح١٣ دامنه را R حلقه آنگاه .b = ٠R

باشد. نداشته

آن ازای به که است v ∈ R چون عضوی R ١۴ یͺه عضو باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض ١۶.١.١ تعریف

یͷعضو دقیقا” آنگاه باشد، پذیر وارون v ∈ R اگر .uv = ١R که باشد داشته وجود u ∈ R مانند عضوی

دهیم. مͬ نمایش v−١ با و نامیم مͬ v ١۵ وارون را عضو این دارد. وجود uv = ١R خاصیت با u ∈ R
٨R-module
٩Zero divisor
١٠Proper
١١Regular element
١٢Regular ideal
١٣Integral domain
١۴Unit
١۵Invers



١٢ ای پایه قضایای و تعاریف .١ فصل

ͷی را R آنگاه باشد، پذیر وارون R ناصفر عضو هر و بوده صفر Rمخالف حلقه هرگاه ١٧.١.١ تعریف

گوییم. مͬ ١۶ میدان

زیر شرایط اگر نامیم، مͬ R حلقه از ١٧ اول آل ایده ͷی را R حلقه از P ناصفر آل ایده ١٨.١.١ تعریف

باشند: برقرار

،P ̸= R .١

.b ∈ P یا a ∈ P بͽیریم نتیجه ab ∈ P از a, b ∈ R هر برای .٢

باشند: برقرار زیر شرایط اگر نامیم، مͬ ١٨ ماکسیمال آل ایده را R حلقه Mاز آل ایده ١٩.١.١ تعریف

،M ̸= R .١

.R = a Mیا = a بͽیریم نتیجه ،M ⊆ a ⊆ R اینکه از R از a آل ایده هر برای .٢

عبارات آنگاه باشند. R حلقه از هایی آل ایده P Mو و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض اگر ٢٠.١.١ قضیه

است: برقرار همواره زیر

باشد. صحیح دامنه ͷی R
P
اگر فقط و اگر است اول آل ایده P .١

باشد. میدان ͷی R
M
اگر فقط و اگر است ماکسیمال آل Mایده .٢

شود. مراجعه [١۶] ٢.٧.٢ قضیه به اثبات:

دارد. ماکسیمال آل ایده ͷی حداقل R آنگاه باشد. بدیهͬ غیر حلقه ͷی R کنیم فرض ٢١.١.١ قضیه

شود. مراجعه [١۵] ٩.٣ قضیه به اثبات:

از M مانند ماکسیمال آل ایده ͷی آنگاه باشد. R حلقه از سره آل ایده ͷی I کنیم فرض ٢٢.١.١ نتیجه

.I ⊆M بطوریͺه دارد وجود R

شود. مراجعه [١۵] ١٠.٣ قضیه به اثبات:
١۶Field
١٧Prime ideal
١٨Maximal ideal



١٣ ای پایه قضایای و تعاریف .١ فصل

آل ایده هر برای اگر فقط و اگر است یͺه a آنگاه .a ∈ R و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض ٢٣.١.١ نتیجه

.a /∈M ،R Mاز ماکسیمال

شود. مراجعه [١۵] ١١.٣ نتیجه به اثبات:

مͬ تعریف J(R) بصورت را R از جیͺبسون رادیͺال باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض ٢۴.١.١ تعریف

است. R از ماکسیمال های آل ایده تمام اشتراک که کنیم

،a ∈ R هر برای اگر فقط و اگر r ∈ J(R) آنگاه ،r ∈ R و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض ٢۵.١.١ لم

باشد. یͺه R حلقه در ١− ra عنصر

شود. مراجعه [١۵]١٧.٣ لم به اثبات:

تعاریفͬ ابتدا لم این با بیشتر آشنایی برای که شود مͬ استفاده زرن لم از قضایا برخͬ در نامه پایان این در

دهیم. مͬ ارائه را

جزئͬ ترتیب ی رابطه ͷی را ،Ω اعضای روی ≤ رابطه باشد. اشیاء از ناتهͬ مجموعه ͷی Ω کنیم فرض

باشیم: داشته x, y ∈ Ω هر برای هرگاه نامیم مͬ Ω روی ١٩

،x ≤ x .١

،x = y آنگاه ،y ≤ x و x ≤ y هرگاه .٢

.x ≤ z آنگاه ،y ≤ z و x ≤ y هرگاه .٣

نامیم. مͬ ٢٠ جزئͬ مرتب مجموعه را ای مجموعه چنین

هر برای هرگاه شود، مͬ نامیده Ω از
∑

ی مجموعه زیر برای ٢١ بالا کران ͷی u ∈ Ω ٢۶.١.١ تعریف

.x ≤ u ،x ∈
∑

نامیم. مͬ دار کران بالا از را ای مجموعه زیر چنین

١٩Partially ordering
٢٠Partially ordered set
٢١Upper bound



١۴ ای پایه قضایای و تعاریف .١ فصل

هرگاه: شود، مͬ نامیده ٢٢ کلͬ ترتیب رابطه ͷی (Ω,≤) ی مجموعه روی ≤ رابطه ٢٧.١.١ تعریف

باشد، جزئͬ ترتیب .١

باشند. مقایسه قابل ≤ توسط Ω اعضای هرجفت .٢

نامیم. مͬ ٢٣ کلͬ مرتب مجموعه ͷی را ای مجموعه چنین

مرتب مجموعه زیر هر هرگاه گوییم ٢۴ استقرایی سیستم ͷی را Ω جزئͬ مرتب مجموعه ٢٨.١.١ تعریف

باشد. دار کران بالا از آن از کلͬ

٢۵ زرن لم ٢٩.١.١ لم

دارد. ماکسیمال عضو ͷی حداقل ناتهͬ استقرایی سیستم هر

اول علیه مقسوم ͷی را R از P اول آل ایده ͷی باشد. R از آل ایده ͷی I کنیم فرض ٣٠.١.١ تعریف

بطوریͺه باشد نداشته وجود R Pاز ′ مانند اولͬ آل ایده هیچ اگر و I ⊆ P اگر نامیم، مͬ I از ٢۶ مینیمال

.I ⊆ P
′ ⊂ P

است. مینیمال اول آل ایده همان مینیمال اول علیه مقسوم که باشیم داشته توجه ٣١.١.١ تذکر

P آنگاه .I ⊆ P باشیم داشته R از P اول آل ایده برای و باشد R از آل ایده ͷی I فرضکنیم ٣٢.١.١ لم

است. I از مینیمال اول علیه مقسوم ͷی شامل

شود. مراجعه [١١] ١۵.٢ لم به اثبات:

شود: مͬ تعریف زیر بصورت Rad(I) آنگاه باشد. R حلقه از آلͬ ایده I کنیم فرض ٣٣.١.١ تعریف

Rad(I) = {x ∈ R;∃n ≥ ٠ , xn ∈ I}

.I ⊆ Rad(I) که است واضح

برقرارند: زیر های گزاره صورت این در باشند. R حلقه از هایی آل ایده I, J کنیم فرض ٣۴.١.١ قضیه

٢٢Totally ordering
٢٣Totally ordered
٢۴Inductive system
٢۵Zorn’s lemma
٢۶Minimal prime divisor



١۵ ای پایه قضایای و تعاریف .١ فصل

است. R آل ایده ͷی Rad(I) .١

.Rad(I) ⊆ Rad(J) آنگاه ،I ⊆ J و باشد R از آل ایده ͷی J هرگاه .٢

شود. مراجعه [١٢] ٧ و ۶ گزاره ٨٢ صفحه به اثبات:

آنگاه باشد. R از اول آل ایده ͷی P و آل ایده ͷی I اگر ٣۵.١.١ قضیه

.Rad(I) = ∩I⊆PP = ∩P∈Min(I)P

.I روی مینیمال اول های آل ایده از Min(I)عبارتست

شود. مراجعه [١١] ١۴.٢ قضیه به اثبات:

همواره زیر عبارات آنگاه باشند. R حلقه از هایی آل ایده J و I و حلقه ͷی R کنیم فرض ٣۶.١.١ لم

اند: برقرار

Rad(I + J) = Rad(Rad(I) +Rad(J)) .١

Rad(Rad(I)) = Rad(I) .٢

I = (١) اگر تنها و اگر Rad(I) = (١) .٣

I + J = (١) آنگاه Rad(I) +Rad(J) = (١) اگر .۴

Rad(IJ) = Rad(I ∩ J) = Rad(I) ∩Rad(J) .۵

شود. مراجعه [١۵] به اثبات:

و ab ∈ Q شرایط ,aبا b ∈ R هر برای هرگاه گوییم ٢٧ اولیه را R حلقه از Q آل ایده ٣٧.١.١ تعریف

.an ∈ Q بطوریͺه باشد داشته وجود n ≥ ١ صحیح عدد ،b /∈ Q

و ab ∈ Q شرایط ,aبا b ∈ R هر برای هرگاه گوییم ٢٨ P-اولیه را R حلقه از Q آل ایده ٣٨.١.١ تعریف

.Rad(Q) = P و an ∈ Q بطوریͺه باشد داشته وجود n ≥ ١ صحیح عدد ،b /∈ Q

است. اولیه R حلقه از اول آل ایده هر ٣٩.١.١ مثال

٢٧Primary
٢٨P-primary



١۶ ای پایه قضایای و تعاریف .١ فصل

است. اول آل ایده ͷی اولیه آل ایده هر رادیͺال ۴٠.١.١ قضیه

شود. مراجعه [١٢] ٢ فصل ،١۵ گزاره به اثبات:

هرگاه: گوییم مͬ ٢٩ ضربی بسته را R حلقه از S زیرمجموعه ۴١.١.١ تعریف

،١ ∈ S .١

.s١s٢ ∈ S باشیم داشته s١, s٢ ∈ S برای و .٢

.I ⊆ P بطوریͺه باشد R حلقه از اول آل ایده ͷی P و باشد R حلقه از آلͬ ایده I فرضکنیم ۴٢.١.١ لم

ارزند: هم زیر شرایط آنگاه

است. R از مینیمال اول آل ایده ͷی P .١

است. ماکسیمال ،(R\P ) ∩ I = ∅ رابطه، به نسبت که است ضربی بسته مجموعه ͷی R\P .٢

.yxi ∈ I بطوریͺه دارد وجود i ∈ Z+ و y ∈ R\P ͷی ،x ∈ P هر برای .٣

شود. مراجعه [٩] ١.٢ قضیه به اثبات:

بطوریͺه باشد R در ضربی بسته مجموعه ͷی S و R حلقه از آلͬ ایده I کنیم فرض ۴٣.١.١ قضیه

به نسبت P Iو ⊆ P و P ∩ S = ∅ بطوریͺه است موجود چنان R از P آل ایده ͷی آنگاه .I ∩ S = ∅

است. اول آل ایده ͷی P بعلاوه و است ماکسیمال خاصیت این

.J ∩ S = ∅ و I ⊆ J بطوریͺه باشد R از J های آل ایده تمام مجموعه χ کنیم فرض اثبات:

است. χ ̸= پس∅ ،I ∈ χ که آنجایی از

است. جزئͬ مرتب مجموعه ͷی (χ,⊆) دانیم مͬ طرفͬ از

باشد. χ از کلͬ مرتب مجموعه زیر
∑

= {Ji; Ji ▹R, I ⊆ Ji, I ∩ Ji = ∅} کنیم فرض

است.
∑

بالابرای کران ͷی ∪Ji کنیم مͬ ادعا

a−b ∈ ∪Ji دهیم نشان باید ،a, b ∈ ∪Ji و r ∈ R هر برای پس است. آل ایده نیز ∪Ji دهیم مͬ نشان ابتدا

است. ra ∈ ∪Ji و

بنابراین اند. مقایسه قابل آن از عضو دو هر پس است، شده فرض کلͬ مرتب مجموعه ͷی
∑

اینکه از

توان مͬ پس ،a, b ∈ ∪Ji فرضکنیم است. Jn ⊆ Jm یا Jm ⊆ Jn ،
∑

از Jm, Jn مانند عضو دو هر برای

٢٩Multiplicatively closed



١٧ ای پایه قضایای و تعاریف .١ فصل

آل ایده و a ∈ Jn و b ∈ Jn اینکه از است. a ∈ Jn آنگاه باشد Jm ⊆ Jn اگر .b ∈ Jn و a ∈ Jm گفت

توان مͬ بالا های استدلال به توجه با .ra ∈ Jn ⊆ ∪Ji و a − b ∈ Jn ⊆ ∪Ji گیریم مͬ نتیجه Jn بودن

است. آل ایده نیز ∪Ji که گفت

کنیم. مͬ عمل شͺل همین به نیز Jn ⊆ Jm حالت برای

.I ⊆ ∪Ji بنابراین است،
∑

از یی Jk ͷی حداقل مجموعه زیر I چون طرفͬ از

.I ∩ (∪Ji) = ∅ بنابراین است، I ∩ (∪Ji) = (I ∩ J١) ∪ (I ∩ J٢) ∪ ... = ∅ ∪∅ ∪ ... = ∅ چون و

زرن لم طبق صورت این در دارد. ∪Ji مانند بالا کران ͷی
∑

پس است. ∪Ji ∈
∑

گیریم مͬ نتیجه پس

دارد. P مانند ماکسیمال عنصر ͷی حداقل χگفت توان مͬ

کنیم مͬ فرض و نباشد اول P کنیم فرض خلف برهان به است. اول آل ایده ͷی P دهیم مͬ نشان حال

.j /∈ P و i /∈ P و ij ∈ P

.P ( P + (j) و P ( P + (i)گرفت نتیجه توان مͬ j /∈ P و i /∈ P اینکه از

و P + (i) ∩ S ̸= ∅ پس نیستند. χ مجموعه به متعلق P + (j) و P + (i) ،P انتخاب به توجه با

.P + (j) ∩ S ̸= ∅

بصورت را آنها توان مͬ که ،y ∈ P +(j)∩S و x ∈ P +(i)∩S بطوریͺه دارند، وجود یی x, y بنابراین

P١, P٢ از عناصری p١, p٢ که y = p٢ + r٢j ∈ P + (j) و x = p١ + r١i ∈ P + (i) کرد، تعریف مقابل

.y /∈ P و x /∈ P بطوریͺه هستند R از ,r١عناصری r٢ وهمچنین

مجموعه بودن ضربی بسته خاصیت به توجه با که .xy = p١p٢ + p١r٢j + r١ip٢ + r١r٢ij داریم ادامه در

.xy = p١p٢ + p١r٢j + r١ip٢ + r١r٢ij ∈ P ∩ S گفت میتوان P بودن آل ایده و S

است. برقرار حͺم و باطل خلف برهان فرض پس است. P ∩ S بودن تهͬ فرض با متناقض هم این که

است. اول آل ایده P پس

.x٢ = x هرگاه نامیم، مͬ ٣٠ خودتوان عنصر را R حلقه xاز عنصر ۴۴.١.١ تعریف

عدد هرگاه گوییم ٣١ پوچتوان آل ایده ͷی را I باشد، R حلقه از آل ایده ͷی I فرضکنیم ۴۵.١.١ تعریف

.Ik = ٠ بطوریͺه باشد داشته وجود k ≥ ١ صحیح

داشته وجود n ≥ ٠ صحیح عدد اگر نامیم، مͬ ٣٢ پوچتوان عنصر را R حلقه از x عنصر ۴۶.١.١ تعریف

.xn = ٠ بطوریͺه باشد،
٣٠Idempotent
٣١Nilpotent ideal
٣٢Nilpotent element



١٨ ای پایه قضایای و تعاریف .١ فصل

N(R) نماد با و نامیده ٣٣ پوچتوان رادیͺال را R پوچتوان های آل ایده تمام مجموع ۴٧.١.١ تعریف

دهیم. مͬ نمایش

رادیͺال برابر هستند، صفر شامل سره بطور که ،R از اول های آل ایده اشتراک R حلقه در ۴٨.١.١ قضیه

.N(R) = Rad(٠) = ∩٠⊂PP دیͽر: عبارتͬ به است، R حلقه پوچتوان

شود. مراجعه [١٣] ٢ فصل ،١۵ گزاره به اثبات:

باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض ۴٩.١.١ تعریف

٣۵ ایستا زنجیر را R های آل ایده از I١ ⊆ I٢ ⊆ ... ⊆ Ik ⊆ Ik+١ ⊆ ... صعودی(افزایشͬ)٣۴ زنجیر .١

.Ik = In ،k ≥ n هر برای بطوریͺه باشد موجود nمثبت و صحیح عدد هرگاه نامند

نامند ایستا زنجیر را R های آل ایده از I١ ⊇ I٢ ⊇ ... ⊇ Ik ⊇ Ik+١ ⊇ ... ٣۶ نزولͬ(کاهشͬ) زنجیر .٢

.Ik = In ،k ≥ n هر برای بطوریͺه باشد موجود nمثبت و صحیح عدد هرگاه

{x١, ...xn} مانند متناهͬ مجموعه زیر ͷی اگر باشد. R حلقه از آلͬ ایده I کنیم فرض ۵٠.١.١ تعریف
٣٧ متناهͬ تولید با آل ایده ͷی I گوییم مͬ آنگاه ،I = Rx١ + ...+Rxn بطوریͺه باشد داشته وجود I از

است.

ایستا آن های آل ایده از افزایشͬ زنجیر هر که صورتͬ در نامند ٣٨ نوتری حلقه Rرا حلقه ۵١.١.١ تعریف

باشد. متناهͬ تولید با R آل ایده هر معادل طور به یا باشد،

مجموعه آنگاه باشد، a ∈ R اگر باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض ۵٢.١.١ تعریف

شده تولید ٣٩ اصلͬ آل ایده را آن که است a شامل آل ایده کوچͺترین ،Ra = {ra; r ∈ R} =< a >

نامیم. مͬ a توسط

نامیم. مͬ ۴٠ اصلͬ آل ایده دامنه باشد، اصلͬ آن آل ایده هر که را R صحیح دامنه ۵٣.١.١ تعریف
٣٣NilRadical
٣۴Ascending chain
٣۵invariant chain
٣۶Descending chain
٣٧Finitely generated
٣٨Noetherian ring
٣٩Principal ideal
۴٠Principal ideal domain



١٩ ای پایه قضایای و تعاریف .١ فصل

است نوتری حلقه ͷی R صورت دراین باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض :۴١ کوهن قضیه ۵۴.١.١ قضیه

باشد. مولد متناهͬ R از اول آل ایده هر اگر فقط و اگر

شود. مراجعه [١٧] ۵ قضیه ١٣ فصل به اثبات:

و I های آل ایده باشند. R حلقه از هایی آل ایده J و I و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض ۵۵.١.١ تعریف

باشد. I + J = R اگر نامیم ۴٢ کوماکسیمال را J

R حلقه از هایی آل ایده Inو...وI١ و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض چین۴٣ͬ باقیمانده ۵۶.١.١ قضیه

آنگاه باشند. ماکسیمال کو i ̸= j برای Ij و Ii بطوریͺه باشند

. R
(I١∩...∩In)

∼= R
I١
⊕ ...⊕ R

In
.١

.
∩n
j=١ Ij =

∏n
j=١ Ij .٢

شود. مراجعه [١۴] ١٢.٢.١ قضیه به اثبات:

x, y ∈ Zپس باشد، (m,n) = ١ اگر باشند. Z حلقه از هایی آل ایده nZ mZو فرضکنیم ۵٧.١.١ مثال

هستند. کوماکسیمال nZ و mZ آنگاه است mZ+ nZ = ١ چون .mx+ ny = ١ بطوریͺه دارد وجود

را I آل ایده باشد. R حلقه از صفر مخالف آل ایده I و حلقه ͷی R کنیم فرض ۵٨.١.١ تعریف

.Z(R
I
) = P

I
باشیم داشته I شامل R از P اول آل ایده هر برای هرگاه نامیم P − primal

مقابل بصورت را I(P ) باشد. R حلقه از اول آل ایده ͷی P و آل ایده ͷی I کنیم فرض ۵٩.١.١ تعریف

I(P ) = {x ∈ R; sx ∈ I, s ∈ R\P بعضͬ {برای کنیم: مͬ تعریف

آنگاه باشد، R حلقه از P − primal آل ایده ͷی I اگر ۶٠.١.١ لم

.I = I(Q) باشد، P شامل اول آل ایده ͷی Q اگر .١

.I ⊂ I(Q) نباشد، P شامل اول آل ایده ͷی Q اگر .٢

آنگاه باشد، Q− primal آل ایده ͷی هستند، P شامل که Q مانند اول های آل ایده برای I(Q) اگر .٣

.Q ⊆ P

۴١Cohen’s theorem
۴٢Comaximal
۴٣Chinese remainder theorem



٢٠ ای پایه قضایای و تعاریف .١ فصل

شود. مراجعه [۶] ٣.١ لم به اثبات:

Mداشته مانند ماکسیمال آل ایده ͷی دقیقا” R اگر نامیم مͬ ۴۴ موضعͬ حلقه را R حلقه ۶١.١.١ تعریف

باشد.

مانند ماکسیمال آل ایده دقیقا” R اگر نامیم مͬ ۴۵ موضعͬ شبه حلقه را R نوتری حلقه ۶٢.١.١ تعریف

باشد. Mداشته

نیست. بدیهͬ غیر خودتوان عنصر هیچ دارای موضعͬ شبه حلقه ͷی ۶٣.١.١ قضیه

از غیر به خودتوان عنصر ͷی x که کنیم فرض بنابراین نباشد، چنین کنیم فرض خلف برهان طبق اثبات:

١ − x = u ،٢۵.١.١ لم بنابر .(x) ⊆ J(R) پس، باشد یͺه عنصر ͷی تواند نمͬ x آنگاه باشد، ١ و ٠

داریم ،x٢ = x چون و x = ١− u نتیجه در باشد، مͬ یͺه عنصری

(١− u)٢ = ١− u⇒ ١− ٢u+ u٢ = ١− u⇒ u٢ = u⇒ u = ١

شود. مͬ ثابت حͺم ترتیب بدین و است تناقض ͷی این که باشد مͬ x = ٠ گیریم مͬ نتیجه که

مجموعه اگر فقط و اگر است موضعͬ شبه حلقه ͷی R آنگاه باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض ۶۴.١.١ لم

باشد. R حلقه در آل ایده ͷی ،R های یͺه غیر از متشͺل

شود. مراجعه [١۵] ١٣.٣ لم به اثبات:

از بسته ضربی مجموعه زیر S = R\P باشد. R از اول آلͬ ایده P و حلقه ͷی R فرضکنیم ۶۵.١.١ لم

کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به R× S روی را ∼ رابطه باشد. R

بطوریͺه باشد داشته وجود u ∈ S اگر فقط و اگر (a, s) ∼ (b, t) ،(a, s), (b, t) ∈ R× S ازای به

است. R× S روی ارزی هم رابطه صورت∽ این در .u(ta− sb) = ٠

از بسته ضربی مجموعه زیر S = R\P و R از اول آلͬ ایده P و حلقه ͷی R کنیم فرض ۶۶.١.١ تذکر

مجموعه و a
s
با را (a, s) شامل ارزی هم رده ،(a, s) ∈ R × S ازای به ۶۵.١.١ لم به توجه با باشد. R

و a
s
b
t
= ab

st
های عمل تحت Rp صورت این در دهیم. مͬ نمایش Rp = S−١R با را ∼ ارزی هم های رده

است. جابجایی ای حلقه ،s, t ∈ S و a, b ∈ R ازای به ، a
s
+ b

t
= ta+sb

st

مͬ P در R ۴٧ سازی موضعͬ از حاصل حلقه یا S به نسبت R ۴۶ کسرهای حلقه Rp جدید حلقه این

۴۴Local ring
۴۵Quasi-local ring
۴۶Quotient ring
۴٧Localization


