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 چکيده 

 مجدد برای حل معادلات انتگرالی فردهلم -و الگوريتم تکرار گانهچند ريروش تصو، ان نامهيپا نيدر ا

همچنین با بکارگیری اين . معرفی نموده و مورد بررسی قرار می دهیم از نوع دوم منفرد بطور ضعیف 

گالرکین نتايج همگرايی قوی و عالی را ارائه می دهیم و نتايج نظری خود را  –روشها با روشهای پترو 

  .با مثال عددی نشان می دهیم
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  مقدمه

ه صورت عملگری بمعادلات انتگرال فردهلم از نوع دوم ,معادلاتی که در اين تحقیق در نظر می گیريم

 .زير می باشند

         

  با هسته منفرد بطور ضعیف می باشدو  𝜒بتوی  𝜒فشرده از فضای باناخيک عملگر خطی  که  

کاربرد های بسیار مهم و ,اين نوع از معادلات. مجهولی است که تعیین خواهد شد  تابع داده شده و

روشهای عددی برای حل معادلات کارهای زيادی روی تعمیم و تحلیل . زيادی را پوشش می دهند

، 24، 30]صورت گرفته است که برای مثال          معادله  ,انتگرالی فردهلم از نوع  دوم

برخی از روشهای عددی،يک همگرايی قوی ارائه میدهند بدين معنی که . را می توانید ببینید [8-7

می  [38]مرتبه همگرايی بالاتر از حد انتظار ما برای درجه چندجمله ای های تکه ای بکار رفته در 

. ستيک مثال بسیار خوب از اينگونه روشها ا( روش گالرکین) روش شناخته شده تکراری اسلون.باشد

، يک چهارچوب نظری برای تحلیل همگرايی روشهای تصويری تعمیم داده می شود و [15]در 

نوع جديدی  "اخیرا. همگرايی قوی برای روشهای تصويری تکراری  شامل  نسخه های مجزا می باشد

نامیده می شودکه يک نسخه مجزا شده می   MPM))1 گانهچند از روش تصويری که روش تصوير

بتوی   بر تجزيه عملگر  MPMايده اصلی از . تعمیم داده شده است[ 18,31]باشد که در 

تعريف زير به صورت که بالا و پايینماتريس بلوکی زير بر اساس درايه های  ساختار تفکیک پذير شده

 :             است شده

      
  

    
  

  
    

     
              

                      
  

  از بلوکهای و مجموعی
     ,  

  و   
  نمايش داده شده بوسیله   

در  چندبه معنای   ) 

يک   در آن را مورد استفاده قرار می دهیم که به عنوان تقريبی بهتراز(می باشدتصويری  روش

  پايان نامه دراين,چهارچوب نظری پیشنهاد شده،برای ارائه نتايج همگرايی قوی.عملگر تصويری است

                                                             
1-Multi- Projection Method 
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طرف  راست به اندازه  تابعهسته و , ، اگر  هر دو اابات خواهد شد با توجه به آنچه . بکار برده می شود

کافی هموار باشند آنگاه برای عملگرهای تصويری متعامد برروی فضای چندجمله ای تکه ای با درجه 

به هرحال،يک .هستند 4rو  3rو روش تکرار بترتیب  MPM، مراتب همگرايی  rکمتر از 

ازه کافی اين است که بايد هسته تابعی از عملگرهای فشرده به اند MPMاشکال بزرگ از روش 

 .هموار باشد

تحلیل عددی برای معادلات انتگرالی منفرد بطور ضعیف خیلی مهم و جالب می باشند و کارهای 

، [24]در (. را ببینید[ 15،12، 24، 28، 37]برای مثال . )زيادی در اين زمینه انجام شده است

بحث کرده است و نتیجه  گراهام در روش گالرکین تکراری برای معادلات انتگرالی نوع دوم منفرد ،

گرفته است که همگرايی کلی با استفاده از اسپلاين های روی شبکه های شبه يکنواخت دلخواه به 

، يک روش گالرکین که منفرد بودن را پايا [12]در .عنوان زيرفضاهای تقريبی تخمین زده می شود

زيرفضای تصويری که شامل  ، بوسیله در نظر گرفتن(را حفظ می کند منفردبودن يعنی)نگه می دارد

ئه شده است و اابت شده که اين روش، منفرد بودن جوابها را حفظ کرده اتعدادی توابع منفرد باشد، ار

 .و يک مرتبه بهینه از همگرايی را دارا می باشد

برای حل معادلات انتگرالی منفرد بطور ضعیف می  MPMهدف  اصلی از اين پايان نامه تعمیم 

فرض می کنیم که چهارچوب نظری و الگوريتم تکرار مجدد از تکنیکهايی که منفرد بودن را پايا . باشد

 .، ارائه شده است،  استفاده کنند[ 12]نگه می دارد و در 

همچنین مراتب . می دهیم گالرکین مورد استفاده قرار  –در اين صورت آنها را برای روشهای پترو  

يک انديس منفرد تابع هسته  که      و      به صورت را MPMمختلف از همگرايی 

با استفاده از فرضیات الگوريتم تکرار مجدد، می توانیم همگرايی را با مرتبه . دهیم نشان میاست، 

اين حالت . را با کمترين محاسبات اضافی برای هر مرحله از تکرار بدست آوريم    اضافی و معین

 .ی قوی را نسبت به گالرکین و روش تکرار گالرکین، ارائه می دهديمرتبه خیلی بالاتری از همگرا

منفرد بودن  –با استفاده از تکنیکهای پايايی  MPMدر اين پايان نامه، چهارچوب نظری برای 

تعمیم  MPMدر  مرحله بعدی،الگوريتم تکرار مجدد بر پايه جوابهای تکرار از . تمعرفی شده اس

گالرکین ، نتايج  –سپس، با استفاده از قضیه های ارائه شده ، با روشهای پترو . داده شده است

 .همگرايی قوی را بدست می آوريم
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بیان می , در فصل اول مفاهیم وتعاريف اولیه را که در اين پايان نامه مورد استفاده قرار گرفته است  

 .استخراج شده است [ 2,3,4,21]مطالب اين فصل از مراجع . کنیم

روش هم , در فصل دوم به بیان ومعرفی روش های حل معادلات انتگرال که روش تصويری

 [7,30]در اين فصل نیز از مراجع .پرداخته ايم , روش گالرکین وروش تکرار گالرکین است,محلی

 .استفاده شده است

کاربرده  به نوع دوم ضعیف منفرد برای حل معادله انتگرال فردهلم چندگانهدر فصل سوم روش تصوير

 .استوار است [ [35و34]ايم و مطالب اين فصل بر مبنای مراجع

مثالهای عددی اختصاص داده شده است که تخمین های نظری بدست آمده را  فصل چهارمدر  

 .ضمنا برنامه کامپیوتری مثال نیز ارائه می شود .تشريح می کند
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 مفاهيم وتعاريف اوليه ,نياز هاش يپ
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 معادلات انتگرال 1-1

 [2]  خچهيتار 1-1-1     

نظريه معادلات انتگرال از مهمترين شاخه های رياضی است و بواسطه تبديل مسائل مقدار مرزی به 

در . نظريه معادلات با مشتقات جزيی، اهمیت ويژه ای به خود اختصاص داده است در معادلات انتگرال

ابتدا حل معادله انتگرال تحت عنوان معکوس گیری از انتگرال تلقی می شد ولیکن برای اولین بار 

نظريه کلی  7«لاپلاس» 1207از سال . پیشنهاد شد 1«ريموند»اصطلاح معادلات انتگرال توسط 

 :ل را بصورت زير بیان کردمعادلات انتگرا

       xp           
 

  

 

، روی نظريه حرارت کارکرد و  انتگرال 1011در سال  9«فوريه»در جريان تکامل و پیشرفت رياضیات

فوريه در اين سالها شکل گرفت، لذا معمولاً گفته می شود که مبدأ معادلات انتگرال به تئوری انتگرال 

در مسائل خود که به مسائل مکانیکی آبل معروف  است  4«آبل»در همین سالها . فوريه بر می گردد

به معادله  8«پواسون»1076در سال (. 1079)کاربرد معادلات انتگرال را در چنین مسائلی مطرح نمود

 .انتگرال زيردست يافت که اين معادله را قبلاً نیز فوريه بدست آورده بود

      g                   

از معادلات انتگرال را حل کرد و يک قدم مهم  ور مستقل دسته خاصیبط 1079در سال 6«لیوويل»

يفرانسیل د حل بعضی از معادلات معادلات انتگرال توسط وی برداشته شد وآن چگونگی در راه توسعه

اصطلاح نوع اول و دوم که امروزه در مورد معادلات انتگرال بکار می . به کمک معادلات انتگرال بود

پیشنهاد شد، البته قبل از کارهای هیلبرت، معادلات آبل و لیوويل به  2«هیلبرت »وسطرود، اولین بار ت

 .فرمهای زير مطرح بود

                                                             
 

1-Reymond 
2- Laplace 
3

 -Fourier 
4

 .Abel 
5

 . Poisson 
6

 .Loivile 
7

 .Hilbert 
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          g                 
 

 
                                       معادله آبل

  

                      g                 
 

 
               معادله لیوويل       

 . معادله انتگرال زير را بدست آورد 1036در سال  1«پوانکاره»

             
 

 
  يعنی                                       

 

 2«فردهلم»رياضیدان سوئدی به نام  1388 -1389بعد از گذشت چند سال يعنی در حدود سالهای  

جهت بدست آوردن جواب مسئله فوق تحقیقاتی را انجام داد و اين تحقیقات منجر به ارائه قضايای 

نظريه  3«ولترا»در اواخر قرن نوزدهم. فردهلم که از قضايای بنیادی معادلات انتگرال هستند، گرديد

روی  1382ال در س 4«اريک هولمگر»عمومی معادلات انتگرال را ارائه نمود ارائه يک سخنرانی توسط 

کارهای فردهلم علاقه هیلبرت را به تحقیق در مورد معادلات انتگرال برانگیخت و او در بسیاری از 

يکی از کارهای مهم او فرموله کردن مسائل . مسائل رياضی فیزيک از معادلات انتگرال بهره گرفت

و معادلات انتگرال و يا ارتباط معادلات ديفرانسیل . مقداری مرزی بصورت يک معادله انتگرالی است

مثالهای ديگری در رياضی فیزيک يک تکنیک مهم را جهت حل مسائل مقدار اولیه و مقدار مرزی در 

تئوری معادلات ديفرانسیل معمولی و معادلات با مشتقات جزيی بوجود می آورد که يکی از 

هسته های پیوسته ارائه دستاوردهای مهم مطالعه معادلات انتگرال است ابتدا قضايای فردهلم برای 

برای هسته های کلی تر تعمیم  6«ريس»و  5«کارلمان»شد، لیکن بعدها توسط افراد ديگری نظیر

 7«هرمن ويل»در اوايل نیمه دوم قرن اخیر، تحقیقات زيادی روی جواب معادله انتگرال بوسیله . يافت

دارد، صورت گرفت، لیکن از آنجا که در  در ارتباط با اينکه به ازاء چه مقاديری از معادله انتگرال جواب

حالت کلی قادر به حل بسیاری از معادلات انتگرال که در عمل با آنها مواجه می شويم نیستیم، لذا از 

                       .همین سالها نیاز به روشهای تقريبی و عددی جهت حل معادلات انتگرال آشکار شد

                                                                                                                                                                                  
 
1

 .H.Poincare 
   .Lver Fredholm     

2 
3.Vita Volterra 
4

 -Erick Holmger 
5

 -Carleman 
6

 -F.Riesz 
7

 -Hermann weyl 
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 کاربرد معادله انتگرال 2 -1-1

بسیاری از مسائل فیزيک، رياضی، بیولوژی، مکانیک سیالات و مسائلی که در رابطه با مخابرات لیزر، 

زلزله نگاری و صنايع پتروشیمی، ماهواره های مخابراتی و رآکتورهای اتمی مطرح می شوند، غالباً به 

دلات انتگرال به که معمولاً به کمک روشهای مربوط در معا. يک معادله ديفرانسیل منجر خواهند شد

نحوه مواری حل می گردند و علت اصلی پیدايش معادلات انتگرال، افزايش معادلات ديفرانسیلی است 

که در ساير شاخه های علوم مانند فیزيک،شیمی، بیولوژی و مهندسی پديد می آيند و اين مسائل به 

انتگرال وروش های  روشهای ارائه شده به کمک معادلات.کمک روشهای معمولی قابل حل نیستند

از ديگر کاربردهای . عددی، کاربرد اينگونه روشها را به نحو قابل ملاحظه ای افزايش داده است

معادلات انتگرال در مورد جمعیت انسان و نوسان يک میله قابل ارتجاع و تصاوير الکتروکارديوگراف  

 . می باشد

 جواب معادله انتگرال 1-1-3

نشان داده  1«اسکاربرد». است جواب يافتن تابع( از هر نوع)ادله انتگرال منظور از يافتن جواب يک مع

است که چگونه معادلات انتگرال می توانند از مسائل ساده بوجود آيند و به خصوص چگونه هسته در 

يک روش خیلی ساده و مستقیم . معادلات ديفرانسیل مربوط به مسائل مقدار مرزی شکل می گیرد

اين روش را برای حل معادلات ( 1398) 9«نیستروم »ارائه شده است و( 1379) 7«گوستات»توسط 

در اين روش به جای تابع مجهول زير علامت انتگرال، يک چند جمله . انتگرال مختلف بسط داده است

و  گرفته می شود، از اين چند جمله ای برروی يک بازه انتگرال گیری، انتگرال گیردای قرار می 

درکل جواب يک .شودرا در يک يا چند نقطه مشخص از بازه انتگرال گیری حساب می سپس انتگرال 

است بطوريکه آن تابع در معادله داده شده   ( )ع نظیرمعادله انتگرال روی بازه انتگرال گیری يک تاب

صدق کند به عبارت ديگر اگر جواب داده شده در طرف  راست معادله جای گذاری شود و در نتیجه دو 

 [2].جواب معادله است   (s) تابع نظیر ف  چپ و راست معادله با هم برابر شوند آنگاهطر

 

                                                             
1
.scarboard 
2

 .Gosetat. 
3

 .Nystrom 
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 36] ,[3نتگرال و انواع آن معادلات ا تعاريف1-1-4

معادله ای که تابع مجهول زير علامت انتگرال ظاهر می شود :معادله انتگرال تعريف1-1-4-1

 . معادله انتگرال نامیده می شود

:        مثال  

              
 

 

       

            
 

 

             

                
 

 
                                           

معادلات انتگرال بستگی به نوع تابع مجهول از حیث خطی و . تابعی مجهول است  که در آن 

غیرخطی بودن و همچنین حدود انتگرال گیری و اينکه تابع مجهول به غیر از زيرعلامت انتگرال، جای 

 . ديگری نیز ظاهر شود يا نه، انواع مختلفی دارد

 :رخطی بودنيا غيم بندی معادلات انتگرال برحسب خطی يتقس 1-1-4-2

در معادله انتگرال بصورت خطی ظاهر شود معادله انتگرال را خطی گويیم و اگر  اگر تابع مجهول

2  ديگر مانند  ازتابعی داريا ترکیبی بصورت توان)شود نمايان بصورت غیرخطی
      ,   يا( )

 

 .آنگاه معادله انتگرال را غیرخطی می گويیم (         

 :ترين معادلات انتگرال خطی معروف 3 -1-1-4

معروف  ترين معادلات انتگرال خطی بصورت معادلات انتگرال فردهلم و يا معادلات انتگرال ولترا 

 .نمايان می شوند

معادلات انتگرالی که در آنها دامنه انتگرال گیری اابت  :معادلات انتگرال فردهلم 1-1-4-3-1

 :  شکل استاندارد اين معادلات بصورت. است
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تابعی       دو متغیره  مجهول است وتابع تابعی    عدد اابت هستند و ,λb, a می باشدکه 

                     ( مستطیل شکل)پیوسته به ناحیه 
 

می باشد که آن  

 . مشخص و معلوم است      را هسته معادله انتگرال می نامیم و تابع

 :م می شونديمعادلات انتگرال فردهلم به دو دسته تقس

a )قرار دهیم آنگاه معادله انتگرال         اگر در فرم کلی معادله انتگرال فردهلم :نوع اول

 :بدست آمده را معادله انتگرال فردهلم نوع اول گويند که بصورت زير است

             
 

 

          

 8. به تغییرات کوچک در داده های تابع حساس است  اين يک مسئله بدوضع است چون جواب 

b )قرار دهیم، معادله انتگرال فردهلم نوع دوم بدست می آيد که بصورت          اگر: نوع دوم

 :زير است

                   
 

 

       

مطلقاً انتگرال         باشد، تابع هسته ℝ رویوقتی که بازه انتگرال يک مجموعه بسته کراندار 

 .پذير فرض شده است

 .، معادله انتگرال را همگن گويیم        اگر در اين معادله انتگرال، :فيتعر

. معادلاتی که در آنها حد بالای انتگرال گیری متغیر است :معادلات انتگرال ولترا 1-1-4-3-2

 :باشد شکل استاندارد اين معادلات به فرم زير می

                                     
 

 

       

 :زير پیوسته می باشد مستطیلی بر ناحیه        که در اين معادله،
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 :م می شونديز به دو دسته تقسيمعادلات انتگرال ولترا ن

a )قرار دهیم، آنگاه معادله انتگرال ولترا        اگر در فرم کلی معادله انتگرال ولترا،  :نوع اول

 .نوع اول بدست می آيد

             
 

 

         

b )قرار دهیم      اگر : نوع دوم: 

                   
 

 

       

 [7,26]رجوع کنید به

 [ 7 ] معادلات انتگرال آبل نوع اول 1-1-4-4

      معادله انتگرال آبل  
          

        
                

 

 
 α< 1 >   ,      است که

αبرای هر دو . )می باشد       و 1=  و در حالت خاص و مهم . است  
 

 
روشهای ( است    

 . عددی خاص برای اين معادلات توسعه داده شده اند بطوريکه انواع وسیعی از کاربردها قرار می گیرند

 [26,21]ک معادله انتگرالي هسته 1-1-5

 :به عنوان مثال معادله انتگرال زير را در نظر می گیريم

                   
 

 

       

 الحاقی را هسته اين معادله انتگرال گويیم که به يکی از اشکال جدايی پذير،  تابع دو متغیره 

 .متقارن، هرمیتی، نرمال، پیچشی، منفرد، منفرد ضعیف و هموار می تواند باشد

را جدايی پذير گويیم هرگاه بتوان آن را به   هسته  (:تبهگن)ر يی پذيهسته جدا 1-1-5-1

به عبارت ديگر آن را بتوان به اين صورت . صورت جمع حاصل ضربهای توان يک متغیره در آورد

 :نوشت


