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  :تقديم به 
  

پدر و مادرعزیزم ، فرشتگان مهرباني كه              
بال و پر گستراندند تا در سایه محبـت و فـداركاري بـي    
دریغشان مسير رشد و ترقي را پیمودم و خواهر و برادرم 
كه كردارشان آكنده از راسـتي و قلبشـان مملـو از مهـر     

 .است
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 ج  
 

 سپاسگذاري
 

سـپاس صـمیمانه ام را   در اینجا وظیفه خود میدانم     
 نمايم تقديم به استاد بزرگوار خود سركار خانم دكتر جاهدي

 .كه در مراحل گوناگون این اثر مرا یـاري نمـوده انـد   
دكتر یوسفي و خـانم دكـتر    آقاي همچنين از اساتید دانشمند

ج و زحمت خواندن ایـن تـالیف را بـا دقـت     ارشاد كه رن
 .،تشكروقدرداني مي كنمبرخود هموار كردند
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 چکیده
 ١٩۶٣نرمدار برای اولین بـار در سـال   -٢فضاهای      

بعدا این موضوع و خواص مختلـف  .معرفي گردیدتوسط گاهلر 
در فصـل   .تآن توسط دیگر مولفان مورد بررسي قرار گرف

نرمدارخطی را مورد بحث  -٢فضاهای  مفاهیم مقدماتياول 
 .قرار می دهیم

در این  ضرب داخلی موضوع دیگری است که-٢فضاهای      
مورد بحث قرار می دهیم و نشان مـی دهـیم کـه مـی      فصل

نرم روی فضای  -٢ضرب داخلی یک -٢توان با استفاده از 
 -٢ی را به فضای ضرب داخل-٢و فضای كرده زمینه تعریف 

در ادامه این فصل برخی نامساوی . نرمدار تبدیل کنیم 
 .مي شودنرمها بیان  -٢ها برای 

 -٢نرم خـاص بـه نـام     -٢ یك در فصل دوم ابتدا      
نامسـاوی مثلثـی را    ورا معرفی کـرده   دنرم استاندار

و نشان می دهیم  مي كنیم نرم استاندارد بیان -٢برای 
شـوارتر   –ا حالت کلی نامساوی کشـی  که این نامساوی ب
 -٢در ادامه برخی مطالب روی فضـای  .معادل خواهد بود 

در انتـها  . مـي نمـائیم   نرمدار متناهی بعد را مطالعه
باناخ یـک فضـای بانـاخ     -٢نشان می دهیم که یک فضای 

نرمـدار   -٢است و قضیه نقطه ثابـت را بـرای فضـاهای    
را به فضاهای  ه بدست آمد نتایج سپس. اثبات می کنیم 

 .نرمدار نامتناهی بعد گسترش می دهیم -٢
نرم تعمیم یافته بیان می  -٢در فصل سوم مفهوم       
نـرم   -٢فضای عملگرهای خطی کرانـدار در فضـای    .شود 

با تعریف نرم عملگرها . تعمیم یافته را مطرح می کنیم
فضای عملگرهای خطی را به یک مجموعه نرمدار تبدیل مـی  

خطـی   -٢در ادامه این فصـل تعریـف عملگرهـای    . منمائی
 -٢سـپس روی فضـای عملگرهـای     .ده مي شودکراندار آور

نرم بتوی فضـای نرمـدار    -٢خطی کراندار از یک مجموعه 
فضـای ایـن عملگرهـا یـک      كه و نشان می دهیم نمودهبحث 

به اثبات قضیه باناخ اشتاین  و ایتافضای باناخ است 
 .خواهیم پرداخت نرم -٢هاوس در فضای 

ــای            ــوم فض ــدا مفه ــارم  ابت ــل چه nدر فص  - 
مفهـوم  . نرمدارخطی را در حالت کلـی بیـان مـی کنـیم    

 نشان می دهـیم نموده وایزومتری روی این فضاها را مطرح 
nفضای  كه )یک فضای  ،n≤2با  ،نرمدار -  )1−n -   نرمـدار

)بــوده ودر نتیجــه یــک فضــای  )rn نرمــدار بــه ازای  -−
1,...,1 −= nr  کـه مـی تـوان     خواهیم دید  .می باشد( )1−n- 

بــا ،نــرم بدســت آورده  - nنــرم را بــه گونــه ای از 



 ه  
 

بـودن   نتیجه به مطالعه همگرایی و تاماستفاده از این 
در پایــان بــا نرمــدار مــی پــردازیم و  -nفضــای  در

قضـیه نقطـه ثابـت را بـرای      استفاده از ایـن مطالـب  
 .نمائیماثبات می  بیان و باناخ -nفضاهای 
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 وپیش نیازها   قدماتم     ١ 
  

تعاریف مقدماتی و  تعدادي دراین بخش به ارائه     
     باشند مورد نیاز فصول بعدیكه ی یبعضی از قضایا
تعاریف و قضایاي مطرح شده در این بخش . خواهیم پرداخت
 .گرفته شده است]  ٢۴و۴[از مراجع    

روی  فضای برداری یکXفرض کنید:  ١. ١ف تعری     
 .باشد)حقیقی(میدان اعداد مختلط 

RXP  تابع   :را یک شبه نرم نامیم اگر   :→
Xyxبازائ هر  .الف )()()(:  داشته باشیم ,∋ yPxpyxP +≤+. 

CaXxبازائ هر  .ب ∈∈ )()( :داشته باشیم , xPaaxP =. 
 

یک شبه نرم روی فضای Pفرض کنید   : ٢. ١تعریف     
)(0را یک نرم نامیم هر گاه P. باشدXبرداری  =xP ایجاب

 .x=0کند 
نشان دهیم خواهیم .رابا Xبنابراین اگر نرم روی 

 :داشت 
 .x=0اگر وتنها اگر  x=0وx≤0 .الف

yxyx) نامساوی مثلثی(. ب +≤+. 
Caبرای هر   . ج ∈، xaax =. 

را Xنگاه آدارای نرم باشد Xاگر فضای برداری       
یک فضای Xتوجه کنید که اگر . فضای نرمدار می نامیم

Xyxنرمدار بوده و برای هر قرار دهیم  ,∋
yxyxd یک متر d گی دیده می شود که نگاه به سادآ),(=−

است و در نتیجه هر فضای نرمدار یک فضای متریک Xروی 
را متریک تولید شده بوسیله نرم  dبوده و در این حالت 

 .می نامیم
 

را یک فضای باناخ Xفضای نرمدار   :٣. ١تعریف     
 یک نسبت به متر تولید شده توسط نرمXگوئیم هر گاه 

 .فضای کامل باشد 
را یک مجموعه Xاز فضای Aزیر مجموعه  :۴. ١فتعری     

δGاشتراک شمارش پذیر گردایه  به صورته خوانیم هر گا
توجه کنید که هر .باشد Xای از زیر مجموعه های باز 

 .استδGیک مجموعه Xزیر مجموعه باز 



 ٢

 
 X)حقیقی(یک فضای برداری مختلط  :  ۵. ١تعریف      
یک فضای ضرب داخلی نامیم هر گاه یک تابع مختلط را 

XXروی )حقیقی( نشان می >  .و.<که آن را با نماد ×
Xyxهر  یوجود داشته باشد به قسمی که بازا ،دهیم و ,∋

a)حقیقی(هر اسکالر مختلط    :داشته باشیم 
>+>=<<+><.الف  zyzxzyx ,,,.  

><>=<.ب xyyx >< در آنکه  ,, yx,  مزدوج مختلط>< yx, است.  
>=<><.ج yxayax ,,. 
,0 .د >≥< xx  .    
,0.ه >=< xx 0 اگروتنها اگر=x.  

>=<رابطه  xxx تعریف مي كند كه به آن Xیك نرم روي  2,
 .نرم تولید شده توسط ضرب داخلي گفته مي شود

 
یک فضای هیلبرت Hفضای ضرب داخلی   : ۶. ١تعریف     

نسبت به نرم تولیدشده Hنامیده می شود هر گاه 
 .باشد كاملاخلی یک فضای بوسیله ضرب د

 
یک فضای متریک کامل Xاگر  :)بئر(٧. ١ قضیه     

از مجموعه های باز را باشدآنگاه اشتراک هر گردایه شما
 .چگال استXنیز در Xل در  چگا

     ■    .یدمراجعه کن ] ۴ [برای دیدن اثبات به  :اثبات
                                            

. یک فضای متریک باشد Xفرض کنید  :٨. ١ تعریف      
X  را تفکیک پذیر نامیم هر گاه یک زیر مجموعه شمارش

چگال Xوجود داشته باشد که در Aمانند Xپذیر از 
XAباشد یعنی  =. 

),,(فرض کنید  :٩. ١تعریف      µMX یک فضای اندازه
≥≥∞برای .پذیر باشد p1 )(XLpفضای متشکل از تمام توابع 

        :بوده که برای آا داریم  Xرویfاندازه پذیرچون 
∞<µdf

p

x
XLf)(برای هر. ∫ p∈  تعریف می کنیم:p

1

) 

µdf
p

x
∫ (=

p
f. 

تحت XLp)(تعریف می کند وpLرابطه فوق یک نرم روی       
فضای اندازه  در اگر .این نرم یک فضای باناخ است

),,( µMXقرار دهیمNX NpM)(و = مجموعه NP)(که درآن =
را اندازه شمارشی در نظر بگیریم آنگاه µو  استN توانی



 ٣

 plنمایش می دهیم که به این ترتیب plرا با NLp)(فضای 
∞عبارتست از فضای تمام دنباله هایی چون 

== 1}{ iixx بطوری

>∞که 
p

ix ∑
∞

=1i

∑  در این فضا نرم به صورت.
∞

=1

1

)(
i

pp
ix =

p
x 

 .تعریف می شود
 

دو ,qpفرض کنید ):  نابرابری هولدر( ١٠. ١قضیه     
ه عدد حقیقی وسعت یافته نامنفی باشند به گونه ای ک

111
=+

qp
,اگر  pLf ∈  , qLg 1Lfgانگاه ، ∋  :و داریم∋

.
qp

gffg ≤∫ 
 

Xفرض کنید: ١١. ١تعریف      ,Y دو فضای برداری
یک عملگر خطی است هر گاه برای YبهXاز Tنگاشت. باشند

,21هر xx  درX 21و  اعداد مختلط ,aaداشته باشیم         :
22112211 )( TxaTxaxaxaT CYدر حالت خاص اگر . +=+ یک Tانگاه =

 .تابعک خطی نامیده می شود 
با Yبه Xمجموعه همه عملگرهای خطی پیوسته از 

),( YXBنمایش داده می شود .),( XXBرا با)(XBو),( CXBبا را 
 .می نامیم Xنمایش داده آن را فضای دوگان X٭
 

YXاگر : ١٢. ١ریفتع       دو فضای نرمدار باشند برای,
  :نیم می ک         تعریفYبه Xاز Tعملگرخطی 

.sup
1

TxT
x ≤

= 
وجود داشته  M<0کراندار است هر گاه عددTعملگر خطی 
Xxکه به ازای هرطوری  باشد ∈ ، xMT ≤. 

را Hلبرت از فضای هیEزیر مجموعه  :١٣. ١تعریف     
 :یکامتعامد گوئیم هر گاه خواص زیر را داشته باشد 

Eeبرای هر . الف    .e=1داشته باشیم∋
Eeeبرای هر .ب 21با ,21∋ ee ,0داشته باشیم≠ 21 >=< ee.  

یک زیر مجموعه یکامتعامد Hیکامتعامد برای یک پایه 
 .ماکسیمال است

 .مي توانید ملاحظه كنید] ٤[اثبات دو قضیه بعدي را در
 



 ٤

}:{اگر): ١بسل نامساوی(١۴. ١قضیه       Nnen یک مجموعـه  ∋
ازای باشــد آنگــاه بــه  Hیکامتعامــداز فضــای هیلــبرت

Hhهر ∈ ،                  .     ∑
∞

=

≤><
1

22,
n

n heh 
 یک مجموعه یکا متعامدE اگر  : ١۵. ١قضیه      

 :باشدآنگاه گزاره های زیر هم ارزند  Hهیلبرت  درفضای
 است،Hیک پایه برای E. )ا( 
Hhبه ازای . )٢( ∑آنگاه  ∋

∈

><=
Ee

eehh ,، 
Hhgاگر . )٣( ∑نگاهآ,∋ ∈><><>=< }:,,{, Eeeheghg  ، 
Hhاگر  )۴( ∑نگاه آ∋ ∈><= }:,{ 22 Eeehh، 

 .تساوی اخیر راتساوی پارسوال گویند
XXfباشد تابع  یک فضای متریکXفرض کنید  یک نگاشت :→

 موجود باشدa>1انقباض نامیده می شود هر گاه عدد 
Xyxکه برای هر طوری  ∈, ،),())(),(( yxdayfxfd <. 

 
یک Xکنید فرض) : ٢ثابت باناخ نقطه( ١۶. ١قضیه    

XXfفضای متریک کامل و  →: 
Xxآنگاه یک . یک نگاشت انقباض باشد منحصر بفرد  ∋

xxfوجود دارد طوری  که =)( . 
Xx:اثبات      برای هرعدد صحیح .می کنیم را انتخاب 0∋

0>tمی کنیم تعریف)( 1−= tt xfx .نگاه چون آf یک نگاشت
 : داریم t>1که برای هر a<1انقباض است پس وجود دارد 

.),())(),((),( 111 −−+ <= tttttt xxadxfxfdxxd  
  

),(),(و با استقرا داریم که  011 xxdaxxd t
tt 01اگر .+> xx آنگاه =

نظر می  را درε<0قضیه اثبات شده است در غير اینصورت 
را به قدر کافی بزرگ انتخاب می کنیم Tگیریم و

تا
),(

)1(

01 xxd
aaT ε−

Ttsشود آنگاه برای هر > stکه ,< باشد داریم <
 : 

ε<
−

<∑
−−

=

1

0

01
01 1

),(),(
st

r

T
rs

a
axxdaaxxd =  

}{که این نشان میدهد tx یک دنباله کشی است بنابراین یک
x درXوجود دارد کهxxt یک نگاشت انقباض fچون  اما →

                                                
1 .Bessel inequality 
٢ .Banach fixed point theorem   



 ٥

)()(بنابراین .است پس پیوسته است xfxf t  اما چون.→
1)( += tt xxf وxxt →+ }{ xxfبنابراین داریم که1 فقط باقی . )(=

کنیم  فرض. منحصربفرداستx می ماند که نشان دهیم
xxf yyfو)(= yxکه )(=  اینبنابر ≠
),(),())(),((),( yxdyxadyfxfdyxd      ■  .اقض استکه این تن=>>

21اگر         باشند آنگاه این نرمها  Xدو نرم روی  .,.
 Xیكساني را روي  اگر توپولوژیهاي با هم معادلند

 .  تعریف كنند
                  

21اگر : ١٧. ١قضیه      باشند  Xم روی دو نر .,.
آنگاه این نرمها با هم معادلند اگروتنها اگر اعداد 

baمثبت  Xxموجود باشند که برای هر  , ∈ : 
121

xbxxa ≤≤ 
 ■ .مراجعه کنید ]۴[برای دیدن اثبات به : اثبات     

                                                     
 ١نرم – ٢مفهوم            ٢
  

نرمدار خطي رامورد  -٢این بخش مفهوم فضاهاي رد      
نرمداربرای اولین بار در -٢فضاهای  .بحث قرار می دهیم

 دیگربیان شده و بوسیله  ] ٦و٧و٨[توسط گاهلر  ١٩۶٣سال 
 مولفان در موضوعات مختلف گسترش داده شده است

نرم می  -٢بتدا به تعریف ا] ٩و١١و١٥و١٦و١٧و١٨و١٩[.
 . پردازیم
Xفرض كنید : ١. ٢تعریف       یك فضاي برداري با   

را یك تابع حقیقي مقدار .,. .باشد  ١بعد بزرگتر از 
XXروي × یر صدق در نظر بگیریدطوری كه در موارد ز  
 :كند
١ .0, =yx اگرو تنها اگرyx,وابسته خطي باشند. 
٢ .xy, = yx,   براي هرyx, درX. 
٣.yxyx ,, λλ R∈λهربراي = Xyxو    ∈,. 
۴. zyzxzyx ,,, zyxبراي هر +≥+  .X در ,,

X نـرم روي   -٢یك .,.در اینصورت  خوانـده مـي شـود      
. خطي نامیـده مـي شـود     ٢دارنرم -٢ضاي یك ف) X,.,.(و

نر م اینست كه تابعی نامنفي است  -٢ازجمله ویژگیهاي 
                                                
  ١ . 2-norm         
٢ . Linear 2-normed space   



 ٦

Xyxبـر اي هـر   ودر حقیقت با توجه به اینکـه   مـی    ,∋
 :توان دید که

yxyxyxyxxy ,2,,,,00 =+≤−== 
,0:  بنا براین داريم ≥yx.      همچنـین مـی تـوان دیـد کـه

Xyxهر  بازای   رابطه    R∈αو  ,∋
xyxyx α+=  .  نیز برقرار است ,,

ــد  :٢. ٢مثـــــال      ــرض کنیـــ 3RXفـــ ــابع = تـــ
















=

321

321det,
yyy
xxx
kji

yx که),,( 321 xxxx  و=

),,( 321 yyyy  :تعریف می کندXنرم روی -٢یک =

















+















=

















+++
321

321

321

321

332211

321 detdetdet

xxx
xxx
kji

yyy
xxx
kji

xyxyxy
xxx
kji

α

ααα

=+ xyx α,  

  
  
  
  
  
  

نرمدار یك فضاي برداري با  -٢ر فضاي ه      
تابع ∋Xbدر واقع براي هر . است  ١توپولوژي موضعا محدب

bpبا ضابطه; bxxpb ,)( . ك شبه نرم استی xروی  =
}:{خانواده Xbpp b از شبه نرمها  یك توپولوژي  =∋

برای این منظور فرض .تولید مي كند  Xموضعامحدب روي 
باز Uباشد در اینصورت Xزیر مجموعه اي از Uكه کنید 

Uxاي هر است اگر و تنها اگر بر شبه نرمهای 0∋
1

,........ bb pp
n

,......,1و اعداد مثبت P در  εε n موجود باشند طوری
Iکه 

n

j
jb xxpXx

j
1

0 })(:{
=

<−∈ ε 
 .باشدUزیر مجموعه  

}:)(0{0نشان می دهیم  ==
∈
I

Pp

xpx فرض کنید 

0≠xوI
Pp

xpxx
∈

=∈   : در این صورت}:)(0{

                                                
      Locally convex.١  

.,det

321

321 yx
yyy
xxx
kji

=















=



 ٧

I I I
Pp Xb Xb

b bxxxpxxpxx
∈ ∈ ∈

=====∈ .}0,:{}0)(:{}0)(:{  

موجود  bb,21بنابراین حداقل دو عنصر مستقل خطی مثل  
,,0است که 21 == bxbx 21و این یعنی,bb  وابسته خطی اند که

ازاین موضوع نتیجه گرفته می شود  x=0پس .تناقض است
 .که توپولوژي تولیدی موضعا محدب است

 
 دارنرم-٢یك فضاي  X),.,.(فرض كنیم  :٣. ٢تعریف      
RWWfنگاشت  . باشندX دوزیر فضاي  WW,21و →× یك :21

21روي  ١خطي-٢ تابعك WW  نامیده می شود هر گاه براي هر×
R∈12 ,λλ221  و, Wyy ,121 و ∋ Wxx  :روابط زیر برقرار باشد∋
 ١. ),(),(),(),(),( 221221112121 yxfyxfyxfyxfyyxxf +++=++    

  . ),(),( 21212211 xxfxxf λλλλ = .٢ 
كراندار است هر گاه  fدو خطيتابعک : ۴. ٢تعریف     

ثابت (موسوم بهMیك عدد حقیقي نامنفي مانند 
موجود باشد طوری كه براي هر  )   ٢لیپشیتس

21, WyWx  : داشته باشیم∋∋
yxMyxf ,),( ≤  

خطي بصورت زیر تعریف میشود -٢وهمچنين نرم این تابعك   
  :                                     

},),( yxMyxf ≤ :0inf{ ≥= Mf 
 :می توان نشان داد که روابط زیر برقرارند

}1,,),(:),(sup{ 21 ≤×∈= yxWWyxyxff 
}1,,),(:),(sup{ 21 =×∈= yxWWyxyxf 

}0,,),(;
,

),(
sup{ 21 >×∈= yxWWyx

yx
yxf  

روابـط فـوق اولا بنـا بـه تعریـف       برای نشـان دادن 
fداریم: 

yxfyxf ,),( ≤ 
  :درنتیجه

fyx
yx
yxf

≤≠ }0,;
,

),(
sup{  

 :حال فرض کنیم 
}),(,1,:),({sup 21 WWyxyxyxfA ×∈==  

                                                
 2. Bilinear 2-functional 

٢. Lipschitz constant   



 ٨

 بنابراین

)1(

}0,:
,

),(
sup{

}1,:
,

),(
{sup

f

yx
yx
yxf

yx
yx
yxf

A

≤

≠≤

==

  

1 از طرفی
,

),(
=

yx
yx   ،بنابراین:  

 A
yx
yxf ≤)

,
),((  

yxAyxfا ی ,),(  :پس می توان گفت.     ≥
)2(Af ≤ 
 :داریم)٢(و )١(با استفاده از روابط 

.}),(,1,:),(sup{ 21 WWyxyxyxff ×∈==  
برای اثبات سایر تساوی ها به طور مشابه می توان عمل 

 ■                        . نمود
  
  ١عمود- bبردارهای        ٣
  

فضای باناخ  نرم باشد-٢یک فضای  X),.,.(فرض کنید 
×><کراندار روی  خطی-٢تمام تابعکهای  bX  را که در آن

>< b  زیر فضای تولید شده توسطXb∈ باشد را باbX ∗ 
گرفته شده ] ١٩[بخش ازتعاریف آمده در این .نمایش می دهیم

   .است
 دارنرم-٢یک فضای  X),.,.(فرض کنید : ١. ٣تعریف     
Xyxو باشد موجود باشد طوری که بازای  ∋Xb هرگاه. ,∋
 :روابط زیر برقرار باشندR∈αهر 

١ . 0, ≠bx  
٢ .byxbx ,, α+≤  

yxعمود است و می نویسیم -y bبر xآنگاه گوئیم  b⊥ . 
هر گاه  Xاز  WW,21به این ترتیب برای دو زیر فضای 

Xbبتوان  2211یافت طوری که برای هر  ∋ , WyWy رابطه  ∋∋
21 yy b⊥  21برقرار باشد گوئیم WW b⊥. 

                                                
١.  b –orthogonal vectors  



 ٩

-٢یک فضای  X),.,.(فرض کنید که  :٢. ٣تعریف     
اشد ب Xیک زیر فضای برداری از  Wو∋Xbنرمدار خطی 

Wwآنگاه . Xxبرای  ١بهترین تقریب- bرا یک  0∋ گوئیم  ∋
Wwxهر گاه  b⊥− 0. 

نمایش  xwPb)(را با  Wدر  xبهترین تقریبهای - bمجموعه همه 
 .می دهیم

 
می نامیم  b- proximinalرا یک  W:  ٣. ٣تعریف      

)(اگربرای هر  ><+−∈ bWXx  عنصرWw موجود باشد طوری  0∋
0)(که  xwPw b∈. 

در اثبات قضیه ای که بعدا می آید مورد لم زیر 
 .استفاده قرار خواهد گرفت

 
 نرمدار خطی-٢یک فضای  X),.,.( فرض کنید  :۴. ٣لم     

><و∋XbوXیک زیر فضای برداری از  Wو b ای زیر فض
Xxاگر . باشد bتولید شده توسط  ای باشد  به گونه 0∋

}inf,:{0 که 0 >∈−= Wwbwxδ آنگاه تابع کراندار 
RbXf .0 که موجود است طوری:×><→ =><× bWfو

δ
1,1),( 0 == fbxf.  

           :  تعریف می کنیم: اثبات     

δ

};,inf{
),(

Wwbwx
bxf

∈−
=  

باشد در اینصورت  ∋Wwفرض کنیم 
0

};,inf{
),( =

∈−
=

δ

Wwbwx
bwf پس به ازای هر Ww∈  داریم

0),( =bwf  0پس=><× bWf  از طرفی: 

.1}
};,inf{

),( 0
0 ==

∈−
=

δ
δ

δ

Wwbwx
bxf  

 بنابراین
.111}1,:,{inf

sup}1.,:),(sup{
δδδ

=×=
=−

===
bxbwx

bxbxff  

 در نتیجه
δ
1

=f.      ■                                                                           

عمود بودن را در فضای - bگیهای ژدر این قسمت وی     
یک فضای خطی  Xفرض کنید .نرم دار بیان می کنیم -٢
 .باشد Xزیر مجموعه ای از Fو

                                                
١ . b –best approximation   



 ١٠

       :قرار می دهیم 
};,),(,1;{ FxbxbxffXfM b

b
F ∈∀==∈= ∗. 

 ،نرمدار-٢یک فضای  Xفرض کنید  : ۵. ٣قضیه    
Xyb ∋−><و,∋ bXxدر اینصورت عبارات زیر معادلند.باشد: 
)١(. yx b⊥. 
)٢(.b

xMf ),(0طوری که  استموجود ∋ =byf. 
←)٢(: اثبات      bفرض کنیم که :) ١( 

xMf موجود  ∋
),(0که طوری باشد  =byf پس 

byxbyxfbyxfbxfbx ,,),(),(, ααα +=+≤+==  
yx پس b⊥.  
)١(← yxاگر : ) ٢(  b⊥ و>=< yW زیر فضای تولید شده،

yxآنگاه بنا به تعریف .باشد  yتوسط  b⊥  داریم
:bxWybyx ,}:,inf{ ≥∈−= ααδ  بنابراینbx, =δ. بر حال بنا

bXgیک  ۴. ٣لم  1,),(0,),(1موجود است که  ∋∗
=== bxgbygg

δ
 

gfقرار می دهیم  δ=  1,),(,,),(0پس === byfbxbxff  ■    
                                      

 Wو نرمدار خطی-٢یک فضای  X اگر :۶. ٣نتیجه       
زیر مجموعه ای از  Fو ∋XbوXیک زیر فضای برداری از

)( ><+− bWX باشد آنگاه عبارات زیر با هم معادلند: 
)١ .(WF b⊥. 
bیک  .)٢(

FMf ×><=0موجود است طوری که  ∋ bWf. 
←)١(: اثبات       )٢ ( WF b⊥  در نتیجه برای هرFx ∈ 

bوجود دارد یک 
xMf ),(0که  ∋ =bwf0و=><× bWf . پس برای هر

Fx Wxداریم  ∋ b⊥  وbxbxf ,),( bدر نتیجه  =
FMf ∈. 

 )٢(← bفرض کنیم   ):١( 
FMf Fxباشد پس برای هر∋ ∈ 

bxbxf   ،داریم  ,),( ×><=0چون .f=1و      = bWf، 
),(Ww∈،0برای هر  =bwf . پس برای هرWw∈وFx ∈ 

wx b⊥ در نتیجه ،WF b⊥.    ■ 
3RXفرض کنید  :٧. ٣مثال       )}0,,(:{و= RxxxW و  =∋

Xyyyxxxبازای هر  ∈),,(),,,( به صورت زیر  Xنرم روی  321321
 :باشد

=),,(,),,( 321321 yyyxxx
.},max{ 2332122113311221 yxyxyxyxyxyxyxyx −+−−+− 

)1,0,1,()0,2,2(اگر  == bxورت در اینصWx b⊥. 



 ١١

RWwدر واقع کافیست نشان دهیم که بازای هر ∈∈ α, 
bwxbxرابطه  ,, α+≤ 4چون . برقرار است, =bx  پس اگر

Wttw ∈= ,2)11(آنگاه  )0.,( ααα ttbwx از طرفی بازای  +=−++
Rtهر  ∈α,  2)11(4داریم ≥++− αα tt پس حکم برقرار است .■ 

 
RXPنگاشت   :٨. ٣تعریف       یک فضای Xکه در آن :→

گوئیم اگر در  ١زیر خطی     برداری است،یک نگاشت 
 :شرایط زیر صدق کند

١.)()()( ypxPyxP +≤+. 
XxxPxPبازای هر .٢ ∈≥= ,0;)()( ααα. 

وری می آرا یاد  ٢در زیر نتیجه ای از قضیه هان باناخ
 .کنیم

 
یک نگاشت زیر خطی روی فضای qاگر  :٩. ٣قضیه     

XYبرداری  یک ϕباشدو فرض کنیدXیک زیر فضای برداری ,
Yxهر  باشد که برایYبعک خطی روی تا ∈،  

)()( xqx ≤ϕ  آنگاهϕ را می توان به یک تابعک خطی رویX 
Xxxqxتوسعه داد طوری که برای هر  ψمانند ∈≤ :)()(ψ. 
      ■   .مراجعه کنید] ۴[برای اثبات به  :اثبات     

                                                   
خطی  دارنرم-٢یک فضای Xاگر  :١٠. ٣قضیه      

XbbXyxو ∈><−∈ د وجود دار aباشد آنگاه عددی مانند  ,,
yaxxطوری که  b +⊥.  

xxMزیر فضای تولید شده توسط  :اثبات      را در  >=<,
RMfb.نظر بگیرید bxaaxfbبا ضابطه :→ ,)( را تعریف =

bxxPbچون . کنید ,)( یک نگاشت زیر خطی است =
)()(و zPzf bb س بنابر قضیه هان باناخ یک تابعک خطی پ≥
RXb →Λ )()(وجود دارد طوری که : xPx bb =Λ و برای هر
Xzbzzb ∈≤Λ خطی -٢بنا به تعریف نرم تابعکهای . )(,

ف می کنیم  تعریyبه ازای . Λb=1داریم 
)(
)(

x
ya

b

b

Λ
Λ

در . =−
)(0این صورت  =+Λ yaxb وyaxx b +⊥   .■                                                       

خطی  دارنرم-٢یک فضای Xگر ا :١١. ٣قضیه      
XbbXyxو ∈><−∈ وجود دارد  aباشد آنگاه عددی مانند  ,,

xyaxطوری که  b⊥+. 
                                                
 ١ . Sublinear   
 ٢ .Hahn Banach theorem   



 ١٢

xyaxبنا به تعریف  :اثبات     b⊥+ اگروتنها اگربرای
k bkxyaxbyaxهر اسکالر ,, یا اگروتنها اگر  +≥++

byax bykxکوچکترین مقدار +, از آنجا که . باشد  +,
bykx می باشد پس  می نیمم kتابعی پیوسته بر حسب  +,

همان مقداری است   aخود را کسب می کند به این ترتیب 
bykxکه        ■  .می نیمم مطلق خود را اختیار می کند+,

                                                             
  
  ١هموار-٢فضای       ٤

هموار مي -٢در این بخش به تعریف فضاي      
وار بودن یك فضا هم-٢سپس طي دو قضیه شرایط .]١٩[پردازيم

 .را بررسي مي كنیم
نرمدار خطی باشد -٢یک فضای  Xاگر   :١. ٤تعریف     
Xbxهموار است هر گاه برای هر -٢ Xگوئیم  ∈≠ با  0,

0, ≠bx  تابعک خطی منحصر بفردی مثلbΛ  موجود
bxxbbباشدطوری که  ,)(,1 =Λ=Λ. 

 
نرمدار خطی باشد  -٢یک فضای Xاگر  :٢. ٤قضیه      
Xyxbهموار است اگروتنها اگر برای هر -٢، Xفضای   ∈,, 

,0با  ≠bx  عدد منحصر بفردa طوری وجود داشته باشد که
yaxx b +⊥. 

پس برای .هموار باشد-٢، Xفرض کنیم که  : اثبات     
Xyxbهر  ,0با  ,,∋ ≠bx  یک تابعک خطی منحصر بفرد مثل

bfوجود دارد که bxxff bb ,)(,1 Xyxاگر برای . == و ,∋
yaxxرابطه  ,caاعداد  b ycxxو⊥+ b آنگاه .بر قرار باشد ⊥+
bbتابعکهای خطی   ٥. ٣قضیه   بنابر  gf طوری وجود ,

bxxgxfدارد که  bb ,)()( و ==
1== bb gf0و)()( =+=+ ycxgyaxf bb . پس

)(
)(

xf
yfa

b

b−=و
)(
)(

xg
ygc

b

b−=  از
bbآنجا که  gf caپس = =. 
Xyxبرعکس فرض کنیم برای هر         عدد منحصر  ,∋

yaxxوجود دارد که aبفرد  b فرض کنید برای هر . ⊥+
Xyxb ,0با  ,,∋ ≠bx  تابعکهای خطیbb  gf داردکھ  وجود
1== bb gf وbxxgxf bb ,)()( Xyاگر برای یک . == ∈،)()( ygyf bb آنگاه با  ≠

                                                
١.  2- smoth space  


