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چͺیده

نمایش هر با که است این دارد، وجود ͷهارمونی آنالیز در نمایش�ها بحث در که اساسͬ مسائل از ͬͺی
نمایش ͷی مͬ�توان G روی مثبت معین تابع هر از استفاده با برعͺس، و ساخت را مثبت معین توابع مͬ�توان
موضعاً گروه ͷی G اگر که داریم ١ رایͺوف - گلفاند قضیۀ بنابر کرد. معرفͬ را G فشرده موضعاً گروه روی
عضو دو y و x اگر یعنͬ کنند. ͷیͺتف را G مͬ�توانند G روی تحویل�ناپذیر نمایش�های آن�گاه باشد، فشرده
.π(x) ̸= π(y) که است Hπموجود هیلبرت فضای Gروی از π نمایشتحویل�ناپذیر آن�گاه Gباشند، متمایز
مثبتمͬ�توانند معین توابع گرفتکه نتیجه مثبتمͬ�توان معین توابع و نمایش�ها بین شده گفته ارتباط به توجه با
مͬ�گیریم نظر در زیر صورت Gبه Hاز بستۀ زیرگروه برای را خاصیت این ما حال کنند. ͷیͺتف Gرا اعضای

PH(G) = {ϕ ∈ P (G) : ϕ(h) = ۱, h ∈ Hبرای .{هر

H خاصیت دارای G گوییم آن�گاه ،ϕ(x) ̸= ۱ که باشد موجود ϕ ∈ PH(G)ͷی x ∈ G\H هر برای اگر
آن�گاه باشد، تفͺی�ͷپذیری - H خاصیت دارای H بستۀ زیرگروه هر برای G هرگاه است. تفͺی�ͷپذیری -
G گروه تفͺی�ͷپذیری -H خاصیت مͬ�خواهیم رساله این در است. تفͺی�ͷپذیری خاصیت دارای G گوییم

کنیم. بررسͬ را دارد متفاوتͬ Hویژگͬ�های وقتͬ

فشرده، موضعاً گروه تفͺی�ͷپذیری، خاصیت مثبت، معین توابع کلیدی: واژه�های

١Gelfand−Raikov
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پیشͽفتار

مͬ�توان نمایش هر با که است این دارد، وجود ͷهارمونی آنالیز در نمایش�ها در که اساسͬ مسائل از ͬͺی

روی نمایش ͷی مͬ�توان G روی مثبت معین تابع هر از استفاده با برعͺس، و ساخت را مثبتͬ معین توابع

باشد، فشرده موضعاً گروه ͷی G اگر که داریم رایͺوف - گلفاند قضیۀ بنابر داشت. G فشرده موضعاً گروه

و مثبت معین توابع میان ارتباط به توجه با کنند. ͷیͺتف را G مͬ�توانند G روی تحویل�ناپذیر نمایش آن�گاه

خاصیت این ما حال کنند. ͷیͺتف اعضایGرا مͬ�توانند مثبت معین توابع که گرفت نتیجه مͬ�توان نمایش�ها،

مͬ�گیریم. نظر در زیر صورت به G از H بستۀ زیرگروه برای را

PH(G) = {ϕ ∈ P (G) : ϕ(h) = ۱, h ∈ Hبرای .{هر

H خاصیت دارای G گوییم ،ϕ(x) ̸= ۱ که باشد موجود ϕ ∈ PH(G) ͷی x ∈ G\H هر برای اگر

آن�گاه باشد، تفͺی�ͷپذیری - H خاصیت دارای H بستۀ زیرگروه هر برای G هرگاه است. تفͺی�ͷپذیری -

است. زیر به�ترتیب رساله این مطالب است. تفͺی�ͷپذیری خاصیت دارای G گوییم

مͬ�پردازیم. آن از مثال�هایͬ ذکر به و کرده بیان کامل طور به را تفͺی�ͷپذیری خاصیت دوم فصل در

G که حالتͬ در را تفͺی�ͷپذیری خاصیت و فشرده یا باز Hنرمال، که حالتͬ در تفͺی�ͷپذیری -H خاصیت

مͬ�کنیم. بررسͬ باشد، گروه - [SIN ]ͷی

آن�گاه باشد، همبند تقریباً فشردۀ موضعاً گروه ͷی G اگر که مͬ�پردازیم قضیه این به ابتدا سوم فصل در

تفͺی�ͷپذیری خاصیت باشد. تفͺی�ͷپذیری خاصیت Gدارای که است این با Gمعادل بودن گروه - [SIN ]

خاصیت کاربرد فصل پایان در و کرده بیان هم با را آن�ها بودن معادل شرایط و مقایسه توسیع خاصیت با را

مͬ�کنیم. بررسͬ A(G) فوریۀ جبر در را تفͺی�ͷپذیری - H

ͷی G اگر این�که بررسͬ به هم پایان در و مͬ�کنیم بیان را تفͺی�ͷپذیری خواص ابتدا چهارم فصل در

دارای شرایطͬ چه تحت که مͬ�پردازیم باشد، پوچ�توان گروه ͷی یا گروه دو مستقیم نیمه ضرب خنثͬ، گروه

مͬ�باشند. تفͺی�ͷپذیری خاصیت

سه



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف

گروه�ها نظریۀ به مربوط مقدماتͬ ١.١

خودریختͬ

هرگاه مͬ�نامیم هم�ریختͬ ͷی را f : G −→ G نͽاشت باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١.١.١ تعریف

روی خودریختͬ ͷی را f آن�گاه باشد، هم پوشا و ͷی به ͷی f آن بر علاوه اگر حال .f(xy) = f(x)f(y)

مͬ�نامیم. G

fa(y) = a−۱ya ضابطه با fa : G −→ G نͽاشت این�صورت در باشد، a ∈ G اگر مثال، به�عنوان

هر نامند. a توسط شده تعریف داخلͬ خودریختͬ را این�صورت به خودریختͬ�های است. خودریخت١ͬ ͷی

مͬ�نامیم. خارجͬ خودریختͬ ͷی را نباشد داخلͬ خودریختͬ�های از ͬͺی برابر که خودریختͬ

خودریختͬ�های مجموعۀ و بوده یͷگروه ترکیبتوابع عمل نسبتبه خودریختͬ�ها کلیۀ مجموعۀ .٢.١.١ نͺته

مͬ�باشد. آن از نرمال زیرگروه ͷی داخلͬ

مͬ�کند. معرفͬ G خودریختͬ�های گروه به�توی G از هم�ریختͬ ͷی a→ fa نͽاشت

مستقیم نیمه ضرب

باشند، G از زیرگروه ͷی و نرمال زیرگروه ͷی به�ترتیب H و N و e همانͬ عضو با گروه ͷی G کنید فرض

معادلند: زیر شرایط این�صورت در

١Automorphisms

١



٢ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

.G = NH و N ∩H = {e} (١)

.G = HN و H ∩N = {e} (٢)

نوشت. H و N عناصر از یͺتایͬ ضرب به�عنوان مͬ�توان را G از عنصر هر (٣)

نوشت. N و H عناصر از یͺتایͬ ضرب به�عنوان مͬ�توان را G از عنصر هر (۴)

گروه و H بین ی�ͷریختͬ ͷی G −→ G/N طبیعͬ تصویر با H −→ G طبیعͬ نشاندن ترکیب (۵)

مͬ�دهد. نتیجه را G/N خارج�قسمت

(و ͬͺی اگر مͬ�باشد. N آن هسته و است همانͬ H روی که است موجود G −→ H هم�ریختͬ ͷی (۶)

مͬ�نویسیم و است H و N از مستقیم نیمه ضرب ͷی G گوییم باشد، برقرار شرایط این از همۀ) نتیجه در

نرمال زیرگروه، دو از ͷی کدام که مشخصکنیم است بهتر نباشد، موجود ابهامͬ این�که برای .G = N oH

است.

توجه:

در باشند، متناهͬ H و N هردوی و باشد H زیرگروه و N نرمال زیرگروه از مستقیمͬ نیمه ضرب G اگر

ͷی مستقیم، ضرب خلاف بر که شود توجه است. H و N مرتبه�های ضرب با برابر G مرتبۀ این�صورت

شامل هردو که باشند گروه دو G′ و G اگر نیست. یͺتا کلͬ حالت در گروه دو از مستقیم نیمه ضرب

نیمه ضرب دو هر نیز و زیرگروه ͷی به�عنوان H و نرمال زیرگروه ͷی به�عنوان N از ی�ͷریختͬ کپͬ�های

یͺریخت�اند. G′ و G که گرفت نتیجه نمͬ�توان این�صورت در باشند، N و H از مستقیمͬ

گروه�ها: هم�ریختͬ و مستقیم نیمه ضرب

خودریختͬ�های Aut(N)گروه و Hباشد زیرگروه Nو نرمال زیرگروه از مستقیمͬ نیمه Gضرب فرضکنید

به�صورت n ∈ N و h ∈ H هر برای و φ(h) = φh با که φ : H −→ Aut(N)اشتͽن دهد. نشان Nرا

است. گروهͬ هم�ریختͬ ͷی مͬ�شود، تعریف φh(n) = hnh−۱

گروهͬ هم�ریختͬ ͷی و باشد.) شده داده گروه ͷی از زیرگروهͬ لزوماً (نه H و N گروه دو هر برای

از مستقیمͬ نیمه ضرب ،( N ×φ H ساده به�طور (یا N oφ H جدید گروه ͷی ،φ : H −→ Aut(N)

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت ،φ به نسبت N و H

مͬ�شود. تعریف N ×H دکارتͬ ضرب N oφ H مجموعه، ͷی به�عنوان (۱)

عمل مͬ�شود. تعیین φ هم�ریختͬ توسط N oφ Hعناصر ضرب (۲)

∗ : (N oφ H)× (N oφ H) −→ N oφ H,



٣ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

به�صورت h۱, h۲ ∈ H و n۱, n۲ ∈ N هر برای که

(n۱, h۱) ∗ (n۲, h۲) = (n۱φh۱(n۲), h۱h۲)

وارون عضو و (eN , eH)همانͬ�اش عضو آن در که است گروه ͷیN oφH تعریف این با مͬ�شود. تعریف

زیرگروه ͷی {(n, eH) : n ∈ N} مجموعۀ مͬ�شود. تعریف (φh−۱(n−۱), h−۱)به�صورت (n, h) عضو

است. H با ی�ͷریخت زیرگروه ͷی {(eN , h) : h ∈ H} مجموعۀ و ،N با ی�ͷریخت نرمال

هرعضو به�طوری�که باشد آن از زیرگروه ͷیH و نرمال گروه زیر ͷیN که گروه ͷیG فرضکنید برعͺس،

φ : H −→ Aut(N) فرضکنید .(h ∈ H و n ∈ N) شود نوشته g = nhبه�صورت یͺتا به�طور g ∈ G

،h ∈ H و n ∈ N هر برای به�طوری�که مͬ�شود تعریف φ(h) = φh توسط که باشد شده�ای داده هم�ریختͬ

مͬ�باشد، N oφ H مستقیم نیمه ضرب با ی�ͷریخت G این�صورت در باشد. برقرار φh(n) = hnh−۱

به�صورت را ضربͬ قانون ،G در مͬ�فرستد. (n, h) زوج به را nhضرب ی�ͷریختͬ

(n۱, h۱)(n۲, h۲) = (n۱(h۱n۲h
−۱
۱ ), h۱h۲)

داریم.

: مستقیم ضرب�های با آن رابطه

در باشد، نرمال نیز H اگر باشد. H زیرگروه و N نرمال زیرگروه از مستقیم نیمه ضرب ͷی G کنید فرض

نیمه ضرب به�عنوان Hمͬ�تواند Nو گروه دو مستقیم ضرب Hاست. ازNو مستقیمͬ این�صورتGضرب

شود. گرفته درنظر h ∈ H هر برای φ(h) = idN به نسبت H و Nاز بیرونͬ مستقیم

گروه�ها سری

هر به�ازای که باشند G از زیرگروه�های Gn, . . . , G۱ و G۰ = G و گروه ͷی G کنید فرض .٣.١.١ تعریف

زنجیر آن�گاه باشد. Gi+۱ ≤ Gi ،۰ ≤ i ≤ n− ۱ ،i

Gn ≤ Gn−۱ ≤ . . . ≤ G۱ ≤ G۰ = G

مͬ�نامند. G زیرگروه�های از سری ͷی را

سری آن�گاه ،Gi+۱ EGi باشیم داشته ۰ ≤ i ≤ n− ۱ ،i هر به�ازای اگر (١)

Gn ≤ Gn−۱ ≤ . . . ≤ G۱ ≤ G۰ = G



۴ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

مͬ�گوییم. G برای زیرنرمال سری ͷی را

سری آن�گاه ،Gi+۱ EG باشیم داشته ۰ ≤ i ≤ n− ۱ ،i هر برای اگر (٢)

Gn ≤ Gn−۱ ≤ . . . ≤ G۱ ≤ G۰ = G

گوییم. G برای نرمال سری ͷی را

آن�گاه باشد، G برای زیرنرمال سری ͷی Gn ≤ Gn−۱ ≤ . . . ≤ G۱ ≤ G۰ = G اگر .۴.١.١ تعریف

سری این طول را سری این غیربدیهͬ عامل�های تعداد و سری این عامل ͷی را (۰ ≤ i ≤ n−۱)Gi/Gi+۱

مͬ�نامیم.

درنظربͽیرید: را زیر زیرنرمال سری باشد. گروه ͷی G کنید فرض .۵.١.١ تعریف

{e} = Gn ≤ Gn−۱ ≤ . . . ≤ G۱ ≤ G۰ = G,

باشند. آبلͬ Gi/Gi+۱ عوامل اگر گوییم G برای حل�پذیر(آبلͬ) سری ͷی را فوق سری (١)

G/Gi+۱ مرکز در Gi/Gi+۱ و بوده نرمال سری این اگر گوییم G برای مرکزی سری ͷی را فوق سری (٢)

باشد.

سری کوتاه�ترین طول باشد. مرکزی سری ͷی دارای اگر گویند ١ پوچ�توان را G گروه ͷی .۶.١.١ تعریف

مͬ�نامند. G توانͬ پوچ ردۀ را G برای مرکزی

است. آبلͬ ،۱ حداکثر ردۀ با پوچ�توان گروه� و بود خواهد ۱ مرتبۀ از ۰ پوچ�توانͬ ردۀ با پوچ�توان گروه ͷی

Z۲(G) ≤ G Gباشد. Z۱(G)مرکز = Z(G) ،Z۰(G) = {e} و Gیͷگروه فرضکنید تعریف٧.١.١.

Zi+۱(G) ≤ G ،i هر به�ازای ترتیب همین به و Z۲(G)/Z۱(G) = Z(G/Z۱(G)) که باشد طوری

G مرکز iامین را Zi(G) ،i هر به�ازای این�صورت در باشد. Zi+۱(G)/Zi(G) = Z(G/Zi(G))به�صورت

مͬ�شود تعریف زیر به�فرم و گویند

Zi(G) = {x ∈ G | ∀y ∈ G : [x, y] ∈ Zi−۱(G)}.

سری و مͬ�دهیم نشان Zi با را آن سادگͬ برای پس این از

{e} = Z۰ < Z۱ < Z۲ ≤ . . .

مͬ�نامیم. G بالایͬ مرکزی سری را
١Nilpotent



۵ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

ͷی در مرکزی سری ͷی {e} = Gn ≤ Gn−۱ ≤ . . . ≤ G۱ ≤ G۰ = G کنیم فرض .٨.١.١ قضیه

این�صورت در باشد. G پوچ�توان گروه

Zn = G لذا و Gn−i ≤ Zi ،۰ ≤ i ≤ n+ ۱ ،i هر به�ازای الف)

G طولسریمرکزیبالایͬ = G پوچ�توانͬ رده ب)

این�صورت در Gباشد. از غیربدیهͬ نرمال زیرگروه ͷیN و پوچ�توان گروه ͷیG فرضکنیم .٩.١.١ قضیه

.N ∩ Z(G) ̸= {e}

� .[٢۴] به شود رجوع . برهان

زیرگروه H این�صورت در باشد. G از سره زیرگروه ͷی H و پوچ�توان گروه ͷی G کنید فرض .١٠.١.١ لم

مͬ�باشد. (G در H NG(H)(نرمال�ساز از سره�ای

� .[٢۴] به شود رجوع . برهان

است. حل�پذیر پوچ�توان گروه هر الف) .١١.١.١ قضیه

است. حل�پذیر حل�پذیر، گروه ͷی از هم�ریختͬ تصویر هر و زیرگروه هر ب)

است. Gحل�پذیر آن�گاه باشند، G/Nحل�پذیر Nو به�طوری�که Gباشد گروه از نرمال زیرگروه ͷیN اگر ج)

� .[٢۴] به شود رجوع . برهان

معͺوس) حد (یا تصویری حد

همریختͬ�ها از خانواده�ای fij : Xj −→ Xi و گروه�ها از خانواده�ای (Xj)j∈I فرضکنیم .١٢.١.١ تعریف

کند: زیرصدق خواص در نباشد) دیͽری (ترتیب i ≤ j هر برای که باشد

باشد، همانͬ Xi بر fii (١

،fik = fij ◦ fjk ،i ≤ j ≤ k هر برای (٢

نامیده I روی همریختͬ�ها و گروه�ها از معͺوس دستͽاه ͷی
(
(Xi)i∈I , (fij)i≤j∈I

)
زوج این�صورت در

مͬ�شوند. نامیده دستͽاه از انتقال همریختͬ�های fij همریختͬ�های مͬ�شود.

یͷزیرگروه به�عنوان
(
(Xi)i∈I , (fij)i≤j∈I

)
معͺوس دستͽاه از معͺوس(تصویری)١ حد تعریف١٣.١.١.

به�صورت Xiها مستقیم ضرب از خاصͬ

X = lim
←−
i∈I

Xi =

{
a⃗ = (ai)i∈I ∈

∏
i∈I

Xi : ai = fij(aj) i ≤ jبرای هر

}
١Projective Limit
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مͬ�شود. تعریف

توپولوژی به مربوط مقدمات ٢.١

هرگاه: مͬ�شود خوانده جزئͬ Dترتیب مجموعۀ روی ≤ رابطه .١.٢.١ تعریف

باشد، x ≤ x ،x ∈ D هر برای الف)

،x = y آن�گاه باشد y ≤ x و x ≤ y اگر x, y ∈ D هر برای ب)

.x ≤ z آن�گاه باشد y ≤ z و x ≤ y اگر x, y, z ∈ D هر برای ج)

zای ،D به متعلق y و x هر برای که خاصیت این با (D,≤) جزئͬ مرتب مجموعۀ ͷی .٢.٢.١ تعریف

مͬ�شود. خوانده جهت�دار y ≤ z و x ≤ z که باشد موجود

خوانده تور١ ͷی است، جهت�دار یͷمجموعۀ (D,≤) آن در که را x : D −→ X تابع ͷی تعریف٣.٢.١.

مͬ�شود.

موضعͬ) (پایۀ پایه�ای ͬͽهمسای

باشد. مجموعه ͷی X کنید فرض .۴.٢.١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط هرگاه گوییم پالایه٢ ͷی Xرا ناتهͬ زیرمجموعه�های از F خانوادۀ (الف)

و ،A ∩B ∈ F آن�گاه A,B ∈ F اگر (١

.B ∈ F آن�گاه A ⊆ B ⊆ X و A ∈ F اگر (٢

A,B ∈ B هر برای هرگاه گوییم، پالایه پایه ͷی را X ناتهͬ زیرمجموعه�های از B مجموعه ͷی (ب)

.C ⊆ A ∩B که باشد داشته وجود C ∈ B مجموعۀ

است. x نقطۀ همسایͽͬ�های از مجموعه�ای ،x نقطۀ ͷی برای Ux پالایه�ای ͬͽهمسای ͷی .۵.٢.١ تعریف

مͬ�باشد. e همانͬ عضو از پالایه�ای ͬͽهمسای ͷی Ue این�صورت در ، بͽیریم درنظر گروه ͷی Xرا اگر حال

ͬͽهمسای از β(x) مانند پالایه پایه ͷی ،x یͷنقطۀ برای موضعͬ پایه یا پایه�ای ͬͽهمسایͷی تعریف٢.١.۶.

Bموجود ∈ β(x)ͷی V ∈ Ux هر برای دهد نتیجه β(x) ⊂ Ux شمول به�طوری�که است Ux مانند پالایه�ای

١Net

٢Filter



٧ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

پایه�ای ͬͽهمسای در B ͬͽهمسای ͷی V ͬͽهمسای هر برای نوشت، مͬ�توان به�عبارتͬ .B ⊂ V که است

باشد. V در مشمول که شود پیدا

آن�ها جبرهای و فشرده موضعاً گروه�های ٣.١

زیر شرایط در که باشد هاسدورف ͷتوپولوژی فضای ͷی به�علاوه و گروه ͷیG کنید فرض .١.٣.١ تعریف

مͬ�کند صدق

باشد، پیوسته G به G×G از (x, y) 7→ xy ضرب نͽاشت (۱

باشد، پیوسته G به G از x 7→ x−۱ وارون نͽاشت (۲

درنظرگرفته حاصل�ضرب توپولوژی با ،G×G این�جا در مͬ�نامیم. ͷتوپولوژی گروه ͷی را Gاین�صورت در

است. شده

حول V و x حول U همسایͽͬ�های xy Wحول ͬͽهمسای هر برای که است مفهوم این به ضرب ͬͽپیوست

. UV ⊆ W که باشند موجود y

.V−۱ ⊆ U که است موجود x حول V ͬͽهمسای ͷی x−۱ حول U ͬͽهمسای برای یعنͬ وارون ͬͽپیوست

. A−۱ = A هرگاه است متقارن A ⊆ G

باز آن زیرمجموعۀ هر یعنͬ باشد، گسسته توپولوژی آن توپولوژی هرگاه خوانیم گسسته توپولوژیGͷرا گروه

باشد.

داد: قرار توجه مورد ͷتوپولوژی گروه�های در باید که نͺاتͬ

است. باز نیز U−۱ همچنین و باز aU این�صورت در باشد، a ∈ G و G در باز مجموعۀ ͷی U اگر (١

آن�گاه باشد، باز G در U و A ⊆ G اگر (٢

AU = {ax : a ∈ A, x ∈ U} , AU =
∪
a∈A

aU

است. باز نیز UA همچنین و است باز

.V V = V ۲ ⊆ U که است موجود e حول V متقارن ͬͽهمسای آن�گاه باشد، e حول ͬͽهمسای U اگر (٣

.H ≤ G آن�گاه Hباشد، ≤ G اگر (۴

است. نیز بسته H آن�گاه باشد، G از باز زیرگروهͬ H اگر (۵

بود. خواهد فشرده نیز AB آن�گاه باشند، فشرده B و A اگر (۶



٨ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

نͽاشت مͬ�دهیم، نمایش G/H با را G در H چپ هم�دسته�های مجموعه (٧

q : G −→ G/H

x 7→ q(x) = xH

وتنها اگر است G/Hباز Oدر به�صورت، خارج�قسمت توپولوژی با G/Hرا گوییم. خارج�قسمت نͽاشت را

مͬ�شود. پیوسته q توپولوژی این با که درنظرمͬ�گیریم باشد، باز G در q−۱(O) اگر

باشد، H ≤ G اگر .٢.٣.١ قضیه

باشد. بسته H که است آن باشد هاسدورف G/H این�که برای کافͬ و لازم شرط الف)

است. فشرده موضعاً نیز G/H این�صورت در باشد، بسته H و فشرده موضعاً G اگر ب)

است. ͷتوپولوژی گروه ͷی G/H آن�گاه باشد، G نرمال Hزیرگروه اگر ج)

بستار با ͬͽهمسای ͷی دارای آن نقطۀ هر هرگاه گوییم فشرده موضعاً را Gͷتوپولوژی گروه .٣.٣.١ تعریف

باشد. فشرده

به�طوری�که باشد Aبسته ⊆ X و Kفشرده ⊆ X و فشرده موضعاً Xفضای فرضکنید [ اوریزن ] .۴.٣.١ لم

روی و f ≡ ۰ ،A روی که دارد وجود [۰,۱] به X از فشرده محمل با پیوسته�ای تابع آن�گاه ،A ∩K = ∅

است. f ≡ ۱ ،K

� شود. رجوع [٢۶] به . برهان

و است n Gبرابر Hدر شاخص گوییم باشد. آن از Hزیرگروهͬ و گروه ͷیG فرضکنیم تعریف٣.١.۵.

اگر .G =
n∪

i=۱

xiH یعنͬ Hباشد، مجزای هم�مجموعۀ n اجتماع برابر G هرگاه ،[G : H] = n مͬ�نویسیم

.[G : H] = ∞ مͬ�نویسیم باشد نامتناهͬ هم�مجموعه�ها این تعداد

Hنیز این�صورت در باشد، n برابر و متناهͬ GدرH شاخص و Hآبلͬ Hو ≤ G کنیم فرض .۶.٣.١ لم

است. G در n مساوی یا کوچͺتر شاخص با و آبلͬ زیرگروهͬ

این�صورت در باشد، شاخصمتناهͬ با آن از (بازی) بسته�ای گروه Hزیر و Gیͷگروه فرضکنید .٧.٣.١ لم

هست. نیز (بسته) باز H

� شود. رجوع [١١] به . برهان



٩ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

باشد. ͷتوپولوژی فضای ͷیX کنید فرض .٨.٣.١ تعریف

عمل�های با C(X)همراه مͬ�دهیم. C(X)نشان با Xرا روی مقدار - مختلط پیوستۀ توابع تمام مجموعه (١

را ١ f محمل f ∈ C(X) برای به�علاوه و است، برداری فضای ͷی اسͺالر ضرب و توابع معمولͬ جمع

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت

supp(f) = {x ∈ X : f(x) ̸= ۰}.

Cb(X) بنابراین مͬ�دهیم. Cb(X)نشان با Xرا روی کران�دار مقدار - مختلط پیوستۀ توابع تمام مجموعۀ (٢

است. باناخ فضای ͷی ∥.∥∞ نرم با همراه و C(X) فضای زیر ͷی

که مͬ�کنیم یادآوری

∥f∥∞ = sup{|f(x)| : x ∈ X} ; f ∈ Cb(X).

نشان C۰(X) با را مͬ�شوند صفر بͬ�نهایت در که X روی f مقدار - مختلط پیوستۀ توابع تمام مجموعۀ (٣

موجود X از Kε فشردۀ زیرمجموعۀ ε > ۰ هر برای که است معنͬ این به شدن صفر بͬ�نهایت در مͬ�دهیم.

.|f(x)| < ε داریم x ∈ G\Kε هر برای که است

نشان Cc(X) با یا و C۰۰(X) با را فشرده محمل Xبا روی f مقدار - مختلط پیوستۀ توابع تمام مجموعۀ (۴

مͬ�باشد. باناخ فضای ͷی ∥.∥∞ نرم با همراه که مͬ�دهیم

هار اندازۀ ͷی Gرا روی λ غیرصفر رادون اندازۀ باشد. ͷتوپولوژی گروه ͷیG فرضکنید .٩.٣.١ تعریف

هرگاه گوییم چپ

∀x ∈ G, ∀B ∈ B(G) ; λ(xG) = λ(G).

اختیار طوری را λ مͬ�توان باشد فشرده G اگر است. منحصربه�فرد مثبت ثابت عدد ͷی تقریب با هار اندازۀ

است. G روی شده نرمال هار اندازۀ گوییم حالت دراین باشد. λ(G) = ۱ که کرد

مدولار: تابع

λx(E) = کنیم تعریف x ∈ G برای اگر باشد. λ هار اندازۀ با فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض

مͬ�شود. چپ هار اندازۀ ͷی دوباره λx ،y(Ex) = (yE)x رابطه این از استفاده با این�صورت در ،λ(Ex)

١Support
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که است موجود c ∈ (۰,∞) این�صورت در باشند، G در چپͬ هار اندازه�های µ و λ اگر .١٠.٣.١ قضیه

.µ = cλ

� شود. رجوع [٧] مرجع از ٢-٢٠ قضیۀ به . برهان

انتخاب از مستقل ∆(x) و λx = ∆(x)λ که است (x)∆موجود > ۰ عدد ͷی بالا قضیۀ یͺتایͬ بنابه

نامند. G مدولار تابع را شده تعریف ∆ : G −→ (۰,∞) تابع مͬ�باشد. λ اصلͬ(اولیه)

،f ∈ L۱(G) هر برای به�علاوه است، R+ به�توی G از پیوسته هم�ریختͬ ͷی ∆ .١١.٣.١ ∫گزاره
Ryfdλ = ∆(y−۱)

∫
fdλ.

� شود. رجوع [٧] مرجع از ٢۴-٢ گزارۀ به . برهان

هار اندازۀ این�که یا باشد ∆ ≡ ۱ اگر مͬ�شود نامیده یͺه مدولار G فشردۀ موضعاً گروه .١٢.٣.١ تعریف

باشد. برابر آن راست هار اندازۀ با آن چپ

(G/K)∆است. ≡ ۱ این�صورت در باشد، G از فشرده زیرگروه Kهر اگر .١٣.٣.١ گزاره

� شود. رجوع [٧] مرجع از ٢-٢٧ گزارۀ به . برهان

است. یͺه مدولار Gصورت این در باشد، آبلͬ یا فشرده G اگر .١۴.٣.١ نتیجه

فشرده زیرمجموعه ͷیK آن در که باشد پوچ E ∩K اگر نامیم پوچ موضعاً را E ⊆ X .١۵.٣.١ تعریف

Xاست. از دلخواه

۰ < p < +∞ برای باشد. G روی چپ هار اندازۀ λ و فشرده موضعاً G کنیم فرض .١۶.٣.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف

Lp(G, λ) =
{
f : G −→ C ∪ {±∞} : ∥f∥p < اندازه�پذیراست,∞+ − λ ،f

}
.

فضای مجموعه�هایLp(G)به نقطه�ای جمع ضربو اعمال تعریف با .Lp(G) ,Lp(Gمͬ�نویسیم λ)به�جای

مͬ�کنیم تعریف این�صورت در باشد، p < +∞ چنان�چه مͬ�شوند. تبدیل برداری

∥f∥p =
(∫

G

|f |pdλ
) ۱

p

,

مͬ�کنیم تعریف p = +∞ برای و
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L∞(G) = {f : G −→ C ∪ {±∞} : ∥f∥∞ <∞},

آن در که

∥f∥∞ = inf
{
M ∈ R : {t : |f(t)| > M} موضعاًپوچباشد

}
.

A×A −→ Aاشتͽن هرگاه است، مختلط اعداد روی جبر ͷیA برداری فضای گوییم تعریف١٧.٣.١.

به�عبارت باشد. دوخطͬ نͽاشت ͷی مͬ�شود داده نمایش (a, b) 7→ ab با و مͬ�شود Aنامیده روی ضرب که

دیͽر

a(b+ c) = ab+ ac , (a+ b)c = ac+ bc

λ(ab) = (λa)b = a(λb),

.λ ∈ Cو a, b, c ∈ A هر برای a(bc) = (ab)c همچنین و

باشیم داشته و باشد کامل مربوطه نرم با A هرگاه گوییم باناخ جبر را A نرم�دار جبر .١٨.٣.١ تعریف

∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥.

باشد. C روی جبر ͷی A کنید فرض .١٩.٣.١ تعریف

به�طوری�که مͬ�شود داده نمایش a 7→ a∗ با Aکه نͽاشتAبه از است Aعبارت روی برگشت ͷی از منظور

باشیم: داشته λ ∈ C و a, b,∈ A هر برای

(a+ b)∗ = a∗ + b∗ (ab)∗ = b∗a∗

(λa)∗ = λ̄a∗ (a∗)∗ = a.

به�طوری�که است برگشت ͷی به مجهز باناخ جبر ͷی جبر، - ∗ باناخ ͷی .٢٠.٣.١ تعریف

∥a∗∥ = ∥a∥ , ∀a ∈ A.

هرگاه گوییم جبر - C∗ ͷی را جبر - ∗ باناخ ͷی .٢١.٣.١ تعریف

∥a∗a∥ = ∥a∥۲ , ∀a ∈ A.



١٢ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

و خطͬ نͽاشت B به A از جبری هم�ریختͬ ͷی باشند. باناخ جبر دو B و A کنید فرض .٢٢.٣.١ تعریف

که است ϕ : A −→ B کران�دار

∀x, y ∈ A ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y).

که ϕ جبری هم�ریختͬ از است عبارت B به A از هم�ریختͬ - ∗ͷی آن�گاه باشند، جبر - ∗ͷی B و A اگر

∀x ∈ A ϕ(x∗) = ϕ(x)∗.

فشرده موضعاً گروه�های روی نمایش ۴.١

فضای ͷی را هست نیز باناخ فضای ∥x∥ = ⟨x, y⟩ ۱
۲ نرم تحت که داخلͬ ضرب فضای ͷی تعریف١.۴.١.

مͬ�نامیم. هیلبرت

x, y ∈ H هر برای که باشد خودش هیلبرتHبه�روی فضای از نͽاشت ͷی T کنیم فرض .٢.۴.١ تعریف

مͬ�کند صدق زیر شرط در α ∈ C و

T (αx+ y) = αT (x) + T (y),

مͬ�شود. Hنامیده روی خطͬ عملͽر ͷی T این�صورت در

یعنͬ آن دوگان T : H → H خطͬ عملͽر برای باشد، هیلبرت فضای ͷی H کنیم فرض .٣.۴.١ تعریف

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت و یͺتاست عملͽری T ∗

T ∗ : H → H و ⟨T ∗ω, x⟩ = ⟨ω, Tx⟩,

مͬ�باشند. x, ω ∈ H آن در که

باشد. آن دوگان T ∗ و خطͬ عملͽر ͷی T : H → H و هیلبرت فضای ͷیH کنیم فرض .۴.۴.١ تعریف

هرگاه گوییم یͺانͬ را T عملͽر

TT ∗ = T ∗T = ۱,

U(H) نمایشمͬ�دهیم. U(H) با را Hهیلبرت فضای روی یͺانͬ عملͽرهای همۀ فضای .T ∗ = T−۱ یعنͬ

. مͬ�دهد گروه ͷی تشͺیل است، ترکیب همان که عملͽرها ضرب عمل با



١٣ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

کران�دار خطͬ تابع�ͷهای فضای X∗ اگر باشد. نرم�دار برداری فضای ͷی X کنید فرض .۵.۴.١ تعریف

نرم با X روی

∥λ∥ = sup{|λx| : ∥x∥ ≤ ۱},

x ∈ X هر برای این�صورت در باشد، باناخ فضای ͷی

Px : X∗ −→ [۰,+∞)

Px(f) = |f(x)|,

است، معروف هاسدورف شرط به که
∩
{f ∈ X∗ : Px(f) = ۰} = {۰} شرط در و است نرم شبه ͷی

است. f = ۰ بͽیریم نتیجه باشد، Px(f) = ۰ اگر x ∈ X و f ∈ X∗ برای که معنͬ این به مͬ�کند. صدق

تور ͷی (fα)α اگر مͬ�نامیم. ستاره١ ضعیف توپولوژی را X∗ بر نرم�ها شبه این توسط شده ایجاد توپولوژی

این�صورت در باشد، X∗ در

fα −→ f ⇐⇒ ∀x ∈ X : fα(x) −→ f(x).

به�صورت مͬ�شود، گفته نیز عملͽری ضعیفستارۀ توپولوژی آن به که فوق�ضعیف٢ توپولوژی تعریف١.۶.۴.

این�جا در همͽرایͬ که مͬ�شود تعریف B(H) از B∗(H) پیش�دوگان از آمده به�دست ستارۀ ضعیف توپولوژی

است. قبل تعریف در همͽرایͬ مانند نیز

π : گروهͬ هم�ریختͬ G از یͺانͬ نمایش ͷی باشد. فشرده موضعاً گروه G کنیم فرض .٧.۴.١ تعریف

π چون کند. پیوسته u ∈ H هر برای را Hπ به G از x 7→ π(x)u نͽاشت که است G → U(Hπ)

مͬ�کند صدق زیر شرایط در لذا است، گروهͬ هم�ریختͬ

π(xy) = π(x)π(y) , π(x−۱) = π(x)−۱ = π(x)∗.

مͬ�شود. نامیده نیز π درجۀ یا بعد که مͬ�دهند نمایش dπ با را آن بعد و π نمایش Hπفضای

برای که مͬ�کند تولید زیر به�صورت L۱(G) روی نمایش - ∗ ͷی G روی نمایش ͷی .٨.۴.١ تعریف

داریم ξ, η ∈ Hπ برای Hπاست. روی عملͽری π(f) ،f ∈ L۱(G)

⟨π(f)ξ|η⟩ =
∫
⟨π(x)ξ, η⟩f(x)dx,

١Weak∗ Topology

٢Ultraweak



١۴ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

گرفته درنظر نرمͬ توپولوژی با B(Hπ) این�جا در است. پیوسته B(Hπ) به L۱(G) از f 7→ π(f)اشتͽن و

مͬ�شود.

خطͬ نͽاشت π۲ و π۱ برای درهم�پیچشͬ عملͽر Gباشند، از یͺانͬ نمایش دو π۲ و π۱ اگر تعریف١.۴.٩.

کند صدق زیر شرط در که است T : Hπ۱ → Hπ۲ کران�دار و

Tπ۱(x) = π۲(x)T x ∈ G.

C(π۱, π۲)اگر هم�ارزند π۲ و π۱ مͬ�شود. داده نشان C(π۱, π۲)با چنینͬ این عملͽرهای همۀ مجموعۀ

باشد. U یͺانͬ عملͽر شامل

مͬ�باشند L۲(G)هیلبرت فضای روی ρ و λ نمایش�های G از راست و چپ منظم نمایش .١٠.۴.١ تعریف

مͬ�شوند: تعریف زیر به�صورت و

λ : G→ U(L۲(G)) ; (λ(x)ξ)(y) := ξ(x−۱y)

ρ : G→ U(L۲(G)) ; (ρ(x)ξ)(y) := ξ(yx)∆(x)
۱
۲ ,

مͬ�باشد. ξ ∈ L۲(G) و x, y ∈ G آن در که

نویمان - فون جبر یا V N(G) ۵.١

به�طور زیرجبر - ∗ ͷی از است عبارت H هیلبرت فضای روی A نویمان - فون جبر ͷی .١.۵.١ تعریف

هرگاه همͽراست T به قوی به�طور B(H) در (Tα)α تور که کنید توجه .B(H) از بسته قوی

∀x ∈ H : Tαx→ Tx.

- فون جبر دارد دربر را S که نویمانͬ - فون جبر کوچ�ͷترین آن�گاه باشد، S ⊆ B(H) اگر .٢.۵.١ تعریف

دارند. دربر را S که است نویمانͬ - فون جبرهای تمام اشتراک واقع در مͬ�نامیم. S توسط شده تولید نویمان

B(L۲(G)) در {λx : x ∈ G}انتقالچپ عملͽرهای توسط شده تولید نویمان - فون جبر تعریف١.۵.٣.

V N(G) عناصر بنابراین است. G روی چپ منظم نمایش λ آن در که مͬ�دهیم نمایش V N(G) با را

هستند. L۲(G) روی عملͽرهایͬ


