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  :چكيده 

هــاي مرتبــه اول و مرتبــه دوم نگاشــت قــدر هــايي بــراي نــرم مشــتقكــراندر ايــن پايــان نامــه در ابتــدا 

ــي   ــت م ــه دس ــق ب ــم ومطل ــتفاده از   آوري ــا اس ــپس ب ــاآنس ــراي    ه ــاش ب ــران اغتش ــك ك ــتي  نگاش

ــدرمطلق ــي  ق ــه دســت م ــمب ــين . آوري ــه  همچن ــرم مشــتق مرتب ــايينگاشــتي اولن كــه يــك عملگــر   ه

ــه عامــل و درتجزيــه  قطبــي آنپــذير را بــه قســمت يكــاني معكــوس  QRدر تجزيــه  Rو   Q هــايب

هـا بـه دسـت    كنـيم و بـا اسـتفاده از آن يـك كـران اغتشـاش بـراي ايـن تجزيـه         محاسبه مـي  را برندمي

ــي ــمم ــمت دوم. آوري ــوار     ،در قس ــابع هم ــك ت ــراي ي ــر fب ــاي عملگ ــدار در  روي فض ــاي كران ه

ــاي هيل ــفض ــه     ،رتب ــاگر مرتب ــراي جابج ــول ب ــك فرم ]]]ام nي ( ), ], ]...., ]f A X X X   ــب ــر حس ب

)امmمشــتق )m
D f A هــا در بــه ه ايــن فرمــولكــشــود  نشــان داده مــي. شــده اســت آورده بــه دســت

ــران ــرم دســت آوردن ك ــراي ن ــايي ب ــاگره ــاي جابج ــه ه ــيم يافت ــاي تعم )ه ) ( )f A X X f B− ــورد م

ــي  ــرار م ــتفاده ق ــرداس ــوم  .گي ــمت س ــري   ،در قس ــي عملگ ــه خط ــواب معادل ج
0

n
n i i

i

A XB Y
−

=

ــه  ∑= ب

 وسيله فرمول 

1

1 1

0

sin

( ) ( )n n nnX t A Y t B t dt

π

π

∞
− −= + +∫  

}در ناحيه BوAبه طوريكه طيف  اده شده استد : 0, argz z z
n n

π π 
≠ − ≤ ≤ 


 .دقرار دارن 

 

  

 نرم متقارن، ،رنرم عملگ،  كران اغتشاش يكنواي عملگري، ،شهمشتق فر : كلمات كليدي

 انتگرالي نمايش ،پايايي يكاني

 

 

  سازي دانشگاه شهيد باهنر كرمانهاي مالي قطب جبر خطي و بهينهبا تشكر از حمايت

 

  



 ز 

 

  

  مقدمه

 .مفاهيم پايه و اساسي جبرخطي آشـنايي كامـل دارد  با خواننده  فرض بر اين است كهدر اين پايان نامه 

از  اياطلاعـات اوليـه   ،عـلاوه بـر ايـن   . مراجعه كرد ]9و 8[توان به مي ،براي درك بهتر مفاهيم و قضايا

اين پايان نامه از نظر محتـوايي بـه سـه قسـمت     . ،آناليز مختلط و هندسه ديفرانسيل نياز استآناليز تابعي

در ايـن پايـان نامـه     كـه  يبراي اغلب موضـوعات  و اي استفصل اول شامل مباحث پايه .شودتقسيم مي

ري كـردن مفـاهيم و قضـاياي    هدف يادآو در اين فصل. دنگيرقرار مي آورده شده است مورد استفاده

شـامل    3و2هـاي  فصـل . شـده اسـتفاده قـرار گرفتـه    مورد  ي است كههايگذاريطرح كردن نماد مهم و

آخرين فصل شامل معادله عملگري بـه صـورت   . ها و كران اغتشاش براي توابع ماتريسي استنامساوي

0

n
n i i

i

A XB Y−

=

  است وجواب آن به صورت ∑=
1

1 1

0

sin

( ) ( )n n nnX t A Y t B t dt

π

π

∞
− −= + +∫

 .باشدمي

در اينجا توجه خاصي به جبر چند . در قسمت اول  آن آورده شده محتواي هر فصل به طور خلاصه

u,اين قرارداد كه ضرب داخلي  .و توابع ماتريسي شده است هاماتريسها روي خطي و نامساوي v 

هاي ستوني بردار vو uاگر. شودپذيرفته مي مزدوج خطي است vوي متغيرر خطي وuروي متغير 

*آنگاه  ،باشند
u v  ها پايا روي ماتريس ⋅نرم. ستوني استبردار سطري و يك بردار يك حاصلضرب

UAVيتساو، Aهر گاه به ازاي هرشود گفته مي A=، به ازاي هر ماتريس يكانيU وV ، 

نرم به صورت -براي مثال فربنيوس. شوندهاي خاصي نمايش داده ميبا انديسها ساير نرم .برقرار باشد

2
A براي يك  .است شده قرار گرفته استفاده تعدادي نماد مورد ،پايان نامهدر اين  .شودنوشته مي

به جاي ماتريس نيمه معين مثبت  A نماد ،Aماتريس
1

2( )A A
) و شودبرده ميبه كار ∗ )Aσ  نمايش

)در اين حالت .شودنمايش داده مي σدبا نماانديس  n گشت روييك جاي .است طيف آن )jσ 

واژه ماتريس و عملگر در اين پايان نامه به جاي يكديگر . است σنگاشت تحتjتصوير انديس 

 ،گزاره در مورد عملگرها از بعد متناهي باشديكبه اين معني كه وقتي  ،گيرنداستفاده قرار ميمورد 

توان مي ،درست باشدبعد نامتناهي نيز از اگريك گزاره براي فضاهاي. شودبرده ميواژه ماتريس به كار



 ح 

 

تعدادي از قضيه ها در اين پايا ن نامه براي فضاهاي از بعد . برديا واژه عملگر را به كارواژه ماتريس و

  .نامتناهي نيز قابل گسترش هستند
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  مقدمه 1.1

)فرض كنيد , )L V W با بعد متناهي فضاي همه عملگرهاي خطي از فضاي برداريV برداري به فضاي 

 چنين عملگري آنگاه،ثابت در نظر گرفته شوند Wو Vاگر پايه هاي فضاهاي .باشد Wبا بعد متناهي

 و گرهاعمل چون يك يكريختي بين. به فرد نسبت به اين پايه ها دارديك ماتريس متناظر منحصر 

 . ندبنابراين به طور معمول آن ها را به جاي يكديگر به كار مي بر ،هاي متناظر آن ها وجود داردسماتري

)فرض كنيد .دنشوعملگرهاي روي فضاهاي هيلبرت متعامد يكه انتخاب مي يپايه ها , )A L H K∈  و

{ }1 , ...,
n

E e e= يك پايه متعامد ازH و{ }1 , ...,
m

F f f= يك پايه متعامد يكه ازKگاه آن .باشد

)درايه , )i j از ماتريسA ت زير استوابسته به اين پايه ها به صور :  

* ,ij j i i ja f A e Ae f= = 〈 〉  

  تعاريف و قضايايي از آناليز ماتريسي و آناليز تابعي 2.1

)الحاقي يك عملگر   .1.2.1تعريف , )A L H K∈ ، عملگر منحصر به فرد*
A در( , )L K H كهاست   

*رابطه
, ,K Hz Ax A z x〈 〉 = 〈 xبراي همه  〈 H∈ وz K∈ برقرار است.  

)براي فضاي  , )L H H نماد( )L H در اين فصل و فصل هاي بعد هر جـا در مـورد    .كار مي بريم را به

)را عضو فضايAكنيم  عملگر بت ميصحAرعملگ )L H كنيم وفرض ميH   يـك فضـاي هيلبـرت 

  .است ازبعد متناهي

Aرا خود الحاق يا هرميتي گوييم اگر Aعملگر .2.2.1تعريف  A
∗=.  

.را پاد هرميتي گوييم اگر  Aعملگر. 3.2.1تعريف  A A
∗= −  

.*را يكاني گوييم اگر  Aعملگر .4.2.1تعريف  AA I A A
∗= =  

.*را نرمال گوييم اگر Aعملگر .5.2.1تعريف  AA A A
∗=  

nمجموعه ماتريس هاي n× روي ميدانF  را بـا( )nM F    ميـدان . نشـان مـي دهـيمF    معمـولاً اعـداد

  .نشان مي دهيم nMاست كه در اين حالت مجموعه ماتريس ها را با �مختلط
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nAكه مقدار ويژه�∋λمجموعه همه .6.2.1تعريف M∈  طيفمي باشند راAآن را با نماد د وگوين

( )Aσ نمايش مي دهند .  

  

1چند جمله اي . 7.2.1تعريف 

1 1 0( ) ...k k

k kP t a t a t a t a−
−= + + + در اين . را در نظر بگيريد +

)ماتريسصورت  )P Aچنين تعريف مي شود :  

   
1

1 1 0( ) ...k k

k kP A a A a A a A a I−
−≡ + + + +  

 

nAفرض كنيد. 8.2.1)شور(قضيه  M∈ با مقادير ويژه
1,..., nλ λماتريس يكاني .داده شده است

nU M∈ وجود دارد به طوريكه
ijU AU T t

∗  = =    يك ماتريس بالا مثلثي است با درايه هاي

,قطري 1,....,i i it i nλ= در واقع هر ماتريسي مربعي هم ارز يكاني با يك ماتريس بالا مثلثي  .=

 .وي قطري اصلي آن مقادير ويژه هستنداست كه درايه هاي ر

nAاگر. 9.2.1)طيفي(قضيه M∈گاهآن ،يك ماتريس نرمال باشدA به طور يكاني قطري شدني 

nUيعني يك ماتريس يكاني .است M∈ وجود دارد كهU AU D
∗ يك ماتريس قطري است Dو =

  .درايه هاي روي قطر اصلي آن مقادير ويژه است بطوريكه

  .تعريف يك تابع از ماتريس هاي نرمال را آسان مي كند ،قضيه طيفي

يك ماتريس قطري با درايه هاي روي قطراصلي  D مختلط باشد و يك تابعf اگر  .10.2.1تعريف

1,...,nλ λ ،آنگاه باشد( )f D     يك ماتريس قطري بـا درايـه هـاي روي قطـر اصـلي
1( ) ,..., ( )nf fλ λ 

Aاگر  .است Q DQ
.، آنگاه =∗ ( ) ( )f A Qf D Q

∗=  

nAبـراي هـر مـاتريس    .11.2.1قضيه M∈،   سـري
2

... ...
2! !

n
A A A

e I A
n

= + + + + . همگراسـت  +

)1معكوس پذير است و Aeماتريس   )A A
e e

− −=.  

  

Aيك تجزيه منحصر بفـرد  ،Aهر ماتريس معكوس پذير .QR( 12.2.1تجزيه(قضيه  QR=  دارد

  .يكاني است Qمثلثي و بالا Rبطوريكه
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شود اگر به ازاي هرمثبت يا نيمه معين مثبت گفته مي ،Aيك عملگر هرميتي .13.2.1تعريف 

x H∈داشته باشيم ،*. 0x A x 0Aنمادگذاري ≤ يك عملگر مثبت  Aبه اين معني است كه ،≤

0xاگر به ازاي هر. است 0xداشته باشيم  ≠ A x
∗ معين مثبت يا اكيدا  Aدر اينصورت گوييم ،<

0Aمثبت است و نمادگذاري  ، اكيدا مثبت است اگر و يك عملگر مثبت. بريمرا براي آن بكار مي <

A  ،Aبراي هرعملگر دلخواه  .فقط اگر معكوس پذير باشد A∗  هميشه مثبت است و ريشه منحصر به

در واقع. شودنشان داده مي Aفرد مثبت آن با نماد 
1

2( )A A A∗=.  

  

شــود و هميشــه آن هــا بــه صــورت  گفتــه مــيAمقــادير تكــين Aمقــادير ويــژه  .14.2.1تعريــف

ــي ــي  نزول ــب م ــذاري   مرت ــاد گ ــوند و نم ش
1 2( ) ( ) ....... ( )nS A S A S A≥ ≥ ــه    ≤ ــا ب ــراي آن ه ب

  .شودميبرده كار

  

Aمــي توانــد بــه صــورت  Aعملگــرهر .15.2.1قضــيه  UP=تجزيــه شــود بــه طوريكــهU  يكــاني

Pمنحصــر بـه فــرد اسـت و   pدر ايـن تجزيــه قسـمت مثبـت    .مثبـت اســت Pاسـت و  A= . قســمت

ــاني ــر      Uيك ــرد اســت اگ ــه ف ــوس پــذير باشــد   Aمنحصــر ب ــه را تجزيــه قطبــي    ،معك ــن تجزي           1اي

   .گويندمي

  

Reرا مي توان به صورت مجموع Aعملگرهر .16.2.1قضيه ImA A i A= طوريكـه ب تجزيه كرد+

Re
2

A A
A

∗+
و=

*

Im
2

A A
A

i

−
ســمت هــاي بــه ق Aعملگــر  2دكــارتيايــن تجزيــه را تجزيــه . =

Imو  ReAعملگرهاي. حقيقي و موهومي آن گويند A هر دو هرميتي هستند. 

 

  

  

                                                           
1
Polar  decomposition 

2
 Cartesian  decompposision 
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 : به صورت زير تعريف مي شود Aنرم عملگر .17.2.1تعريف

1

sup
x

A A x
=

= 

  

  :داريم  Aبراي هر عملگر

1

sup ,
x y

A y Ax
= =

=  

  آنگاه باشد، هرميتي Aاگر

1

sup ,
x

A x Ax
=

=  

   :داريم  Aبراي هر عملگر
1

2
1( )A s A A A∗= =  

  : داريم است نرمال Aوقتي

}jλيك مقدار ويژهA  استmax{ :jA λ=  

يــا نــرم   3شــود آن را نــرم عملگــرهــايي كــه بعــداً در نظــر گرفتــه مــيبــراي تشــخيص ايــن نــرم از نــرم

  .نامند مي  4مقيد

اگر. 18.2.1 تعريف
ija درايه هاي ماتريس متناظرA  باشند، آنگاه  

2 1

2

2
, 1

( )
n

ij

i j

A a
=

= ∑  

  .نامنداين نرم را فروبنيوس نرم مي

  
 

  

  

                                                           
3
 Operator  norm 

4
 Bound  norm 
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و Aبراي هر دو نرم . 19.2.1تعريف
2

A به ازاي هر وU وV  يكاني داريم: 

2 2
,A U AV A U AV= =  

  .شودگفته ميبه اين خاصيت پايائي يكاني 

و  Aبــراي نــرم هــاي .هــم ارز هســتند هــر دو نــرم روي فضــاهاي بــا بعــد متنــاهي .20.2.1قضــيه

2
A  داريم:  

  
1

2

2
A A n A≤ ≤  

1Aاگر .21.2.1قضيه I گاهآن ،≥ A− معكوس پذير است و سري  
1 2( ) .....I A I A A−− = + + +  

   .نامندمي  5اين سري را سري نيومن .همگراست

  

 Hدر xگاه اين حقيقت كـه هـر بـردار   آن ،باشد Hفضاهاي متمم متعامد از فضاي زير Nو Mاگر 

xيــك نمــايش منحصــر بــه فــرد  u v= uبطوريكــهدارد  + M∈  و v N∈  نتيجــه مــي دهــدH بــا

M N⊕،در اينصورت مي توان نوشت يكريخت استH M N= Hاگر. ⊕ M N= آنگـاه مـي   ، ⊕

ــوان  ــوكي   Aتـ ــاتريس بلـ ــورت مـ ــه صـ رابـ
B C

A
D E

 
=  
 

ــه   ــه طوريكـ ــت بـ )نوشـ )B L M∈ و

( , )C L N M∈.  

  

xهـر  گـاه بـه ازاي  پايا گوييم هر Aرا تحت Hاز فضاي Mزير فضاي. 22.2.1تعريف M∈  داشـته

Axباشيم M∈ .اگر زير فضايM تحتA 0گاه در نمايش ماتريسـي بلـوكي  آن ،پايا باشدD اگـر  . =

را  M،Aشـود گاه گفته مـي آن ،پايا باشند A تحت Nو فضاي متمم متعامد آن يعني فضاي M فضاي

 Aشودكه عملگرگفته مي دراينصورت. هر دو برابر صفر است Dو Cدر اين حالت. كاهش مي دهد

Aاست و به صورت  Bو Eبرابر مجموع مستقيم B E=    .نوشته مي شود ⊕

  

                                                           
5
Neumann  series 
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1اگر .23.2.1قضيه 2A A A= 1در اينصورت، ⊕ 2. max ( , )A A A=  

)ماتريس  ) ( )i jA t a t =   بعي از پارامترعدديا كه درايه هاي آن توt انتگرالپـذير و  پيوسـته  را هستند ،

پيوسته ، انتگرالپذير ً متناظرا tگوييم هرگاه تمام درايه هاي اين ماتريس نسبت بهtمشتق پذير نسبت به

)گيري از ماتريسبراي مشتق .و مشتق پذير باشند )A t ها نسبت بهازتك تك درايهt گيـريم  مشتق مي

)گيري از ماتريسهمچنين براي انتگرال و )A t  بـه  هـا نسـبت  ازتك تك درايـهt   گيـريم انتگـرال مـي. 

هـايي از ايـن مطلـب آورده    در زير مثال. آورده شده است ]10[جزييات بيشتر مربوط به اين مطلب در 

  .شده است

  

  .24.2.1مثال

) ( )

) ( )

) ( ) .

At At At

isA is A is A is A

d
i e Ae e A

dt

d
ii At B A

dt

iii i e AX XA e ds e X e
− −

= =

+ =

− = −∫

 

  

به صورت ماتريس  B و Aدو ماتريس 7يا حاصلضرب هادامارد  6حاصلضرب شور .25.2.1 تعريف

A OB  تعريف مي شود كه درايه( , )i j آن به صورت
ij ija b است.   

  
 

  تعاريف مقدماتي يكنواي عملگري و نتايج و قضاياي مربوط به آن 3.1

ــرض ــد ف ــازه    fكني ــده روي ب ــف ش ــي تعري ــابع حقيق ــك ت ــد Iي ــر. باش اگ
1( ,..., )nD diag λ λ=

كه درايـــه هـــاي قطـــريمـــاتريس قطـــري باشـــد يـــك
jλآن در I ،تعريـــف نصـــورت ايدر اســـت     

)1 كنــيممــي ) ( ( ),..., ( ))nf D diag f fλ λ=. اگــرA      ــاتريس هرميتــي باشــد كــه مقــادير يــك م

ــژه وي
j

λآن درI ــد ــاه آن، باش ــاني گ ــاتريس يك ــك م ــود دارد  Uي ــهبوج Aطوريك UDU
Dو =∗

                                                           
6
 Schur  product 

7
 Hadamard  product 
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ــت    ــري اس ــاتريس قط ــك م ــورت  .ي ــيم  در اينص ــي كن ــف م .تعري ( ) ( )f A U f D U
ــه ايــن   =∗ ب

)روش مــي تــوان )f A   ــراي همــه مــاتريس هــاي هرميتــي كــه مقــادير ويــژه آن هــا در  هســتند Iرا ب

هــايي حقيقــي هســتند  ، تــابعدرنظرگرفتــه شــده توابــع كــه اســتهميشــه فــرض بــراين . ردتعريــف كــ

هــا روي مــاتريس هــاي هرميتــي نيــز بــه همــين يــك بــازه تعريــف شــده انــد و بســط آن كــه بــر روي

Aنمــاد گــذاري .اســت كــه ذكــر شــد يروشــ B≤  ــه ايــن مفهــوم بــه كــار مــي بــريم كــه  Bو Aرا ب

0Bهرميتي هستند و  A− ≥.  

       شــود اگــر نســبت بــه گفتــه مــيnيكنــواي ماتريســي از مرتبــه fحقيقــي يــك تــابع .1.3.1تعريــف

nماتريس هاي هرميتي از مرتبه n× يعني اگر  .يكنوا باشدA B≤،  نتيجه بگيريم كه. ( ) ( )f A f B≤  

  

يكنـواي   fگـوييم باشـد،آنگاه مـي   nيكنواي ماتريسي از مرتبه n،fاگر به ازاي هر .2.3.1تعريف

يكنـواي عملگـري باشـند و    gوf اگـر توان ديدكه به راحتي مي .است يا يكنواي عملگري ماتريسي

,α β اعداد حقيقي مثبتي باشند، آنگاهf gα β+  اگر .يكنواي عملگري استنيزnf  يكنواي عملگري

)باشد و ) ( )nf x f x→آنگاه ،f نيز يكنواي عملگري است.  

)تابع. 3.3.1مثال )f t tα β= β,0يكنواي عملگري است براي هر+ α≥ ∈�. 

)2تابع .4.3.1مثال )f t t=0]روي, به عبارت ديگر ماتريس هاي مثبـت . يكنواي عملگري نيست ∞(

A وB  وجود دارند به طوريكهB A−     ا 2مثبـت اسـت امـ 2
B A−   بـراي مشـاهده ايـن    . مثبـت نيسـت

موضوع ماتريسهاي
1 1

1 1
A

 
=  
 

و 
2 1

1 1
B

 
=  
 

دهدكـه هرتـابع   نشان مـي  مثالاين  .بگيريدرا در نظر 

  .باشد لزوماً يكنواي عملگري نيست حقيقي كه يكنوا

1تابع  .5.3.1مثال
( )f t

t

−
,0)روي=   .يكنواي عملگري است∞(

)تابع. 6.3.1قضيه ) r
f t t= 0]روي, 0براي ∞( 1r≤   .يكنواي عملگري است≥

از طرفـي چـون تـابع   . تركيب دو تابع يكنواي عملگـري يـك تـابع يكنـواي عملگـري اسـت       :اثبات 
1

( )f t
t

−
)بنـابراين تـابع    ،يكنواي عملگري اسـت = )

1

t
f t

t
=

+
,0)روي بـازه   يكنـواي عملگـري   ∞(
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)تابع  〈0λهمچنين براي هر. است )
t

f t
tλ

=
+

,0)روي بازه   انتگرال زير .عملگري استيكنواي ∞(

  . داريم را
1

0

cos , 0 1
1

r

d c r r
λ

λ π π
λ

∞ −

= ≤ ≤
+∫  

0tآوريم كه به ازاي هر بايك تغييرمتغير فرمول زير را به دست مي 0و  ≤ 1r≤   .برقرار است ≥

1

0

sinr rr t
t d

t

π
λ λ

π λ

∞
−=

+∫  

)توان به صورت اين فرمول را مي )
0

r t
t d

t
µ λ

λ

∞

=
يـك انـدازه مثبـت روي   µنوشـت بطوريكـه    ∫+

(0, ) حال با توجه به اينكه تـابع . است∞( )
t

f t
tλ

=
+

در اينصـورت تـابع   ،يكنـواي عملگـري اسـت   

( )
r

f t t=  0)روي بازه, 0براي  ∞( 1r≤   □.يكنواي عملگري است≥
  

  

  .داردزير انتگرالي به فرم  نمايشگاه نتابع يكنواي عملگري باشد، آيك  fاگر كه ادتوان نشان دمي
0

2

1
( ) ( ) ( )

1
f t t d

t

λ
α β µ λ

λ λ
−∞

= + + −
− +∫  

  با يك تغير متغير اين رابطه را مي توان به صورت .استبيان شده   ]144،صفحه 1[در اين مطلب

2

0

1 1
( ) ( ) ( )

1
f t t d

t
α β µ λ

λ λ

∞

= + + −
+ +∫  

αهنوشت به طوريك 0βو �∋ ,0)يك اندازه مثبت روي µو ≤   واست  ∞(

2

0

1
( )

1
d µ λ

λ

∞

< ∞
+∫
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نيمـه   Bمعـين مثبـت و   Aماتريس هاي هرميتي باشند و فـرض كنيـد   Bو Aكنيدفرض .8.3.1قضيه

Aگاهآن.دنمثبت باشمعين  B≥،  1اگر وفقط اگر. ( ) 1P B A
− ≤  

  

Aگاهآن .معين مثبت باشند Bو Aكنيد فرض .9.3.1قضيه B≥،  1اگر وفقط اگر 1
B A

− −≥.  

 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  


