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مقدمه
و ͳمعرف پایان�نامه این در ما هدف است. ریشه سیستم مفهوم ͳل جبر در مهم مباحث از ͳ΋ی

و است ͳتوسیع آفین ͳموضع طور به ریشه سیستم نام به ریشه سیستم�های از ͳخاص نوع طبقه�بندی

کنیم. بیان ͳل جبر با را ریشه سیستم نوع این ارتباط داریم قصد نهایت در

کنیم. بیان را ریشه سیستم�های پیشینه از ͳمطالب است لازم چیز هر از قبل اما

هرگاه م�ͳنامیم، تحویل�ناپذیر ͳمتناه ریشه یΈسیستم را (V, (·, ·) ,R) ͳتای سه تعریف١.٠.٠.

که: طوری به باشد (·, ·) مثبت معین ͳخط دو فرم Έی به مجهز و ͳاقلیدس فضای Έی V

آورد، پدید را V ،R و 0 /∈ R (A1

،⟨α, β⟩ := ٢(α,β)
(β,β)

∈ Z ،α, β ∈ R ͳتمام برای (A2

،σα (β) := β − ⟨β, α⟩α ∈ R ،α, β ∈ R ͳتمام برای (A3

ͳغیرته زیرمجموعه دو اجتماع صورت به نتوان را R که معنا این به باشد، تحویل�ناپذیر R (A4

نوشت. R از متعامد و هم از جدا

تحویل�ناپذیر ͳمتناه ریشه سیستم تعمیم بر ͳمبن نظریه�ای [١٨] مرج΄ در سائیتو ١٩٨٩ سال در

داد. تعمیم R روی ͳکل برداری فضای Έی به را V ͳمتناه بعد از ͳاقلیدس فضای او داد. ارائه

اصل به�علاوه نبود. مثبت معین لزوما که کرد ͳمعرف گونه�ای به را فضا این به مربوط فرم هم�چنین

جمله با را (A1)

ج



مقدمه

آورد، پدید را V ،R و (α, α) ̸= 0 ،α ∈ R ازای به

داریم، α ̸= 0 که ͳاقلیدس فضای در چراکه است، ͳطبیع تغییر این البته کرد. جایΎزین

کرد. اضافه قبل اصول به نیز را زیر صورت به دیΎر اصل دو سائیتو .(α, α) ̸= 0

ͳجمع Q(R)زیرگروه (اگر است کامل یΈشب΋ه ،V Rدر توسط شده تولید ͳجمع زیرگروه (A5

،(R⊗Q(R) ≃ V آن�گاه باشد، R توسط شده تولید

است. ͳمتناه V رادی΋ال بعد هم (A6

نامید. ͳتوسیع آفین ریشه یΈسیستم را ریشه�ای سیستم چنین او

است، شده بیان ͳتوسیع آفین ریشه سیستم Έی برای ͳمتفاوت مفهوم که م�ͳبینیم [١] مرج΄ در

که کنیم توجه دارد. وجود مفهوم دو این بین ͳطبیع تناظری که داد نشان [٣] مرج΄ در اعظم اما

Έی از سائیتو اصول مرج΄ این در ͳیوش است. شده انتخاب [٢١] مرج΄ از پایان�نامه این مطالب

تعریف در V ͳاقلیدس فضای او آورد. به�دست ͳخوب نتای; و داد بسط را ͳتوسیع آفین ریشه سیستم

وجود مثبت معین فرم Έی آن روی بر که Q روی ͳنامتناه بعد از برداری فضای Έی به را ١.٠.٠

ͳمعرف را ریشه�ای سیستم�های ناپذیر، تحویل ͳمتناه ریشه سیستم مفهوم تعمیم با و داد تغییر دارد،

است. ͳمتناه ͳموضع طور به ریشه سیستم�های نام به شده�ای شناخته ریشه سیستم�های شامل که کرد

اصل با را (A5) اصل او هم�چنین

است، آزاد ⟨R⟩ (A7

کرد. جایΎزین

سیستم�های طبقه�بندی و ͳمعرف به اولیه تعاریف از ͳبرخ بیان از بعد پایان�نامه این اول فصل در

بخش�های مهم�ترین از ͳ΋ی که دوم فصل از اول بخش در م�ͳپردازیم. ͳمتناه ͳموضع طور به ریشه

Έی ͳط در سپس م�ͳشود. ͳمعرف ͳتوسیع آفین ͳموضع طور به ریشه سیستم�های است، پایان�نامه

طبقه�بندی را ͳتوسیع آفین ͳموضع طور به ریشه سیستم�های است، پایان�نامه ͳاصل قضیه که قضیه،

مثل ͳتوسیع آفین ͳموضع طور به ریشه سیستم دو میان روابط از ͳبرخ هم�چنین کرد. خواهیم

ͳبررس مورد را زمینه این در ͳقضایای و م�ͳکنیم بیان دوم فصل از دوم بخش در را تشابه و ͳریخت΋ی

د



مقدمه

آفین ͳموضع طور به ریشه سیستم�های از ͳخاص حالت� فصل این ͳپایان بخش در داد. خواهیم قرار

م�ͳکنیم. ͳبررس را ͳتوسیع

با سپس و پرداخته� ͳشدن ش΋افته ͳموضع طور به ساده ͳل جبرهای ͳمعرف به ابتدا سوم، فصل در

جبرهای هم�چنین و ͳپیچش غیر و ͳپیچش ,G)-حلقوی τ)جبرهای مفهوم ͳجبرهای چنین از استفاده

مهم مباحث از ͳ΋ی م�ͳکنیم. بیان را ͳپیچش غیر و ͳپیچش ,G)-حلقوی τ) ͳمتناه ͳموضع طور به

به ریشه سیستم�های با آن� ارتباط ͳبررس و ͳتوسیع آفین ͳموضع طور به ͳل جبر ͳمعرف فصل این در

م�ͳشود. بیان فصل این آخر قسمت در که است ͳتوسیع آفین ͳموضع طور

ه�



١ فصل

اولیه مفاهیم

ͳخط جبر ١.١

است، نیاز مورد بعدی فصل�های در که ͳجبرخط مورد در تعاریف از ͳبرخ بیان به بخش این در

م�ͳپردازیم.

ͳاشتΎن V بر ͳخط دو فرم باشد، F میدان روی برداری یΈفضای V �کنیم فرض تعریف١.١.١.

چون

(·, ·) : V × V −→ F

کند: صدق زیر شرایط در v, v١, v٢, u, u١, u٢ ∈ V هر و a, b ∈ F هر ازای به که است،

١. (au١ + bu٢, v) = a(u١, v) + b(u٢, v)

٢. (u, av١ + bv٢) = a(u, v١) + b(u, v٢).

هم�چنین

گوییم. متقارن را (·, ·) فرم ،(v, w) = (w, v) ،v, w ∈ V هر ازای به اگر الف)

١



٢ اولیه مفاهیم .١ فصل

،v ∈ V صفر غیر بردار هر ازای به و باشد ͳحقیق اعداد میدان یا گویا اعداد میدان F اگر ب)

م�ͳگوییم. مثبت معین را (·, ·) فرم باشد، (v, v) > 0

،v ∈ V ازای به باشد. V روی متقارن ͳخط دو فرم Έی (·, ·) کنیم فرض .٢.١.١ تعریف

ͳخط Έتابع

Tv : V −→ F

w 7−→ (v, w)

ͳخط تبدیل و

L : V −→ V ∗

v 7−→ Tv

ͳیعن L نΎاشت هسته م�ͳگیریم، نظر در را

V ⊥ := {v ∈ V : (v, w) = 0,∀w ∈ V }

گوییم. ناتباهیده را (·, ·) فرم ،V ⊥ = {0} اگر علاوه به م�ͳنامیم. (·, ·) فرم رادی΋ال را



٣ اولیه مفاهیم .١ فصل

ͳل جبر ٢.١

است، نیاز مورد بعدی فصل�های در که ͳل جبر مورد در تعاریف از ͳبرخ بیان به بخش این در

م�ͳپردازیم.

Aمجهز برداری فضای اگر م�ͳگیریم. نظر در F میدان روی را A برداری فضای تعریف١.٢.١.

ͳدوتای عمل به

· : A×A −→ A

(a, b) 7−→ a · b (a, b ∈ A)

،a, b, c ∈ A و r ∈ F هر ازای به که، باشد چنان

(ra+ b) · c = ra · c+ b · c, c · (ra+ b) = rc · a+ c · b

باشیم داشته a, b, c ∈ A ازای به اگر به�علاوه م�ͳنامیم. F میدان روی جبر Έی را (A, .)

a · (b · c) = (a · b) · c

گوییم. شرکت�پذیر را (A, .) جبر

ͳل جبر Έی را G باشد، جبر Έی [·, ·] ͳدوخط ضرب با همراه G کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف

هرگاه م�ͳنامیم

،[x, x] = 0 ،x ∈ G هر ازای به -١

باشیم داشته x, y, z ∈ G هر ازای به -٢

[[x, y] , z] + [[z, x] , y] + [[y, z] , x] = 0 (ͳژاکوب (اتحاد .

م�ͳدهیم قرار ،x, y ∈ A هر برای م�ͳگیریم. نظر در را A شرکت�پذیر جبر .٣.٢.١ مثال

: زیرا است، ͳل جبر Έی ͳدوتای عمل این با همرا A جبر .[x, y] := xy − yx



۴ اولیه مفاهیم .١ فصل

است. [x, x] = xx− xx = 0 ،x ∈ A هر برای -١

است. برقرار نیز ͳژاکوب اتحاد است، شرکت�پذیر جبر Έی A چون -٢

x, y, z ∈ A هر برای واق΄ در

[[x, y] , z] + [[z, x] , y] + [[y, z] , x] = [xy − yx, z] + [zx− xz, y] + [yz − zy, x]

= (xy)z− (yx)z− z(xy)+ z(yx)+(zx)y− (xz)y

−y(zx)+y(xz)+(yz)x− (zy)xx(yz)+x(zy) = 0

م�ͳدهیم. نمایش [A] نماد با را ͳل جبر چنین

.[x, y] ∈ K ،x, y ∈ K هر برای هرگاه Aم�ͳنامیم، از ͳل جبر زیر Έی Aرا از K زیرفضای Έی

است. ͳل جبر Έی خود A از زیرجبر هر وضوح به

شامل ،End(V ) شرکت�پذیر جبر باشد، F میدان روی برداری یΈفضای V اگر تعریف٢.١.۴.

عمل با همراه ،V برداری فضای روی ͳخط تبدیلات کلیه�ی

[f, g] = f ◦ g − g ◦ f, f, g ∈ End(V )

م�ͳدهیم. نمایش gl(V ) نماد با را آن که است ͳل جبر Έی

قرار G ͳل جبر از J و I زیرفضاهای برای باشد. ͳل جبر Έی G کنیم فرض .۵.٢.١ تعریف

م�ͳدهیم

[I, J ] := spanF{ [x, y] : x ∈ I, y ∈ J },

م�ͳکنیم تعریف n ∈ N \ {0} برای و

G١ := G, Gn+١ := [G,Gn], n ≥ 1.

.G٢ = G هرگاه گوییم کامل را آن و G٢ = {0} هرگاه نامیم، ͳآبل را G ͳل جبر الف)

.Gn = {0} که باشد موجود چنان n مثبت عدد هرگاه نامیم، پوچ�توان را G ͳل جبر ب)

نباشد. ͳآبل G و بوده G و {0} ایده�آل�هایش، تنها هرگاه نامیم، ساده را G ͳل جبر ج)



۵ اولیه مفاهیم .١ فصل

که NG(H) = H هرگاه، نامیم کارتان زیرجبر Έی را G ͳل جبر از H پوچ�توان زیرجبر و)

است. NG(H) := { x ∈ G : [x,H] ⊆ H }

θ : G١ −→ G٢ نΎاشت باشند، F میدان روی ͳل جبر دو G٢ و G١ کنیم فرض تعریف٢.١.۶.

.θ[x, y] = [θx, θy] ،x, y ∈ G١ هر برای و ͳخط θ اگر م�ͳشود نامیده ͳل جبرهای ͳهمریختΈی

تعریف معمول به�طور ͳخودریخت و ͳدرون�ریخت ،ͳریخت΋ی ،ͳبروریخت ،ͳریخت΋ت هم�چون ͳمفاهیم

م�ͳشوند.

م�ͳکنیم تعریف x ∈ G برای و م�ͳگیریم نظر در را G ͳل جبر .٧.٢.١ مثال

adGx : G −→ G

y 7−→ [x, y], (y ∈ G)

این�صورت در

adG : G −→ [End(G)]

x 7−→ adGx, (x ∈ G)

م�ͳباشد. ͳل جبرهای از ͳهمریخت Έی

م�ͳگیریم. نظر در را F میدان روی بر V برداری فضای و G ͳل جبر تعریف٨.٢.١.

ش΋ل به ͳل جبرهای ͳهمریخت Έی V برداری فضای روی بر G ͳل جبر از یΈنمایش الف)

π : G −→ [End(V )]

ازای به که م�ͳباشد چنان End(V ) به G از ͳخط تبدیل Έی روی π اثر دیΎر عبارت به م�ͳباشد.

باشیم داشته v ∈ V و x, y ∈ G هر

π([x, y])(v) = π(x)π(y)(v)− π(y)π(x)(v).



۶ اولیه مفاهیم .١ فصل

عمل هرگاه نامیم، چپ مدول −G Έی را V برداری فضای ب)

· : G × V −→ V

(x, v) 7−→ x · v, (x ∈ G, v ∈ V )

باشد: موجود زیر ویژگ�ͳهای با

باشد. ͳخط مؤلفه�اش دو هر به نسبت فوق نΎاشت .١

باشیم داشته v ∈ V و x, y ∈ G هر ازای به .٢

[x, y] · v = x · (y · v)− y · (x · v).

پایا V مدول −G عمل به Wنسبت هرگاه نامیم، V یΈزیرمدول را V Wاز زیرفضای ج)

باشد. x · w ∈ W ،x ∈ G و w ∈ W هر ازای به ͳیعن باشد

باشند. V زیرمدول�های تنها V و {0} هرگاه نامیم، ناپذیر تحویل را V چپ مدول −G د)

است. مدول −G Έی V گوییم ͳراحت برای باشد، چپ مدول −G Έی V برداری فضای هرگاه

م�ͳگیریم. نظر در را F میدان روی V برداری فضای و G ͳل جبر

تعریف x ∈ G برای باشد. مدول Έی · : G × V −→ V عمل با همراه V کنیم فرض •

م�ͳکنیم

π(x) : V −→ V

v 7−→ x · v, (v ∈ V )

صورت این در

π : G −→ [End(V )]

x 7−→ π(x), (x ∈ G)

است. G ͳل جبر از نمایش Έی



٧ اولیه مفاهیم .١ فصل

فضای روی بر G ͳل جبر از نمایش Έی π : G −→ [End(V )] ͳهمریخت کنیم فرض •

هر ازای به که · : G × V −→ V عمل با همراه V که م�ͳشود دیده ͳراحت به باشد. V

است. مدول −G Έی x · v := π(x)(v) ،v ∈ V و x ∈ G

و F میدان روی بر برداری فضای Έی V ،ͳآبل ͳل جبر Έی H کنیم فرض .٩.٢.١ تعریف

را λ ∈ H∗ ͳخط Έتابع باشد. V فضای روی بر H از نمایش Έی π : H −→ [End(V )]

هر برای اگر نامیم، (H به (وابسته λ وزن از ͳوزن بردار Έی را v ∈ V بردار م�ͳگیریم. نظر در

باشیم داشته h ∈ H

π(h)v = λ(h)v.

م�ͳکنیم تعریف زیر ش΋ل به را V λ(H) ͳوزن فضای −λ ،λ ∈ H∗ هر ازای به

V λ(H) := { v ∈ V : (∀h ∈ H) π(h)v = λ(h)(v) }.

نماد از باشد، مشخص H ͳل جبر که ͳزمان است. V از مدول زیر −H Έی V λ(H) وضوح به

π : H −→ [End(V )] و ͳآبل ͳل HیΈجبر فرضکنید م�ͳکنیم. استفاده V λ(H) جای به V λ

فضاهای یΈتجزیه دارای V H−مدول گوییم ،V =
⊕

λ∈H∗ V λ اگر Hباشد. از نمایش Έی

و H به وابسته V از وزن Έی را V λ ̸= {0} آن ازای به که λ ∈ H∗ ͳخط Έتابع است. ͳوزن

م�ͳنامیم. متناظر ͳوزن سیستم را ͳخط تابع�Έهای چنین مجموعه�ی و π

گوییم باشد، V برداری فضای روی ͳخط تبدیل Έی T : V −→ V هرگاه تعریف١٠.٢.١.

باشد داشته وجود V برای پایه�ای هرگاه است ͳشدن قطری برداری فضای این روی T ͳخط تبدیل

که طوری است موجود Λ ⊆ F صورت این در باشد. T برای ویژه بردار Έی آن بردار هر که

V =
⊕
λ∈Λ

V λ, V λ = { v ∈ V : (T − λ١)(v) = 0 }. (λ ∈ Λ)

ͳشدن قطری ͳخط تبدیلات از خانواده�ای { Ti : V −→ V : i ∈ I } کنیم فرض به�علاوه

وجود V برای پایه�ای هرگاه گوییم، ͳشدن قطری هم�زمان را ͳخط تبدیلات از خانواده این باشد،
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این در باشد. i ∈ I ،Ti ͳخط تبدیلات از Έی هر برای ویژه بردار Έی آن بردار هر که باشد داشته

،λ = (λi)i∈I ∈ FI برای که ͳجای ،V =
⊕

λ∈Λ V
λ که است موجود Λ ⊆ FI صورت

V λ = { v ∈ V : (∀i ∈ I) (Ti − λi١)(v) = 0 }.

ͳآبل H زیرجبر اگر نامیم کارتان زیرجبر Έی را G ͳل جبر از H ͳآبل زیرجبر تعریف١١.٢.١.

صورت این در باشند. ͳشدن قطری هم�زمان h ∈ H برای adGh درون�ریخت�ͳهای و باشد بیشین

که است موجود ∆ ⊆ H∗ \ {0} و CG(H) = {x ∈ G : [x,H] = 0} که CG(H) = H

G = H +
∑
α∈∆

Gα,

،α ∈ H∗ برای جای�ͳکه

Gα := { x ∈ G : [h, x] = α(h)x, h ∈ H ازای ,{به

.Gα ̸= {0} ،α ∈ ∆ برای و

ش΋افته کارتان زیرجبر به نسبت G ͳل جبر برای ریشه�ای یΈتجزیه�ی را تجزیه�ای چنین الف)

م�ͳنامیم. H ͳشدن

م�ͳنامیم. ریشه بردارهای را عناصرش و ریشه فضاهای را α ∈ ∆ برای Gα زیرفضاهای ب)

نامیم. H و G به نظیر ریشه�ی سیستم را ∆ ج)

ساده به�طور (یا (G,H) جفت باشد، H ͳشدن ش΋افته کارتان زیرجبر Έی شامل G اگر د)

نامیم. ͳافته�شدن΋ش ͳل یΈجبر را (G

باشد. F میدان روی ͳمتناه بعد از ͳل جبر Έی G کنیم فرض تعریف١٢.٢.١.

ͳدوخط فرم الف)

µ : G × G −→ F

(x, y) 7−→ µ(x, y), (x, y ∈ G)

µ([x, y], z) = µ(x, [y, z]) ،x, y, z ∈ G هر ازای به اگر م�ͳگیریم. نظر در را G ͳل جبر روی

نامیم. پایا را µ فرم
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م�ͳکنیم تعریف x, y ∈ G ازای به ب)

κG(x, y) = tr(adGx adGy)

جبر با کیلینΊمتناظر فرم را κG است. G روی بر پایا متقارن ͳدوخط فرم Έی κG صورت این در

نامیم. G ͳل
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مستقیم اجتماع ٣.١

ͳل جبرهای از خانواده�ای مستقیم اجتماع تعریف به سپس و رسته تعریف به ابتدا بخش این در

م�ͳپردازیم.

باشد. برقرار زیر شرایط هرگاه م�ͳنامیم C رسته را اشیا از خانواده�ای تعریف١.٣.١.

نشان HomC(A,B) با را B به A از همریخت�ͳهای تمام مجموعه ،A,B ͳش دو هر برای (١

باشیم داشته ،(A,B) ̸= (C,D) که D و C,B,A ͳش چهار هر ازای به م�ͳدهیم،

،HomC(A,B) ∩HomC(C,D) = ∅

تاب΄ C و B,A ͳش سه هر برای (٢

· : HomC(B,C)×HomC(A,B) −→ HomC(A,C)

(g, f) 7−→ gf

که طوری به باشد داشته وجود

و g ∈ HomC(B,C) و f ∈ HomC(A,B) اگر D و C,B,A ͳش چهار برای الف)

،h(gf) = (hg)f آن�گاه ،h ∈ HomC(C,D)

f ∈ HomC(A,B) عضو برایهر که باشد موجود ١ ∈ HomC(A,A) Aعضو ͳش برایهر ب)

.١Ag = g و f١A = f ،g ∈ HomC(C,A) عضو هر و

جهت�دار مجموعه�ی Έی را ≼ ͳجزئ مرتب رابطه�ی Έی با همراه I مجموعه�ی تعریف٢.٣.١.

.j ≼ k و i ≼ k که، باشد موجود چنان k ∈ I ،i, j ∈ I هر برای اگر م�ͳنامیم،

از خانواده�ای {Mi}i∈I م�ͳکنیم فرض و م�ͳگیریم نظر در را C ملموس رسته�ی تعریف٣.٣.١.

،i ≼ j هر برای اگر است. شده گذاری اندیس I جهت�دار مجموعه�ی با که باشد رسته این اشیای

که باشد موجود چنان θij : Mi −→ Mj ریختار
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،θii = id ،i ∈ I هر برای .١

نمودار دیΎر عبارت به ،θjk ◦ θij = θik ،i ≼ j ≼ k برای .٢

Mi

θij //

θik

��=
==

==
==

==
==

==
= Mj

θjk

����
��
��
��
��
��
�

Mk

م�ͳنامیم. مستقیم یΈسیستم را ({Mi}i∈I , {θij}i,j∈I) آن�گاه باشد، ͳجابجای

Έی ({Mi}i∈I , {θij}i,j∈I) و جهت�دار مجموعه�ی Έی (I,≼) کنیم فرض .۴.٣.١ تعریف

کلاس با همراه M ͳش اگر باشد. C ملموس رسته�ی Έی از مستقیم سیستم

که باشد موجود چنان رسته این ریختارهای از { gi : Mi −→ M, i ∈ I }

نمودار دیΎر عبارت به ،gj ◦ θij = gi ،i ≼ j هر ازای به .١

Mi

θij //

gi

��=
==

==
==

==
==

==
= Mj

gj

����
��
��
��
��
��
��

Mij

باشد، ͳجابجای

برای که ͳاشت�هایΎن از { fi : Mi −→ X : i ∈ I } کلاس با همراه X ͳش هر برای .٢

که باشد موجود چنان ψ : M −→ X یΎانه�ی نΎاشت ،fj ◦ θij = fi ،i ≼ j هر
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نمودار دیΎر عبارت به ،ψ ◦ gi = fi

Mi

θij //

gi

&&NN
NNN

NNN
NNN

NNN
NNN

NNN
NNN

NNN
NN

fi

��=
==
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==
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Mj
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M

ψ

��
X

و م�ͳنامیم ({Mi}i∈I , {θij}i,j∈I) مستقیم سیستم مستقیم حد را M آن�گاه باشد، ͳجابجای

.M = lim
−→
i∈I

Mi م�ͳنویسیم

از مستقیم سیستم Έی ({Gi}i∈I , {θij}i,j∈I) و ͳل جبر Έی G کنیم فرض .۵.٣.١ مثال

است. شمول نΎاشت θij : Gi ↪→ Gj ،i, j ∈ I برای که، باشند چنان G از Gi زیرجبرهای

صورت این در

lim
−→
i∈I

Gi =
∑
i∈I

Gi =
∪
i∈I

Gi,

است. {Gi}i∈I مستقیم اجتماع G گوییم ،G =
∪
i∈I Gi اگر حالت این در
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ͳمتناه ͳموضع طور به ریشه سیستم ۴.١

بپردازیم. ͳمتناه ͳموضع طور به ریشه سیستم�های ͳمعرف به داریم قصد بخش این در

دو فرم Έی به مجهز ،Q میدان روی ͳنابدیه برداری فضای Έی V کنیم فرض تعریف١.۴.١.

مثبت معین و متقارن ،ͳخط

(·, ·) : V × V −→ Q

ͳخودریخت ،α ∈ V ازای به این�صورت در باشد.

σα : V −→ V

β 7−→ β − ٢ (β, α)
(α, α)

α

م�ͳنامیم: V یΈانع΋اساز را

.(σα(β), σα(γ)) = (β, γ) ،β, γ ∈ V ازای به ضمن، در

م�ͳنامیم، ͳمتناه ͳموضع طور به ریشه سیستم Έی را (V, (·, ·) ,R) ͳتای سه .٢.۴.١ تعریف

(·, ·) مثبت معین ͳخط دو فرم Έی به مجهز و Q میدان روی ͳنابدیه برداری فضای Έی V هرگاه

که: طوری به باشد

R∩W ، W مثل V ͳمتناه بعد از برداری زیرفضای هر ازای باشد(به ͳمتناه ͳموضع طور Rبه -١

باشد)، داشته ͳمتناه

کند، تولید را V,R -٢

،⟨α, β⟩ := ٢(α,β)
(β,β)

∈ Z ،α, β ∈ R ͳتمام -برای ٣

.σα (β) = β − ⟨β, α⟩α ∈ R ،α, β ∈ R ͳتمام -برای ۴

م�ͳنامیم. ͳمتناه ریشه یΈسیستم را (V, (·, ·) ,R) باشد، ͳمتناه بعد از V و ͳمتناهR هرگاه

سیستم Έی رتبه م�ͳشود. نامیده R رتبه�ی V برداری فضای بعد و آن از ریشه Έی R از عضو هر

م�ͳدهیم. نمایش rank(R) نماد با را R ͳمتناه ریشه


