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 چکیده

رٍش ّبی ًبپبراهتزی هتفبٍتی بزای اًجبم آسهَى فزض رٍی ضزائب رگزسیًَی ارائِ ضدُ است.در   

ایي پبیبى ًبهِ ابتدا هْوتزیي آًْب کِ اس ًتیجِ هقبیسبت سبیز آهبرداًبى بدست آهدُ است را هعزفی هی 

 (1002)جَى راستب َّ ٍکٌد. در ایي بْتز عول  ِسپس در جستجَی رٍضی ّستین کِ اس بقی  کٌین.

ُ بَد اصلاح ًوَدُ ٍ بب ضبیِ سبسی ًطبى دادًد کِ رٍش دارائِ ض 2991رٍش کٌدی را کِ در سبل 

 دارای خطبی ًَع اٍل کوتزی است. ،جَى هی ًبهین -کٌدی اصلاح ضدُ کِ هب آى را بِ ًبم رٍش َّ 

لاى کِ یک  -ٍش فزیدهي بطَری تئَری ٍ ضبیِ سبسی ًطبى داد کِ ر( 1001)اس طزف دیگز ضبدرخ 

هب در ایي پبیبى ًبهِ  دارای عولکزد بْتزی هی ببضد. ،رٍش ًسبتب بْتزی ًسبت بِ رٍش کٌدی است

ٍ ایي  لاى اًجبم دادین-جَى رٍی رٍش کٌدی اًجبم دادًد رٍی رٍش فزیدهي-ِ َّاصلاحبتی را ک

ًتیجِ گزفتین کِ بب  هقبیسِ کزدین ٍ جَى-َّلاى ٍ  -رٍش اصلاح ضدُ را بب خَد رٍش فزیدهي

 ٍ تَاى ببلاتزیلاى اصلاح ضدُ دارای خطبی ًَع اٍل کوتز -رٍش فزیدهيافشایص حجن ًوًَِ 

 است. جَى -ٍَّ  لاى -فزیدهيًسبت بِ رٍش 

 ضزیب رگزسیًَی  تعَیض پذیزی،  خطبی ًَع اٍل جبیگطتی،   آسهًَْبی جبیگطتی، ٍاصگبى کلیدی:
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 مقدمه

رگزسیًَی خطی بزقزار  هذلْبی درحبلتی کِ فزضْبی سیزبٌبئی بزای اًجبم آسهَى فزض رٍی ضزائب

اًجبم آسهًَْبی کلاسیک رٍی ضزائب رگزسیًَی پبسخی هطوئي بِ هب ًخَاّذ داد ٍ لذا  ،ًببشذ

گیزی  ًوًَِ ُآسهًَْبی دٍببر یک گزٍُ اس ایي آسهًَْب، ببیست اس رٍشْبی ًبپبراهتزی استفبدُ کزد. هی

ّذف ایي پبیبى ًبهِ هقبیسِ بزخی  کِ ببشٌذ هی جشئی اس ایي گزٍُ آسهًَْبی جبیگشتیّستٌذ کِ 

 ببشذ. هی آًْب اصلاح شذُبب رٍشْبی رٍشْبی آسهًَْبی جبیگشتی 

 اهب بِ علت ًیبس بِ هحبسببت سیبد .هعزفی شذتَسط فیشز 0391 حذٍد سبل  در آسهًَْبی جبیگشتی

تَجِ  بب ،بب سزعت ببلا در دستزس قزار گزفتتب ایٌکِ کبهپیَتزّبی  زار ًگزفت. تَجِ قچٌذاى هَرد  

 ْبی جبیگشتیّبی حقیقی بزقزار ًبَدًذ لذا آسهًَ ّبی سیزبٌبئی رٍی دادُ هَاقع فزض بِ ایٌکِ در اکثز

...قزار علَم آسهبیشگبّی ٍ رٍاًشٌبسی، ّبی اقتصبد، ٍ هَرد تَجِ هحققیي رشتِ ای یبفتِ جبیگبُ ٍیژُ

 .  گزفت

خطب ٍ آسهًَْبی هزبَط بِ  در رابطِ بب ٍ هعزفی شذُرگزسیَى خطی  هذلفصل اٍل ایي پبیبى ًبهِ در 

ٍ ًیش رٍشْبی اصلاح شذُ آًْب را هعزفی جبیگشتی هتفبٍت در فصل دٍم آسهًَْبی  آى هی پزداسد،

طبی ًَع اٍل هَرد اس دیذگبُ خ سبسی رٍشْبی هعزفی شذُ را بِ شیَُ شبیِدر فصل سَم  ،کٌین هی

دّین. هقبیسِ قزار هی
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 مقدمه

 ٍضاثت   وتاب زض اًگلیؿی زاًكوٌس( 1822-1911) 2گالتي فطاًؿیؽ تاض ًرؿتیي ضا 1ضگطؾیَى ٍاغُ   

 ضگطؾتیَى  هرتصتط  ؼَض تِ زاضین تٌا فصل ایي زض.،تْطاى،پیام ًَض(1383ثَزیاى،جَاز،)تْتطز  تىاض   ذَز

 ـ اظ حاصل 4ّای هاًسُ تطضؾی تِ ٍ تیاى ضا 3چٌسگاًِ ٍ ؾازُ ذؽی  ٍ تپتطزاظین  ضگطؾتیَى  ذتػ  تتطاظ

تتی  ٌِ ػلَم ظیؿتی یا تجطیآًْایی وِ زض ظه. زّین ًاپاضاهتطی آظهًَْای هَضز زض وَتاّی تؿیاض تَظیح

 لاتتل  اغلتة  آى ًتَع  یه زاضًستطذَضز  هتغیط ًَع زٍ تا وٌٌس هؼوَلا یا اجتواػی هؽالؼِ ٍ پػٍّف هی

 ٍلتی  وٌتتطل  لاتتل  هتغیتط  ًَع یه (ضٍظ تطحؿة) ًَظاز ؾي هثلا تاقس هیتصازفی  زیگط ًَع ٍ وٌتطل

ِ  هتغیطّا، گًَِ ایي هیاى ؾاظی هسل ٍ اضتثاغ وكف .تاقس هی تصازفی هتغیط( گطم تطحؿة) اٍ ٍظى  تت

 پػٍّكتْای  تتطای  آى، همتساض  زض هؤثط ػَاهل ی هؽالؼِ ٍ ٍاتؿتِ تصازفی هتغیط همساض تیٌی پیف هٌظَض

ِ  تیایتس  پتیف  حالتْتای  اؾت   هوىي الثتِ .زاضز ظطٍضت ػلوی ِ  ٍ 5هؿتتمل  هتغیتط  زٍ ّتط  وت  6ٍاتؿتت

ِ  هتغیط اؾ  هوىي ّوچٌیي پطزاظین، ًوی تساى پایاى ًاهِ ایي زض ها وِ تاقٌس تصازفی هتغیطّای  ٍاتؿتت

 هطتَغ تحث اظ ذاضج آى تِ پطزاذتي وِ گطزز هی 8ؾتیهَغل ضگطؾیَى تِ هٌجط وِ تاقس 7 ویفی هتغیط

   .تاقس هی ضؾالِ ایي تِ

  

                                                            
1 Regression 
2 Francis Galton                                         
3 Multi linear regression          
4 Residual 
5 Independent 
6 Dependent 
7 Qًualitative variable            
8 Logistic regression 
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 ضریب همبستگی 

َ   X ٍYتیي  1وٍَاضیاًؽ م زٍ هتغیتط تصتازفی   أهؼیاضی ػسزی اؾ  وِ تطای اًساظُ گیطی تغییتطات تت

 قَز: ضٍز ٍ تِ صَضت ظیط تؼطیف هی تىاض هی

Cov(X,Y)=E[(X-  )(Y-  )] =E(XY) -                                             ( 1-1 ) 

ٍ   Yّوطاُ تا همازیط تعضي Xتَاى گف  وِ اگط احتوال ضخ زازى همازیط تعضي  تؽَض قَْزی هی

وٌٌس،زض چٌیي  زض یه جْ  تغییط هی  X ٍYظیاز تاقس، Yّوطاُ تا همازیط وَچه X همازیط وَچه 

تا احتوال ظیازی هثث  یا هٌفی ذَاٌّس تَز، تِ  X-  ٍ(Y-  ))   ) اًحطافٍظؼیتی ّط زٍ همساض 

اهیس ضیاظی حاصلعطب  .زض ًتیجِ،تِ احتوال لَی هثث  اؾ  (  -Y)(  -X)ؼَضی وِ حاصلعطب 

  همازیط هثث  گطایف تِ تغییط زض جْ  ػىؽ ّن زاقتِ تاقٌس،  X ٍYاگط هثث  اؾ .اظ ؾَی زیگط،

(X-  ) هتٌاظط تا همازیط هٌفی  اغلة(Y-  ) حاصلعطب تِ احتوال  زض ًتیجِ قًَس ٍ تؼىؽ. هی

ٍ اهیس ضیاظی هٌفی ذَاّس تَز. تا تَجِ تِ هؽالة هصوَض ػلاه  ٍ همساض لَی هٌفی اؾ  

اؾ . ایي هؼیاض تِ ٍاحسّای اًساظُ گیطی   X ٍYوٍَاضیاًؽ ًكاى زٌّسُ جْ  ٍ هیعاى تؿتگی تیي 

X  ٍY ِوٌس وِ تؿتگی تِ  تیي زٍ هتغیط ضا اًساظُ گیطی هی تؿتگی زاضز تطای زاقتي هؼیاضی وِ ضاتؽ

وٌین وِ ایي هؼیاض  تمؿین هی وٍَاضیاًؽ ضا تط اًحطاف هؼیاض زٍ هتغیط ،ٍاحسّای هتغیطّا ًساقتِ تاقس

     ٍ تصَضت شیل هحاؾثِ هی ًوائین: ًاهین هی X  ٍYضا ظطیة ّوثؿتگی تیي 

   (   )  
   (   )

√   ( )   ( )
=

  

      
                                                          ( 1-2 )  

 تِ صَضت شیل اؾ :  گكتاٍضی آى وٌٌسُ وِ تطآٍضز

R=   /                1-3) ) 

       ∑(    ̅)(    ̅)    ̅̅ ̅̅   ̅  ̅

 

   

 

  
     ∑(    ̅)

 

 

   

    ̅̅ ̅   ̅  

  
     ∑(    ̅)

    ̅̅ ̅   ̅ 
 

   

 

                                                            
1 Covariance         
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قایاى شوط اؾ  وِ هحاؾثِ ظطیة ّوثؿتگی تیي زٍ هتغیط تا تَجِ تِ ًَع هتغیطهتفاٍت اؾت  اًتَاع   

هثحتث اظ آٍضزى آًْتا   ؾ  وِ تا تَجِ تِ ذلاصِ تَزى ایتي  ّن هَجَز ااظ ظطیة ّوثؿتگی زیگطی 

                  ًوائین. ذَززاضی هی

 معرفی رگرسیون خطی ساده(1-2

تصتازفی زیگتط ضا پتیف    همساض یه هتغیط  اظ ضٍی همازیط یه هتغیط ، ّط گاُ تتَاًین تِ ووه یه تاتغ،

 ٍجتَز  1پتطاوٌف  تِ ووته ًوتَزاض   تطگك  زاضین. گَیین یه تاتغ ضگطؾیَى یا یه تاتغ تیٌی وٌین هی

صَضتی وِ ٍجَز ضاتؽِ ذؽی تیي زٍ زض لاتل تكریص اؾ .  تؽَضٍ پطاوٌسگی زازُ ّا  (ضاتؽِ )ذؽی

                                              .تطاظـ زاززازُ ّا  تِ  ضا  ظیط ذػ ضگطؾیَىتَاى  ضٍی ًوَزاض پطاوٌف هكاّسُ قَز هیهتغیط اظ 

 |                             ( 1-4 )                                                            

 ًتاهین.  هتی  2ٍ آًطا هتغیتط هؿتتمل  زّین  ًكاى هی x هتغیط لاتل وٌتطل ضا تا همساض ثات فطهَل فَق وِ زض

       ًكتاى   ( | ) تاقس تا هتغیتط تصتازفی   تؿتگی زاضز ٍ همساض آى تصازفی هی x هتغیط هتغیط زٍم ضا وِ تِ

 گَئین. تطای ایٌىِ ولوِ هؿتمل تتا هفْتَم احتوتالی آى اقتتثاُ ًكتَز،      هی 3زّین ٍ آًطا هتغیط ٍاتؿتِ هی

ضاّتن   ( | ) زٍم هتغیط گَیٌس، هی 4زٌّسُتاظگك   ضا هتغیط وٌتطل قسُ یا پیف تیٌی وٌٌسُ یا x گاّی

 ًاهٌس. هی 5اغلة هتغیط پاؾد

 ًتاهین.  هی 6ٍ آًطا ذؽای تصازفی یا تِ ؾازگی ذؽا قَز زازُ هیًكاى    یه هتغیط تصازفی زیگط وِ تا

                                         :تاقس هی فطظْای ظیط تٌایی هسل ضگطؾیًَی شوط قسُ تِ صَضت شیل

1)ε
 

 .ّا ًاّوثؿتِ تاقٌس 

2 )ε
 

 .ّؿتٌس   ّا زاضای هیاًگیي صفط ٍ ٍاضیاًؽ ثات   

εزض صَضتی وِ 
 

ضا  (4-1)تاقتٌس هتسل      ّا زاضای تَظیغ ًطهال تا هیاًگیي صفط ٍ ٍاضیتاًؽ ثاتت     

 ًاهٌس. ( هی1یه هسل ضگطؾیًَی ًطهال )گاٍؼ

                                                            
1 Scatter plot 
2 Independent 
3 Dependent 
4 Controlled or predictor or reqressor 
5 Response 
6 Error 



6 
 

   برآورد پارامترهای رگرسیون خطی ساده(1-2-1

 ّای ًوًَِ تصتازفی   زازُ اؾتفازُ اظ ًَی لاظم اؾ  پاضاهتطّای آًطا تاتطای تطآٍضز وطزى ذػ ضگطؾی    

یىی ضٍـ  طآٍضز وٌین.تطای اًجام ایي واض زٍ ضٍـ ٍجَز زاضز.ت  ) ٍ (   ,.…,   ),(  ,  )ٍ(   

ًرؿتتیي   ضاضٍـ حسالل هطتؼتات  .اؾ  3زضؾتٌوائی هاوؿیونٍ زیگطی ضٍـ  (LS) 2حسالل هطتؼات

 4تتِ ضٍایتتی ّتن لػًتساض     .طزُ اؾت  و اؾتفازُیساى تطجؿتِ آلواًی گاٍؼ زض هحاؾثات ذَز ظتاض ضیا

ؼتَض ولتی   تتِ   اؾ .وطزُ  ای هٌتكط لثل اظ گاٍؼ همالُِ ایي ضٍـ ؾِ ؾال ضیاظیساى فطاًؿَی زضتاض

پاضاهتطّتای هجْتَل ضا تتطآٍضز     هجوَع تَاًْای زٍم ذؽا، تا هیٌیین وطزى وٌین ؾؼی هی LSضٍـ زض 

ذَاّین یه ذتػ هؿتتمین هٌاؾتة تتط زازُ      طزى هجوَع یاز قسُ ایي اؾ  وِ هیزلیل هیٌیون و وٌین.

زض ایٌجا اظ شوط هحاؾثات زض تسؾ  آٍضزى پاضاهتطّا تا ایتي ضٍـ صتطف    .تطاظـ زّینّای زٍتائی 

               وٌین. ضزّا ضا تصَضت شیل  تیاى هیهؿتمیوا تطآٍ  ًظط وطزُ ٍ

  ̂= ̅   ̂  ̅            ̂ =
   

  
  = 

 ∑ (    ̅)(    ̅)
 
   

∑ (    ̅)
  

   

        ( 1-5 ) 

 :قَز هیتِ صَضت ظیط زض ًتیجِ تطآٍضز ذػ ضگطؾیَى ؾازُ 

    ̂ = ̂ + ̂                                                                                         ( 1-6 ) 

تتِ هٌظتَض   . یًَی ّؿتتٌس ضگطؾت  تطآٍضزّای فَق تطآٍضزّای ًااضیثی تطای پاضاهتطّای ذػاًین وِ ز هی

ٍپیف      زٍ همساض هكاّسُ قسُوٌین وِ تفاظل تیي  اؾتفازُ هیّا  هاًسُهكاّسُ اظ  ّا ٍاضیاًؽتطآٍضز 

 :تِ صَضت ظیط اؾ  ایي تطآٍضز تاقس تط اؾاؼ ذػ ضگطؾیًَی هی ̂  قسُ تیٌی 

 ̂     

   
∑   ̂

  
   = 

 

   
(  
 - ̂ 

   
 )                                                       ( 1-7 ) 

  آى           زضوِ 
 = ∑(    ̅)

   

ای اظ  ّا تِ گًَِ تِ زازُ تطاظـ زازُ قسُ تسیي صَضت اؾ  وِ ذػ   LSٍالغ تؼثیط ٌّسؾی ضٍـزض 

 وٌس وِ ذؽاّا زاضای ووتطیي همساض قَز.   هیاى آًْا ػثَض هی

 

                                                                                                                                                                              
1 Gauss 
2 Least sqares Method 
3 Maximm Liklihood Estimator 
4 Legendr 
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  آماره های آزمونو  برآوردهاتوزیع  (1-2-2

 ّؿتٌس  ًطهالّا ّن هؿتمل ٍ زاضای تَظیغ     ٍ زاقتینّا    ّای وِ زضتاضُ هسل تِ فطضتا تَجِ 

 زاضین:

   N(  +    , 
 )                                                                           ( 1-8 ) 

 ضا تكتىیل زّتین ٍ هتاوعیون وٌتین،       .,…,  ,  ،یؼٌی چگتالی تتَأم ضا تتطای     1اگط تاتغ زضؾتٌوائی

وتِ ّتط ؾتِ تتا      ؾتتٌوائی هتاوعیون ّؿتتٌس   زضتطآٍضزّتای   ضاتؽِ هتصوَض تطآٍضزّای تسؾ  آهسُ زض 

زٍ تتِ زٍ   تطآٍضزّای وِ تِ ضٍـ حسالل هطتؼات ذؽا تسؾ  آهسُ یىی ّؿتٌس ًٍیتع ایتي تطآٍضزّتا   

زاضای تَظیتغ  وِ ًطهال ّؿتتٌس پتؽ آًْتا    ّا   تطویة ذؽی اظ  ̂  ٍ  ̂  ٍ تا تَجِ تِ ایٌىِ  اًس هؿتمل

 زاضین:تاقٌس ٍ  ًطهال هی

 ̂   (   
  

   
 ) 

 ̂  N(  ,
  

 
( +

 ̅ 

  
 ))                                                                           ( 1-9 ) 

(   ) ̂ 

  
~ (   )

  

  اؾتتَزً  تتا  -tّای شیل زاضای تَظیتغ   آهاضُ 2اؾتَزً -tیغ ّای فَق ٍ تؼطیف تَظ َجِ تِ تَظیغتا ت

n-  تاقٌس هی 3زضجِ آظازی.     

  =
√ (  ̂   )

 ̂

  

 = (   )                                                                     ( 1-11 )   

  =
√ ( ̂    ) 

 ̂√   
 ̅ 

  
 

= (   )                                                                     ( 1-11 )                       

     

تَاى تِ ضاحتی زض هتَضز پاضاهتطّتای هتسل ذؽتی ؾتازُ آظهًَْتای        تٌاتطایي تا تَجِ تِ ًىات فَق هی

 تطای آًْا فَاصل اؼویٌاى تسؾ  آٍضین. یا اًجام زّین ٍ شیل ضا آهاضی

                                                            
1 Likelihood function 
2 Students t distribution 
3 Degrees of freedom 
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  :   =                               

  :                           :     

 واریانس   تحلیل(1-2-3

وٌین.تطای ایٌىتِ هتسل    طای ضگطؾیَى ذؽی ؾازُ ضا تیاى هیٍاضیاًؽ ت تحلیلزض ایي ترف تِ اذتصاض 

 ّط وتسام اظ حتصف یىتی اظ پاضاهتطّتای    تا زٍ هسل وِ  ٍ پاضاهتطّای واهل تا ضگطؾیَى ذؽی ؾازُ ضا

تا فطض ایٌىتِ هتسل واهتل     ًوائین، ٍاضیاًؽ اؾتفازُ هی تحلیلاظ  همایؿِ وٌین،اًس  تسؾ  آهسُ       

 ًوائین. جولِ ظیط ضا تِ زٍ لؿو  تفىیه هیاؾ  

∑ (    ̅)
  

   =∑ [(    ̂ )  ( ̂   ̅)]
  

   =∑ (    ̂ )
  

   +∑ ( ̂   ̅)
  

         ( 1-12 )                                                                                  

 :زّین جولات ضا تا ًوازّای ظیط ًكاى هیوِ 

SST=∑ (    ̅)
  

   =   n  
              ( 1-13 ) 

 زض هسل قاهل ّط زٍ پاضاهتط ( -n)زضجِ آظازی آى ؾٌجس  تغییط پصیطی ًؿث  تِ هؼسل ضا هی

 .زضجِ آظازی اؾ  ( -n) تغییطپصیطی ذؽا تا

SSE=∑  ̂ 
  

      (   )  ̂              ( 1-14 ) 

ًاهین ّط چمسض ًؿث  تغییط پصیطی  زضجِ آظازی هی 1صیطی ضگطؾیَى تا جولِ زیگط ضا تغییط پ ٍ

 تط تَزُ اؾ .ا تا ایي ذػ ضگطؾیًَی هَفمی  آهیعّ زازُث  تِ ذؽا تیكتط تاقس تطاظـ ضگطؾیَى ًؿ

SSR=n ̂ 
   
                                                                              ( 1-15 ) 

تِ ٍاضیاًؽ زاضای تَظیغ وی زٍ اؾ  ٍ تتا تَجتِ تتِ ضاتؽتِ       SSRتِ ٍاضیاًؽ ٍ ًؿث   SSEًؿث  

 ًوائین: اظ آهاضُ ظیط اؾتفازُ هی    =  آظهَى ایٌىِ  تِ هٌظَض ،2ٍ وی زٍ 1فیكط-Fتَظیغ 

   MSE=
   

   
               MSR=

   

   
             F=

   

    
                                             ( 1-16 )    

   

                                                            
1 F-Fisher distribution 
2 Chi-square distribution 
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 تاقس. تِ صَضت شیل هی   ( 1ًاحیِ ضز)تحطاًی

     :F> (   )(     )                                                                          ( 1-17 ) 

تَاى تِ ووه ذػ ضگطؾیَى ذؽی  ضا هی Yًیع تطای زضن ایي هؽلة وِ   SSTتِ  SSRهحاؾثِ ًؿث  

 ًاهٌس. هی 2ایي ًؿث  ضا ظطیة تؼییي ،پیف تیٌی وطز لاظم اؾ 

    
   

   
=  

   

   
                                                                       ( 1-18 ) 

 اؾ  وِ: شیل صَضت ِزض ٍالغ اؾتطاتػی ولی ت

   SSE.اجطای هسل واهل ٍ تسؾ  آٍضزى 1

 SSEٍتسؾ  آٍضزى    .اجطای هسل واّف یافتِ تط اؾاؼ2

 .هحاؾثِ آهاضُ آظهَى                               3

 .تصوین گیطی4

 (432الی1382،393،آشضًَـ،تعضي ًیا) 

 3گانهرگرسیون خطی چند (1-3

لثل زض هَضز ایٌىِ یه هتغیط ٍاتؿتِ تٌْا تِ یه هتغیتط وٌتتطل قتسُ تتِ صتَضت ذؽتی        زٍ ترفزض 

ای ضا هَضز تطضؾی لطاض زّین وِ تتِ   هتغیط ٍاتؿتِذَاّین  ،ایٌه هیاین وطزُاضتثاغ زاضز هؽالثی ضا اضائِ 

ذَاّین زض هَضز ضگطؾتیَى   ُ اضتثاغ زاضز. تِ ػثاضتی زیگط هیصَضت ذؽی تِ چٌسیي هتغیط وٌتطل قس

 ذؽی چٌس هتغیطُ یا ضگطؾیَى چٌس گاًِ تِ اذتصاض صحث  وٌین.

هتغیطّتای وٌتتطل قتسُ ٍ هتغیتط تصتازفی قتطؼی          .,…,  ,  فتطض وٌیتس  تعریف مدل  طید    

ظُ گیتطی ٍ  اسهتغیطّای وٌتطل قسُ تسٍى ذؽتای اًت  هتغیط ٍاتؿتِ تاقس ّوچٌیي   (           | )

زّین تاقٌس ضاتؽتِ   ًكاى هی εهتغیط ٍاتؿتِ زاضای ذؽای اًساظُ گیطی ٍ ذؽای تصازفی وِ ضٍی ّن تا 

                                                            
1 Critical level 
2 Cofficient of determination 
3 Multiple linear regression 
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زاضای هیتاًگیي صتفط ٍ    ε زّتس.  ضا ًكتاى هتی     .,…,  ,  تا پاضاهتطّای  گاkًِظیط یه هسل ذؽی 

 .وِ اگط ًطهال تاقس یه هسل ًطهال زاضینتاقس هی   ٍاضیاًؽ ثات  

* |          +            ...+    + ε                           ( 1-19 ) 

فتطض وتِ   هاتطیؿی شیل ًوایف زاز تا ایي  صَضت تَاى ّا ضا هی تاض آظهایف ضا اًجام زّین زازُ nاگط 

εگیطز  آظهایكْا هؿتملا اًجام هی
 

 اًس . ّا هؿتمل ٍ ّوتَظیغ

X=   

       
   
       

   

  
 
  

    
  
 
  

      
  
 
  

 

 تؽَض ذلاصِ شیل ًكاى زّین: ،یاى قسضا وِ تصَضت هاتطیؿی ت( 19-1)ضاتؽِ ی nتَاى  ایٌه هی

  Y=X +                    ( )      ∑                                          ( 1-21 ) 

تتِ   1اؾتتفازُ اظ هؼتازلات ًطهتال   ٍ ضٍـ هجوَع تَاًْای زٍم ذؽتا   تا جْ  تطآٍضز پاضاهتطّای هسل

 :ٍاضٍى پصیط تاقس)ػسم ٍجَز ّن ذؽی( زاضین   ́ قطغ ایٌىِ هاتطیؽ

 ( ́ )
  
 ́ ;   ̂  

 ̂ 
   
 ̂ 

            ( 1-22 ) 

 :تِ صَضت ظیط اؾ  ̂ هاتطیؽ وٍَاضیاًؽ  ،ات هسلیتا تَجِ تِ فطظ

∑    ( ́ )   ̂                                                                           ( 1-23 )  

 :هجَْل اؾ  یه تطآٍضز ًااضیة تطای آى تِ صَضت ظیط اؾ    همساض( 23-1)اها زض ضاتؽِ 

 ̂ =
||    ||̂ 

   
                                                                                 ( 1-24 )                                   

 :طا تصَضت ظیط ًكاى هیسّینآً ٍ تطآٍضزتطزاض هیاًگیي  ٍ

μ   ( )                        ̂    ̂   ( ́ )   ́                 ( 1-25 ) 

 وٌین. هؼطفی هی (2ل ظیط ضا تا ػٌَاى)هس .زض ًظط تگیطین (1هسل ) ،ضا (21-1اگط ضاتؽِ )

                                                            
1 Normal equations 
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Y=X +                ,                    N( ,   I)                                            ( 1-26 )  

ّتای   یي ًىتِ وِ تطآٍضزّا زاضای تَظیتغ تاقس تا شوط ا هی (1ّواًٌس هسل )( 2)زض هسلتطآٍضز پاضاهتطّا 

     :تاقٌس تِ صَضت ظیط هی

 

 ̂ N( ,    ( ́ )  ) 

μ
̂

  N(μ ,   X( ́ )   ́)                                                                         ( 1-27 ) 

(   ) ̂ 

  

 
⇒  (   )

   

 (174الی1382،169،آشضًَـ،تعضي ًیا)

 ط آماری در مدلهای خطی چند متغیرهاستنبا (1-3-1

   زض ًظتط  تاقتس  هتی  )ؾؽطّا هؿتتمل تاقتٌس(   1ٍ پط ضتثِ ؾؽطی h×kضاوِ  Mٍ هاتطیؽ  (2)هسل ذؽی

آٍضز پاضاهتطّای هسل تط .گیطین ( زض ًظط هی3هسل )ا طوِ آً   = M:    فطض آهاضیتح  گیطین  هی

 تِ صَضت شیل اؾ : 2زضؾتٌوائی تؼوین یافتِتا اؾتفازُ اظ ضٍـ ًؿث  

 ̂̂ =
||   ||̂̂ 

     
       , 

̂̂
        

                                                                 ( 1-28 )      

 ٍ اؾت   Mقسُ تَؾػ ؾؽطّای هاتطیؽ  ایجازضٍی فعای Y وِ زض آى تطآٍضز هیاًگیي تصَیط تطزاض 

 ؼثك لعیِ تصَیطی تطزاض هیاًگیي یىتاؾ .

 ورایانس تحلیل( 1-3-2

فمػ تِ جتای  ، گیطز  صَضت هی تِ ّواى صَضت هسل ذؽی ؾازُ ٍُاضیاًؽ زض هسل چٌسهتغیط تحلیل

 ًوائین. قَز وِ تصَضت ظیط تیاى هی ا هاتطیؿی آًْا اؾتفازُ هیاؾىالطّا اظ هؼازل تطزاضی ی

 (2)الف(هجوَع تَاًْای زٍم ذؽا زض هسل

SSE || - ||̂ =|| || -|| || ̂                                                      ( 1-29 ) 

                                                            
1 Full row rank 
2 Generalized likelihood ratio 
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   (تح  فطض3زض هسل )ب(هجوَع تَاًْای زٍم ذؽا 

SST=||Y- ̂̂|| =|| || -|| ̂̂||                                                        ( 1-31 ) 

 ج(هجوَع تَاًْای زٍم ضگطؾیًَی

SSR=|| ̂- ̂̂|| =|| ̂|| -|| ̂̂||                                                         ( 1-31 ) 

 :،تح  فطض صفط زاضینY 1تا اؾتفازُ اظ فطم واًًَی

SSE=∑   
  

     

 
⇒    (   )

                                                        ( 1-32 ) 

SST=∑   
  

       

 
⇒    (     )

                                                ( 1-33 ) 

SSR=∑   
  

       

 
⇒    ( )

                                                        ( 1-34 ) 

   اضیتة   تسیي تطتیة تتطآٍضز ًتا   ّؿتٌس.ّوَاضُ هؿتمل  SSRٍSSEقَز تا تؼاضیف فَق  هلاحظِ هی

 تِ صَضت ظیط اؾ :تح  فطض صفط  ( ) ٍ( زض زٍ هسل )

I( زض هسل) :)  ̂ =
   

   
 =MSE  تا    زاضای تَظیغn-k زضجِ آظازی 

II( زض هسل ) ):   ̂̂ =
   

     
 =MST   تا    زاضای تَظیغn-k+h زضجِ آظازی 

تؼطیف قسُ  Fٍاضیاًؽ ضا تكىیل زازُ ٍ تا تَجِ تِ آهاضُ  تحلیلجسٍل ( 3-2-1)ّن هاًٌس ترف  تاظ

 2ضتثتِ ؾتتًَی  پطX ظهاًی وتِ تتطزاض    هَضز زض گیطین. یفطض صفط تصوین ه( زض هَضز 16-1زض ضاتؽِ)

 X  3ضٍی فعتای ؾتتًَی  y حتال تصتَیط   تِ ّط ظیطا،ت ًطهال تاظ ّن زاضای پاؾد ّؿتٌسهؼازلا ًثاقس

گطزز وِ اظ  هی 4ّوَاضُ ٍجَز زاضز .اها پاؾد آى یىتا ًیؿ .ایي هَظَع هٌجط تِ تحث ٍاضٍى گؿتطزُ

                        .      ترف ذاضج اؾ حَصلِ ایي 

 (،ضگطؾیَى،تْطاى،پیام ًَض1383تْثَزیاى،جَاز، )

 

                                                            
1 Canonical form 
2 Full column rank 
3 column space 
4 Generalized inverse 


