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1 ÛÊê
�õÀÖõ

° Æ �Â � �� ú Ô õ Å ³ ¨ ø é�Â ð � þÂ Ñ ÷ ü �� õÀ Ö õ Ó þ¤� ã � ü ¡Â � �À µ �� Û Ê ê ß þ� ¤¢ý� ûÛ Ê ê ¤¢ � î �¤ ö� � � Í ± �Â õ Ý � û� Ô õ Â þ� ¨ ø ü ó� þ öø¥� õ ë� ê ø ü ó� þ öø¥� õ ý¤�Á ðÓ þ¤� ã � � � Â µ È � � ü þ� � ª� ý�Â � .Ý � � îü õ �Â Î õ �¤ ´ êÂ ð À � û�� ¡ ¤�Â ì ù¢� Ô µ ¨� ¢¤� õ ýÀ ã �.Ý�û¢üõ á��¤� ℄1, 19[ �� �¤ ùÀ�÷��¡ ,À÷�ùÀÈ÷ ÓþÂã� ÛÊê ßþ� ¤¢ �î é�Âð �þÂÑ÷ ¤¢ ��óø� ý�û¢�Þ÷ ø
ü��õÀÖõ Ý�û�Ôõ 1.1

�Øþ¤�Î� À÷�ª °�Âõ ö��� À�÷���üõ Çþ�û§�b¤ �î ´¨� ý�ù¢�¨ é�Âð ,Â�Æõ 1.1.1 ÓþÂã�.(´Æ�÷ ý¤�ÂØ� §�b¤ ý�¤�¢ Â�Æõ) À�ª�� üó��µõ Âð� �ú�� ø Âð� À÷¤ø�¹õ Ýû �� §�b¤ ø¢¤¢ .À�ª�� Â�Æõ ×þ �� ÕÜãµõ G ¤¢ �û§�b¤ ¥� ´Ô� Âû Âð� ´¨� À�±Þû Gé�Âð 2.1.1 ÓþÂã�.´¨� À�±Þû�÷ G �¤�¬ ßþ� Â�è
1



2 �õÀÖõ .1 ÛÊê�î üÞÆì �� ´¨�ûñ�þ ø �û§�b¤ ¥� v0; e1; v1; : : : ; ek; vk �ó�± ÷¢ ,´Èð ×þ 3.1.1 ÓþÂã�ý¤�ÂØ� ñ�þ º�û �î ´¨� üµÈð ,¤Áð .Àª��üõ vi ø vi�1 üþ�úµ÷� ¯�Ö÷ ý�¤�¢ ei ñ�þ ,1 � i � k ý�Â�.¢¤�À÷Â� ¤¢ �¤ é�Âð ý�ûñ�þ ��Þ� �î Àª�� ¤Áð ×þ Ûõ�ª Âð� ´¨� ýÂÜþø� é�Âð ×þ 4.1.1 ÓþÂã�.¢Â�Ú�.À�õ�÷ ´¡¤¢ �¤ ¤ø¢ öøÀ� À�±Þû é�Âð ×þ 5.1.1 ÓþÂã�.´¨� ¤ø�¹õ ÂÚþ¢ §��¤ �Þû �� �î ´¨� ü¨�b¤ Ûõ�ª �î Àª��üõ üµ¡¤¢ ù¤�µ¨ 6.1.1 ÓþÂã�.À�û¢üõ ö�È÷ K1;n �� �¤ ù¤�µ¨u ý�û�îÂõ �� K1;n ø K1;m ù¤�µ¨ ø¢ ¥� �î ´¨� üµ¡¤¢ Sm;n Óä�Ìõ ù¤�µ¨ 7.1.1 ÓþÂã�.´¨� ùÀª Û¬�� uv ñ�þ ö¢ø�ê� �Ü�¨ø �� v øø Àª��üõ k > 1��¤¢ ¥� ,
 ý�îÂõ §�b¤ ×þ ý�¤�¢ �î ´¨� üµ¡¤¢ ��±Ø�ä 8.1.1 ÓþÂã�k ��è¢� Û¬�� ��±Ø�ä ×þ ßþ�Â���� .À�ª��üõ 2 ��¤¢ ý�¤�¢ �þ À�µÆû ïÂ� �þ ÂÚþ¢ §��¤ ��Þ��� Â�Æõ �� x2 ,a1 ñ�Ï �� Â�Æõ �� x1 Ûõ�ª ��±Ø�ä Âð� .Àª��üõ �ø�Ôµõ ý�ûñ�Ï �� Â�Æõ ��ö� ¤¢ �î Ý�û¢üõ ö�È÷ SP (ax11 ; ax22 ; : : : ; axmm ) �¤�Ê� �¤ ��±Ø�ä ö� ù�Ú÷� ,Àª�� ùÂ�è ø a2 ñ�Ï.x1 + x2 + : : : + xm = k ø a1 < a2 < : : : < am
SP (13) SP (13;22;3).1.1 ÛØª



3 �õÀÖõ .1 ÛÊê
ý�û§�b¤ ��Þ� �� �þø� ý�ûñ�þ ö¢ø�ê� �� G ¥� �î ´¨� üê�Âð ,G é�Âð ý�÷øÂî 9.1.1 ÓþÂã�.¢�ªüõ ù¢�¢ Çþ�Þ÷ GoK1 �� ø ¢�ªüõ Û¬�� ö�×þ �f Ö � ì¢ ,é�Âð §�b¤ ø¢ Âû ö� ¤¢ �î ´¨� ý�ù¢�¨ é�Âð ,üµ¨ø¢ é�Âð 10.1.1 ÓþÂã�.À÷¤�¢ íÂµÈõ �þ�ÆÞû.À�õ�÷üõ ïÂ� �¤ 1 ��¤¢ ¥� §�b¤ 11.1.1 ÓþÂã�.À�õ�÷üõ �þø� ñ�þ �¤ 1 ��¤¢ §�b¤ �� ¤ø�¹õ ñ�þ 12.1.1 ÓþÂã�À�÷��µ � �ú ó� þ Âð� ¢�ªüõ �µÔð üó� þ öø¥�õ ,q ù¥�À÷� ø p �± �Âõ ¥� G é�Âð 13.1.1 ÓþÂã��� ,§�b¤ Âû �� üúµ�õ ý�ûñ�þ ý�û°Æ�Â� á�Þ¹õ �î À÷�ª ý¤�Áð °Æ�Â� ö��� 1;2; : : : ; q Í¨��.À�ª�� �þ�Þµõ p �÷�Þ��ö�È�÷ �¤ üó�þ öø¥�õ ý¤�Áð °Æ�Â� ø¢ �� ,ñ�þ 5 ø §�b¤ 4 �� é�Âð ×þ ,2.1ÛØª 1.1.1 ñ�·õ.Àû¢üõ

.2.1 ÛØª



4 �õÀÖõ .1 ÛÊêý¤�Áð °Æ�Â� 2 �î Àû¢üõ ö�È÷ �¤ ñ�þ 17 ø §�b¤ 12 �� �Ø±ª ×þ ,3.1 ÛØª 2.1.1 ñ�·õ.¢¤�¢ �ø�Ôµõ üó�þ öø¥�õ

.3.1 ÛØª�î ´¨� ßþ� (℄16[ Lo) ö¢�� üó�þ öø¥�õ ý�Â� �¥� ¯Âª
q(q + 1) � p(p� 1)2 (mod p): (1.1)

G ù� Ú ÷� ,À ª� � p � 2 (mod 4) ,q ù¥�À ÷� ø p � ± �Â õ ¥� G é�Â ð ¤¢ Â ð� ℄11[ 1.1.1 ��Ìì.Àª��üÞ÷ üó�þ öø¥�õ
.℄8[´¨� üê�î À�±Þû ý�ûé�Âð ö¢�� üó�þ öø¥�õ ý�Â� (1.1) ¯Âª 1.1.1 §À�.´¨� ùÀÈ÷ ��±�� ö��î�� ø ´¨��� §À� �¡�ª Âþ¥ ,Âþ¥ §À�.À�µÆû üó�þ öø¥�õ ¢Âê �±�Âõ ¥� ý�û´¡¤¢ ��Þ� 2.1.1 §À�



5 �õÀÖõ .1 ÛÊêù¢�¢ ö�È÷ ℄15[ ¤¢ .´¨� ùÀª ´��� ℄6[ ¤¢ ¢Âê ý�û´¡¤¢ ¥� ý¢Àãµõ ý�û§�î ö¢�� üó�þ öø¥�õ.À�µÆû üó�þ öø¥�õ ,4 Â·î�À� ÂÎì �� ¢Âê �±�Âõ ¥� ý�û´¡¤¢ ��Þ� �î ´¨� ùÀª"üÎ¡ ßþ�µ�ê�þ¢ ��¢�ãõ ÝµÆ�¨' Û� �� ¯��õ �ûé�Âð üó�þ öø¥�õ ý¤�Áð °Æ�Â� ö¢Âî �À��.´¨� ý¤��ª¢ ¤�î üó�þ öø¥�õ ý¤�Áð °Æ�Â� ö¢Âî �À�� üÜî ´ó�� ¤¢ ø Àª��üõüó�þ öø¥�õ ë�ê ý�ûé�Âð 2.1ÝÈ�õ Í¨�� ø ´¨� üó�þ öø¥�õ ¥� Â� ý�ì �î �¤ �ûé�Âð üó�þ öø¥�õ ë�ê ý¤�Áð °Æ�Â� ��úÔõ ñ��.Ý��îüõ ÓþÂã� �¤ ´¨� ùÀª üêÂãõ ßÆe Þe �¨ ø×þ �� ×þ üã��� ù�ðÂû À�õ�÷ üó�þ öø¥�õ ë�ê �¤ q ù¥�À÷� ø p �±�Âõ ¥� G é�Âð 1.2.1 ÓþÂã�À�÷�õf : E ! f0;+1;�1;+2;�2; : : : ; (q � 1)=2;�(q � 1)=2g ,¢Âê qf : E ! f+1;�1;+2;�2; : : : ; q=2;�q=2g ,�ø¥ qÍ ¨� � ùÀ ª Ó þÂ ã � f� ü ¨�b¤ ü þ� Ö ó� ý¤�Á ð ° Æ �Â � � Ø þ¤� Î � À ª� � � µ ª�¢ ¢� �ø�î Àª�� �µª�¢ �¤ ´�¬�¡ ßþ� f�(u) =Pff(u; v) : (u; v) 2 Egf� : V ! f0;+1;�1;+2;�2; : : : ; (p� 1)=2;�(p� 1)=2g ,¢Âê pf� : V ! f+1;�1;+2;�2; : : : ; p=2;�p=2g ,�ø¥ p.Àª�� ×þ �� ×þ.Àû¢üõ ö�È÷ �¤ üó�þ öø¥�õ ë�ê é�Âð ×þ ,4.1 ÛØª 1.2.1 ñ�·õ



6 �õÀÖõ .1 ÛÊê
.4.1 ÛØªø Àª�� üó�þ öø¥�õ ë�ê é�Âð ×þ G Âð� 1.2.1 ��Ìì

q � 8<: �1 (mod p) Àª�� �ø¥ q Âð�0 (mod p) Àª�� ¢Âê q Âð�
.Àª��üõ ��÷ üó�þ öø¥�õ ,G ù�Ú÷�öø¥�õ â��� ´Ô� ×þ .Àª�� G ý�Â� üó�þ öø¥�õ ë�ê â��� ´Ô� ×þ (f; f�) À��î ­Âê .ö�ûÂ�À��î ­Âê .À��î ÓþÂã� Âþ¥ �¤�Ê� G ý�Â� (l; l�) üó�þ

: r = 8<: q + 1 Àª�� ¢Âê q Âð�q Àª�� �ø¥ q Âð�
À��î ÓþÂã� .r � 0 (mod p) ´ó�� ø¢ Âû ¤¢

: l(uv) = 8<: f(uv) l(uv) > 0f(uv) + r l(uv) � 0 Ýþ¤�¢ ñ��



7 �õÀÖõ .1 ÛÊêl� = (Puv2E(G) l(uv)) (mod p)= (Pf(uv)>0 f(uv) +Pf(uv)�0(f(uv) + r)) (mod p)= (Pf(uv)>0 f(uv) +Pf(uv)�0(f(uv)) (mod p) = f�(v) (mod p)



2 ÛÊê
üó�þ öø¥�õ ë�ê ý�ûÂ�Æõ

.À � µÆû ü ó� þ öø¥� õ ë� ê P4 ø P2 �� � � Pn ý�ûÂ �Æ õ �� Þ � � î Ý � û¢üõ ö�È ÷ ,ÛÊê ß þ� ¤¢P 0m = x01; x02; : : : ; x0m ø f üó� þ ý¤�Á ð °Æ�Â � � � ýÂ �Æ õ Pm = x1; x2; : : : ; xm À � � î ­Â êÝ � ª� � � µ ª�¢ ,1 � i � m� 1 ,i Â û ý�¥�� � Â ð� .À ª� � f 0 ü ó� þ ý¤�Á ð °Æ �Â � � � ýÂ � Æ õ.¢�ªüõ ùÀ�õ�÷ f 0 §�Øãõ f ý¤�Áð °Æ�Â� ù�Ú÷� ,f(xi; xi+1) = �f 0(xi; xi+1).´¨� üó�þ öø¥�õ ë�ê Pn ,n 6= 2;4 Âð� .1.2 ��Ìì�� ���� �� �Âþ¥ ´Æ�÷ üó�þ öø¥�õ ë�ê P4 .´Æ�÷ üó�þ öø¥�õ ë�ê P2 �î ´¨� ¼®�ø .ö�ûÂ�ñ�þ ø¢ º�û á�Þ¹õ ,f�2;�1;1;2g ü¨�b¤ °Æ�Â� �ä�Þ¹õ ø f0;�1;1g üó�þ °Æ�Â� �ä�Þ¹õP6 ý�û ñ�þ P10ø P6 ¢¤�õ ¤¢ .´¨� üúþÀ� ��÷ P3 ý¤�Áð °Æ�Â� .¢�ªüÞ÷ �2 � þ 2 ,é�Âð ¥�(4;1;�4;0;3;�1;2;�3;�2) �� °��Â� �� �¤ P10 ý�û ñ�þ ø (1;2;0;�2;�1) �� °��Â� �� �¤.(1.2 ÛØª) Ý��îüõ ý¤�Áð °Æ�Â�
.1.2 ÛØª8



9 üó�þ öø¥�õ ë�ê ý�ûÂ�Æõ .2 ÛÊê.n 6= 6;10 ø n � 5 Ý��î üõ­Âê ñ��üó�þ Í¨�� �î ´¨� Q2 ø Q1 ý�ûÂ�Æõ ¥� ý¢�½�� ö���ä �� Pn Â�Æõ ßµêÂð ÂÑ÷¤¢ ,��±�� ü¨�¨� ùÀþ�f 0 §�Øãõ f ���� ��Þ� ¤¢ )ÝþÂ�ðüõ ÂÑ÷ ¤¢ �¤ Âþ¥ ���� .À÷�ùÀª ÛÊµõ Ýû �� " 0 ' °Æ�Â� ��.(´¨�.n � 1 (mod 4) .1 ´ó��ßþ�Â �� � � .´¨� ´±·õ ¼�½¬ ¢Àä ×þ k ö� ¤¢ �î n = 4k + 1 �î ¢�ªüõ �¹�µ ÷ ´ó�� ßþ� ¤¢:Ý����� Âþ¥ °��Â� �� �¤ üó�þ öø¥�õ ë�ê ý¤�Áð °Æ�Â� Ý�÷���üõ
.2.2 ÛØªf 0 ø f üó� þ ý�ûý¤�Áð °Æ�Â � � � °� �Â � � � P 02k+1 ø P2k+1 Â �Æõ ø¢ Â � ÛÞµÈõ P4k+1 Â �Æõ.Àª��üõ.n � 3 (mod 4) .2 ´ó��°Æ�Â� Û±ì ´ó�� À�÷�õ .´¨� ´±·õ ¼�½¬ ¢Àä k ö� ¤¢ �î ´¨� n = 4k + 3 ´ó�� ßþ� ¤¢�� °��Â� �� P 02k+2 ø P2k+2 Â�Æõ ø¢ Â� ÛÞµÈõ P4k+3 Â�Æõ .Ý���þüõ �¤ üó�þ öø¥�õ ë�ê ý¤�Áð.Àª��üõ f 0 ø f üó�þ ý�ûý¤�Áð °Æ�Â�
.3.2 ÛØª .n � 0 (mod 8) .3 ´ó��f 0 ø f üó�þ ý¤�Á�����ð °Æ�Â� �� °������Â� ��� P 04kø P4k ¢�½��� �¤���Ê� �¤ Pn Â��Æõ ´�ó�� ß�þ� ¤¢



10 üó�þ öø¥�õ ë�ê ý�ûÂ�Æõ .2 ÛÊê�� °�������������Â������ ������� �¤ À������µ���Æû P4k Â�����������Æõ ýø¤ �î ü�������þ�úó�þ .ÝþÂ�����ðüõ ÂÑ÷ ¤¢(4k � 1;�1;4k � 2;�2;4k � 3;�3; : : : ;�k + 1;3k; k;�3k + 1;k + 1;�3k + 2; k + 2; : : : ;�2k � 1;2k � 1;�2k):.(4.2 ÛØª) Ý��îüõ ý¤�Áð °Æ�Â�
.4.2 ÛØª .n � 6 (mod 8) .4 ´ó��ý¤�Á�����ð °Æ�Â� �� °���������������Â� �� P 04k+3 ø P4k+3 ¢�½��� �¤����Ê� �¤ Pn ,3 ´����ó�� À�������÷�õ�� °�����Â� �� �¤ P4k+3 Â����������Æõ ¤¢ ¢����������õ ý�úó�þ .ÝþÂ�����ðüõ ÂÑ�����÷¤¢ f 0 ø f ü�����������ó�þ(4k + 2;�1;4k + 1;�2;4k;�3; : : : ;3k + 3;�k;3k + 2;k + 1;�3k � 1; k + 2;�3k; k + 3; : : : ;2k;�2k � 2;2k + 1):.(5.2 ÛØª) Ý��îüõ ý¤�Áð °Æ�Â�
.5.2 ÛØª .n � 4 (mod 8) .5 ´ó���� �î 4k + 1ø 4k + 3 ý�úó�Ï �� °��Â� �� Q2 ø Q1 ý�ûÂ�Æõ ¢�½�� �¤�Ê� �¤ Pn �¤�¬ ßþ� ¤¢



11 üó�þ öø¥�õ ë�ê ý�ûÂ�Æõ .2 ÛÊê�� °������Â� �� �¤ Q1 Â�Æõ ý�úó�þ .ÝþÂ�ðüõ ÂÑ÷ ¤¢ �¤ À÷�ùÀª ÛÊµõ Ýû �� ¢¤�¢ 0°Æ�Â� �î üó�þ(2k + 1;�2k � 2;2k;�2k � 3; : : : ; k + 2;�3k � 1; k + 1;3k + 1;�k � 1;3k; : : : ;�2k + 1;2k + 2;�2k;�2k � 1):.(6.2 ÛØª) Ý��îüõ ý¤�Áð °Æ�Â�
.6.2 ÛØª �� °��Â� �� �¤ Q2 Â�Æõ ý�ûñ�þ ùø�ä ��(4k + 1;�1;4k;�2; : : : ;�k + 1;3k + 2;�k;�3k � 2; k;�3k � 3; : : : ;�4k;2;�4k � 1;1):

.(7.2 ÛØª) Ý��îüõ ý¤�Áð °Æ�Â�
.7.2 ÛØª .n � 2 (mod 16) .6 ´ó���� °��Â� �� Q4 ø Q3 ý�ûÂ�Æõ ¢�½�� �¤�Ê� �¤ Pn ,5 ´ó�� À�÷�õ .n = 16k + 2 À��î ­Âêý�úó�þ .ÝþÂ�ðüõ ÂÑ÷ ¤¢ À÷�ùÀª ÛÊµõ Ýû �� ¢¤�¢ 0°Æ�Â� �î üó�þ �� �î 8k ø 8k + 2 ý�úó�Ï



12 üó�þ öø¥�õ ë�ê ý�ûÂ�Æõ .2 ÛÊê�� °��Â� �� �¤ Q3Â�Æõ(4k;�4k � 1;4k � 1;�4k � 2; : : : ;�6k + 1;2k + 1;�6k;2k � 1;6k;�2k � 1;6k � 1; : : : ;4k + 2;�4k + 1;4k + 1;�4k):.(8.2 ÛØª) Ý��îüõ ý¤�Áð °Æ�Â�
.8.2 ÛØª �� °��Â� �� �¤ Q4 Â�Æõ ý�ûñ�þ Å³¨(8k;�2;8k � 1;�3; : : : ;6k + 2;�2k;6k + 1;2k;�6k � 2;2k � 3;�6k � 1;2k � 2;�6k � 4;2k � 5;�6k � 3;2k � 4;�6k � 6;2k � 7;�6k � 5;2k � 6;�6k � 8; : : : ;�8k + 6;5;�8k + 7;6;�8k + 4;3;�8k + 5;4;�8k + 2;1;�8k + 3;2;�8k;�1;�8k + 1):.(9.2 ÛØª) Ý��îüõ ý¤�Áð °Æ�Â�

.9.2 ÛØª


